Los limites que intervienen en los problemas que siguen, se han resuelto con la
calculadora cuando su complejidad [o ha requerido.

En las funciones definidas a trozos, cuando estudiemos la derivabilidad en
un punto, si la funcién es continua en dicho punto las derivadas laterales las
podemos calcular utilizando la tabla de derivadas, para lo cual es necesario
haber estudiado previamente la continuidad. En caso contrario, debemos cal-

cular las derivadas laterales aplicando [a definicién.

Ejemplo 1

. L . 3?+4x si x<2
Estudiar la derivabilidad de la funcién f(x) = , _ en todos sus puntos.
ax“+b si x>2

En x=2
Continuidad
f(2)=-12+8=-4
lim f(x) = lim(ax® + b)=4a+b
X2 X2 — da+b=-4 = b=-4-4a
lim f(x) = lim(-3x + 4x) = -4
X—2~ X—2~
Derivabilidad

Si f(x) es continua para b=-4 - 4a, podemos derivar utilizando la tabla de derivadas:
La derivada por la izquierda de la funcion f(x) en el punto x = 2 es:
f'(x)=-6x+4 — f'(2)=-8
La derivada por la derecha de la funcién f(x) en el punto x = 2 es:
f'(x) =2ax — f/(2)=4a
Para que sea derivable en x = 2 tiene que verificarse que las derivadas laterales sean iguales.

a=-2

f(2)=f(2 —» -8=4a = {b:4

por tanto:
f(2)=f(2)=-8
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Luego para que la funcion sea derivable en A
X =2 debe de ser

—3x?+4x si x<?2
f(x) = )
“2x*+4  si o x>2

v

La funcion derivada es:

—6Xx+4 si x<2
f'(x) = -8 si x=2
—4x si x>2

Eiemplo 2

_ o B 3-x si x<5
Estudiar la continuidad de la funcion: f(x) = )
Ine> si x>5

—(3-x) si 3-x<0 -X+3 si x<3
13-x|= 0 si 3-x=0 - 13-x| = 0 si x=3
3-x si 3—-x>0 X—3 si x>3

-X+3 si x<3
si x=3

X—-3 si 3<x<5
2 si x>5

f(x) =

Como |3-X| es una funcion continua en R y

Ine* =2 es también continua, el Gnico pro-
blema es saber cbmo empalman. 1t

A\

En x=5
f(5=2
xILrTS]’ (x=9=2 . = Lafuncion f(x) es continua Vx eR.
. = limf(x)=2
lim2=2 x5
x—5"
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Ejemplo 3

Se considera la funcion f:R ——R definida por f(x) =

1+ |x|
a) Estudiar en qué puntos es continua y en cuales es derivable.

b) Encontrar f”(x).

a) Lo mejor es descomponer la funcidn distinguiendo los intervalos correspondientes, con lo que
resultara mas facil responder a las cuestiones que se proponen.

X )
—— sl x<0

-X si x<0 1—x
|X|=4 0 si x=0 f(x)=< 0 si x=0
X si x>0

X ]
—— s x>0
1+X

Continuidad

. X : . X . :
La funcion T x es claramente continua en x<0 y la funcion Tix es también continua
—X +X

en x>0.

En x=0

i f(0)=1lim f(x)=0 = f(x) escontinuaen x=0
= |IIT(\) f(x)=0 x—0

Derivabilidad

Como f(x) es continuaen x =0, podemos derivar utilizando la tabla de derivadas:

La derivada por la izquierda de la funcion f(x) en el punto x =0 es:

f/(x) =

1= %)? - f'(0)=1

La derivada por la derecha de la funcién f(x) en el punto x=0 es:

f/(x) = - f(0)=1

1
(1+x)?
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Como f'(0)=f!(0)=1, la funcion f(x) es derivableen x=0.

Por tanto la derivada existe Vx eR vy es:

ff)=14 1

1+ x)2

Si representamos graficamente f(x) ve-
mos que es derivable en todos sus puntos:

(L-x)°

v

b) Ya que tenemos f’(x), sera sencillo obtener f"”(x) alli donde exista.

En x=0

£7(0) = lim

x—>0"

£7(0) = lim

x—0"

P01 _
0

Fo)-10) _
0

—2-X _
x>0 (14 X)?

Como f"(0) = f(0), la funcion f'(x) no es derivableen x=0.

La funcion derivada segunda es:

(1+ x)3

Si representamos graficamente f’(x) ob-
servamos como en x = 0 hay un punto

anguloso:

v
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Ejemplo 4

a) Dibujar y estudiar la continuidad de la COoSX + 2
funcién definida al margen.

Si Xx<0

fx) =42 x+1 s O<x<g
T
b) Estudiar en qué puntos no es derivable.

. T
senx+1 si —<X
c) Calcular f(x) 2

a)
Continuidad
Enx=0
f(0) =cos0+2=3
lim (cosx+2)=3
x>0 , No es continua en x = 0
2 — 31 = 3limf(x)
lim (—.x+1):1 x>0
x—>0" \ T
Enx=2
2
f(zj —sen= +1=2
2 2
. 2 . T
lim ;'X+1 =2 Es continua en X==
2 = lim f(x)=2
lim (senx+1)=2 x>2
x>
La funcion f(x) es continua Vx e]—o0,0[U]0,0]
b)

Derivabilidad

Enx=0 No es derivable por no ser continua.

En x=E
2

., . T . ,
Como la funcién es continua en x= > podemos obtener las derivadas laterales a travées de

la tabla de derivadas.
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La derivada por la izquierda de la funcion f(x) en el punto x =% es:

=2 > f:(ﬁj _2

T 2 T

La derivada por la derecha de la funcién f(x) en el punto x :g es:
T
f'(x)=cosx — f;(zj =0

Como f!’ (%) #f! (g} , la funcion f(x) no es derivable en x =g.

Por tanto, la funcion derivada es:

—senx Si x<0
=1 2 s 0<x<Z
T 2
. T
COSX Si — <X
2

v

c) Como f'(x) no estd definidaen x=0 nien x = g la derivada es:

—COSX Si x<0
. Y
f"(x) = 0 si O<x<—
2
. T
—senx Si — <X
2
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Ejiemplo 5

a)

b)
c)

a)

» In(e+senx) si x<O0
Calcular los valores de a 'y b para que la funcion f(x)=< . ] sea
X +ax+b si x>0

derivableen x=0.
Calcular f'(x).

Estudiar la continuidad y la derivabilidad de la funcién f(x) en x=0.

Continuidad en x=0

Para que la funcién sea derivable en x =0 tiene que ser continua en dicho punto. Para que la
funcidn sea continua, los limites laterales tienen que coincidir.

limIn(e+senx)=Ine=1

xX—>0"

lim (x* +ax+b)=b

x—>0*

= b=1

Derivabilidad en x=0

Para que la funcién sea derivable en x =0, las derivadas laterales en dicho punto tienen que
coincidir.

. - ., In(e+senx) si x<0
Si sustituimos b=1 en la funcion f(x) obtenemos f(x)=17 . ]
X*+ax+1 si x>0

La derivabilidad en x =0 la podemos calcular de dos formas:

Aplicando la tabla de derivadas (ya que la funcion es continuaen x=0)

COS X

——F— si x<0
La derivada de la funcion f(x) en x #0 es: f'(x)=<e+senX

3x>+a si x>0

f'(0)= cos0 _1 Como se tiene que verificar que f' (0)=f  (0) = a=1, luego
e+sen0 e e
f/(0)=3-02+a=a f)=1

e

Por tanto, para que la funcién sea derivable en x=0 se tiene que verificar que
1 .

a==y b=1ylafuncion es:
e

In(e+senx) si x<0

f(x) =
) x3+1x+1 si x>0
e

LE.S. Historiador Chabds -7- Juan Bragado Rodriguez



Aplicando la definicion de las derivadas laterales

COS X
£(0) = lim In(e+senx)—f(0) _ lim In(e+senx)—1:9: Iimwzl
x—0" Xx—-0 x—0" X 0 x-0° 1 er =
3 _ 3 _ 2
£(0) = lim X" +ax+1 f(O): lim X" +ax+1 1:9: lim 3Xx +a:a
X—0* X—-0 X —0* X 0 x-0 1

Es decir que f'(0) :%. La gréfica de la funcion f(x) para esos valores de ay b es:

34

254

054

[sk]

T T T T
-1 -0.8 o 0.5 1

b) Segun el apartado a) la derivada de la funcién f(x) es:

COS X .
si x<0
e+senx COS X S x<0 COS X S
1 . , e+senx , e+Senx
f'(x)= o si x=0 6 f'(X)= 6 f'(xX)=
1 x2+=  si x>0 X2+= i
3x2+=  si x>0 € €
e

LE.S. Historiador Chabds -8- Juan Bragado Rodriguez



La funcion f'(x) es continuaen x =0, ya que se verifica:

. COSX 1
a) XILrg e+senx :E 1
11 b) Nl = P =
f(0)=3-0 e e lim (3x2+—):— ¢
x—0" e e
Derivabilidad en x=0
—e-SenX —sen?x —cos’ X i x<0
Calculamos f"(x) para x #0. f"(x)= (e+senx)’
6Xx si x>0

Como f'(x) es continuaen x =0, aplicando la tabla de derivadas tenemos:

) —e-sen0—=sen?0—-cos?0 1 Como f’ (0) iff (0) = No existe f”(O) lo
)= (e+sen0)? ~ g2l que significa que la funcion f”(x) no es deri-

£7(0)=6-0=0 vable en x =0.

La grafica de la funcién f'(x) es:

154

5

C
o
S
ta
(=}

T T T T
0.2 -0.1 o 0.1 0.z
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Ejiemplo 6
x2+mx+1 si x<0

Dada la funcion = f(x)=4 In(1+x) . 0 estudiar su continuidad y derivabilidad en
—F s X>
X

el intervalo [-3,-1].

Continuidad en x=0

Para que la funcion sea continua, los limites laterales tienen que coincidir.

lim (x> +mx+1)=1

x—0"

1 = limf()=1  (0)=1
|imM:9:|im1+_X:1
x—0* X 0 x-00 1

Como la funcion g(x) =x*>+mx+1 es continua ¥x <0 (por ser polinémica) y la funcion
In(1+x)
X

es continua Vx >0 se verifica que la funcién f(x) es continua Vx eR.

g(x) =

Derivabilidad en x=0

Para que la funcion sea derivable en x =0, las derivadas laterales en dicho punto tienen que
coincidir. Aplicando la tabla de derivadas (ya que la funcién es continuaen x =0)

2X+m si x<0
La derivada de la funcion f(x) en x 0 es: f'(x)=1 X _jn(1+x)
14X = si x>0
f2(0)=m Como al calcular la derivada lateral por la derecha se presenta una inde-
£(0) = 0 terminacion, no tenemos mas alternativa que aplicar la definicion de de-
70 rivada lateral en un punto.
In(1+ x) 1 In(1+x)—X
£10) = lim OO iy x iy X gy X)X O
x—0" X-=0 x—>0" X—=0 x—>0" X—=0 x—>0" X 0
1 -1
Yt o . @)y
lim=2tX__ - = |im~—=L_=_05
x—=0"  2X 0 x-o0° 2

Como se tiene que verificar que f' (0)=f' (0) = m=-0'5, luego f'(0)=-0'5
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-0 i <
x> -05x+1 si  x<0 2x =05 sl x<0
f(x)= frix) =4 X _

In(1+Xx) x>0 Lix In(1+Xx)

si x>0
X X2

Como no hay ningan punto de discontinuidad y las dos funciones son derivables en sus in-
tervalos respectivos se verifica que f(x) es derivable VxeR.

Ejemplo 7
X% 42X si. x<0

Sea la funcion definida por  f(x) =< ax® —%xz +bx+c si 0<x<2

—x*+d(x-1) si X>2

Halla razonadamente los valores de a, b, ¢ y d para que la funcion sea continua y derivable
para todo x real.

Continuidad en x=0

Iirgﬁ (x*+2x)=0
lim (axg‘—zx2 +bx+cj:c

x—0"

Continuidad en x=2

X—>2"

lim (ax3—§x2+bxj=8a—12+2b
2 > 8a-6+2b=-4+d — 8a+2b-d=2
Iir?+[—x2+d(x—1)]:—4+d

Derivabilidaden x=0y x=2

La derivada de la funcion f(x) si x#0 y x#2 es:

2X+2 si x<0
f'(x)=43ax*-3x+b si 0<x<2
—2x+d si x>2
f'(0)=2 f'(2)=12a-6+b
b=2 — 12a-4=-4+d
f'(0)=b f'(2)=-4+d

Resolviendo el sistema
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8a+2b—-d=2 8a-d=-2 1
- Ba-12a=-2 = a:E = d=6

12a=d 12a=d
X2 +2X si x<0
13 32 -
f(X) =9 =X"—=X" +2x si 0<x<2
2 2
—X?+6x-6 si x>2
2X+2 si. x<0
f(x) = §x2—3x+2 si 0<x<2
—2X+6 si x>2
La grafica de la funcién f(x) es:
4_
3_
2_
1
0
3 1 0 1 2 3 3 5
-1+
24
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Estudio de la derivabilidad de algunas funciones a través de sus grdficas

y

A

v

2 4

La grafica corresponde a la funcion
y= ‘x3 - l‘

No es derivable en x=1 (punto anguloso),
pero si es continua en dicho punto.

La gréfica corresponde a la funcién
y=sen |

No es derivable en x =0 (punto anguloso),
pero si es continua en dicho punto.

La gréfica corresponde a la funcién

f(x)=vVx*—6x+8

No es derivable Vx [2,4]
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La grafica corresponde a la funcion

y = arccos (x2 - 5)

Es derivable VXE]—\/E,—Z[U]Z,\/E[

\

2\@}

La grafica corresponde a la funcion parte
entera de x

y=Ent(x) =[]

y’'=0 salvo para x eZ que son los pun-
tos en los que no es derivable ni continua

x-[x]
La grafica corresponde a la funciéon parte
decimal de x.
1 y=x-[x]
1 X y' =1 salvopara xeZ
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