Problema 1 I

¢ Qué variacion experimenta el area de un circulo cuando su radio aumenta en 2 cm.? ¢ Qué
variacion experimenta la longitud de una circunferencia cuando su radio disminuye en 1
cm.?

S=n-R?
Circulo — ) S'-S=n-R’+4n-R+4n-n-R°=4n-R+4n=4n-(R+1)
S':n-(R+2)
. . L=2nR
Circunferencia — L'-L=2n-(R-1)-2nR=2nR -2n - 27R =-2x
L'=2n(R-1)

Problema 2

[

Debido a unas pésimas condiciones ambientales, una colonia de 1 millon de bacterias no
comienza su reproduccion hasta pasados dos meses. La funcion que representa la poblacion
de la colonia al variar el tiempo (expresado en meses) viene dada por:

10° 0<t<?2
f(t) =
10° .e"? t>2

a) Calcula la tasa de variacién media de la poblacién en los intervalos [0, 2] y [0,4].

b) Calcula la tasa de variacidon instantanea en t =4, comparandola con la uUltima tasa de
variacion media obtenida. Justificar los resultados obtenidos.

_f(2)-f(0) _10°-10°
2-0 2

0

a) T.V.M[0,2]

f(4)-f(0) 10°-e? —10°
4-0

T.V.M.[0,4] = =1'59726-10°

b) La tasa de variacion instantanea en t =4 es:

f/(t)=10°-e"2 — f'(4)=10° -e*? = 7'3890561-10°

Se observa que en [0,2] no hubo variacion, y asf la tasa de variacion es cero.

En [0,4] la tasa de variacion es grande por aumentar la funcion exponencialmente. La tasa

instantanea tiene también un crecimiento exponencial. Como se toma en el punto final de
[2,4] es apreciablemente mayor que la tasa media [0,4].
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Problema 3 I

Calcular b para que la tasa de variacion media de la funcion f(x) =In(x+b) en el interva-
lo [0,2] valga In2. Calcular, a continuacion, la tasa de variacion instantanea en los extre-
mos de dicho intervalo.

T.V.M[0,2]= 1A 1O _In@+b)=Inb _n 1 2%b_yppe 24D, 2
2-0 2 3
-n(x+2) - re-—L 5 r-2-2 & re-t-3
3 X+ 2 2+ — 8
3 3 3

Problema 4

]

Si la demanda de cortes de pelo viene expresada por la funcion c(p)=100—p?, donde p
indica el precio en cientos de pesetas, calcula:

a) La tasa de variacion media de la demanda cuando el precio pase de 700 pts a 900 pts.

b) La variacion instantédnea para el precio de 700 pts.

a)
¢(900) — c(700) 1009007 —(100-700%) 320,000
900 — 700 200 200

=-1600

T.V.M.[700,900] =

lo que indica que la demanda disminuira en 16 cortes de pelo por cada incremento de 100 pts
en el precio.

b) ¢'(p)=—-2p — ¢'(700)=-1.400

es decir que para un minimo aumento desde 700 pts la disminucion sera de 14 cortes de pelo.

Problema 5

]

En el ministerio de Sanidad se ha calculado que tras la aparicion de una determinada en-
fermedad contagiosa el numero de personas atacadas cada dia por dicha enfermedad viene
expresado por la funcién p(d) = 33d*> —d?, siendo d el nimero de dias, desde el primer ca-
s0.

a) ¢A qué velocidad de propagacion se esta extendiendo en el dia 10°?

b) ¢Cuando se estara propagando a razon de 120 personas por dia?
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c) ¢Cuénto tiempo tardara hasta que deje de propagarse?

a) p'(d)=66d-3d*> — p’(10)=660—-300=2360 personas por dia

d=2

b) p'(d)=66d —3d? =120 —» 3d2-66d+120=0 = {d—zo

La enfermedad se propaga a 120 personas por dia en los dias 2°y 20°

d=0

c) p/(d)=0 — 3d?-66d=0 — 3d(d-22)=0 = {d—zz

Es decir, a los 22 dias dejara de propagarse. La enfermedad habra desaparecido a los 33 dias:
p(33)=0

Problema 6 I

Un objeto desciende en caida libre desde una altura de 100 m, siendo su altura en el instan-
tet, s(t)=100-5t>.

a) Halla su velocidad mediaentre t=1 y t=2seg.

b) Determina la expresion que da su velocidad y su aceleracion en el instante t. (Cuanto
valenpatat=1y t=2seg?

_8(2)—-s(1) _ 80-95 _ _15£

8) Ve =
) Ve =754 1 seg

b) v(t) =s'(t) = ~10t a(t) =v'(t) =s"(t) = —1os’gﬂ2

v)=-10 v(2)=-20 a()=-10 a(2)=-10

Problema 7 I

La temperatura de un alimento, (en °C), dentro de un frigorifico, viene dada por la férmula

2
T(t)=8- (ﬂ} donde t mide el tiempo en horas. Halla:
St° +2t+1

a) La temperatura en el momento de meterlo en el frigorifico.

b) La tasa de variacion media entre la 12 y 32 horas.
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c) Lavariacion instantdneaen t=1 y t=3.
a) T(0)=16°C

b) TVM([L,3]= T(3;:1T(1) 3 gif =-0'73

Significa que se enfria 0'73 °C cada hora (entre la 12 y 3% horas).

—t2—16t—3j Si {t:l = T'(1)=-25

c) T'(t)=8-
) () {(5‘:2 +2t+1)2 t=3 = T'(3):—0'178

Esto significa que en el instante t=1 se estd enfriando a razon de 2'5°C/h; y a razon de
0'178 °C/h en el instante t=23. Observa que a medida que estd mas frio la tasa de enfria-
miento decrece, teniendo a 16/5=32 °C cuando el tiempo de permanencia en el frigorifico
se hace muy grande.

Problema 8 I

Una poblacion de 300 bacterias se introduce en un cultivo. Si su nimero crece segun la ex-
presion n(t) =300 (1+In (t2 + 1) , siendo t el tiempo en horas. Calcula:

a) El numero y la tasa de crecimiento de las bacterias al cabo de 5 horas.
b) El instante en el que la velocidad de crecimiento es de 300 bacterias/hora.

a) n(5) =300-(1+In26) =1.277

La tasa de crecimientoes n'(t) = t6200t1 n’(5) =115'38 bac./hora
+
b) Si n'(t) = 300 3001:300 P -2t41=0 = t=1
_+_

Problema 9 I

Un liquido caliente sigue una ley exponencial, con exponente negativo, cuando se enfria
hasta la temperatura ambiente. Es la ley de enfriamiento de Newton. Supongamos que en
un cierto caso un liquido inicialmente a 70° se enfria hasta los 20 ° segun la funcion:
T(t)=20+50-e" donde T es la temperatura del liquido al cabo de t minutos de enfria-

miento.
a) Calcula la velocidad de enfriamiento, a los 12 minutos de iniciarse éste.

b) ¢ En qué momento el liquido perdera temperatura a razén de medio grado por minuto?
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a) En este caso concreto, la derivada mide la variacion de temperatura por unidad de tiempo, es
decir, la velocidad a la que el liquido cambia su temperatura.

T
Si derivamos tenemos: A
T (t) — _5p0U 70 ;

El signo negativo de la derivada
confirma que la temperatura es
siempre decreciente, como corres-
ponde a un liquido enfriandose.

20

» t (min.)

T'(12) =-5-e™* =-1'50°/min.

En el instante t =12 min., el liquido est& bajando su temperatura a razén de grado y medio por
minuto.
b) -0'5=-5-¢ " — ™ _05_ 01 —» -01t-lne=In0"'1 — t:InO—Olllz 23 min.

Hay que advertir que el valor del coeficiente de t, que nosotros hemos supuesto 0'1, depende
de la naturaleza del liquido, forma y material del recipiente, etc.

Problema 10 I

Derivar las siguientes funciones:

a)y=e* b)y=+4x-5 c)y=2tg(3x-2) d)y=cose* e)y:55en§ f) y=4/3x

g) y=In(senx) h) y:tgg ) f(x)=e* j) y:(lnx)2 K) y=Inx® 1) y=sen(cosx)

3 t+8 _sen (6t) e et B .

m) f(t) = cos (T) n) f(t) = 3 o) f(t)=e p) f(t) = In(t) q) f(x) =8tg(xe™)
P 1 . 1 Al 6

8) y'=-3e b) 2+/X-5 0 y'=2 cos® (3x - 2) 3 cos® (3x — 2)

d) y’:—sen(ex)-eX =—e” -sen(ex) e) y'=5-cos§-%:g-cos§
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3 1 COSX 1 -3 -3
f) y':—3 g) yy=——-cosx=——=cotgx h)y’'= 3 \z)=—— 3
4-4/(3x) senx senx cos2 > VX %2 . cos? >
X X
1 2Inx

i) f'(x)=e¥*-3=3e> ) y'= 2Inx =

X

K) vy’ :iz- x:g 1) y’'=cos(cosx)-(—senx) =—senXx-cos(Cosx)
X

% - Leent® ) r =%-cos(6t) 6= 2cos(6t)

0) f'(t)=e"-2t=2t-e" p) f(t)‘% (_t%j?%

Q) F(0)=8— (" +x-¢)

Problema 11 I

Derivar las siguientes funciones:

1
a) y=In(cosx®) b)y % c) y:§+«/3 3x*+5 d) y=sen’x+ cos’x

1-e* 1
e)y=— f)f(x)=x-arctgx g) f(x)=In—F-—— h) y=sen’x-senx’
1+e X+4x%+1
—_— 3 J—
i)f(x):\/;-(x3—\/§+l) j)y:(i/§+2x)-(1+\3/x2+3x) k)y:1 X |)f(x):1 Inx
NS 1+Inx
1 3\ a2  —3XZsenx’ ) 5
a) y'= 3.(—senx )-SX =—————=-3x"-1gXx
COS X COS X

b) y’ _8 -3sen® (6x —1) -cos(6x —1) - 6_% sen® (6x —1) -cos(6x —1)

2X

1 1 1
C) y’: 3x2 +5) 2 -6Xx=—+
"3 | ) 1/(3x2 +5)°
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d) y'=0 (yaquesen’x+cos’x=1) e) y"_ex.(H(T)_x()lz_eX).ex :(1—2e:)2
+e +€

1
f) f'(x)=arctgx+ x- =arctgx +
) T g 1+ x° g 1+ x?

q) f(x):lnl—ln(x+\/x2 +1):0—In(x+M)

1

(x+m).(l+ 24/x? +1

fr(x)=—

2X jz ‘(m” 1
Jm.(mJH) X2 +1

h) y’' =2senx-cosx-senx’ +sen® x-Cosx” -2X

: 7 oy XL e
i) f(x) =X —x+X f(x)_N7 o=

J) y=%/§+3x+3-i/g+2-i/;+6x2 y' = L +3+4-%/§+%-§/F+12x

3.3/x2

1 1

2 ——(A+Inx)-(1-Inx) -~

(-ax?) ==X 1) f/(x)=—X : X_ 2
(1+Inx) X-(1+Inx)

Problema 12 I

a) y=x-arcsenx++1-x* b)y=arctg[In(ax+b)] c) y=In arctgy1+x?

d) y=arccos = ) y=2" f)y=x’-3 g)y=e"" h)f(g=e -Inx
V3
i) y=x-10% j)y=In1=°
e
a) y'=arcsenx+X:- + L -(—=2x) = arcsen x
V1-x2 2:41-%
b) y'= 1 L a

1+[In(ax+b]’ ax+b (ax+b)-(1+[|n(ax+b]2)

1

1 1 X
C) y’ = . . L 2X =
arctgv1+ x° 1+(~/1+x2)2 241+ x?2 arctgv1+x” - (2+x*)-V1+x*
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-1 2 ) 2 -2

d) y'= S = -
: [2x—1j2 V3 3-4x? +4x—-1 N-4x? +4x+2 J-2x* +2x+1
V3
Inx —x ! i
o Inx=x- ™ In2- (Inx —
&) y' =2 . ZX-In2=2 In2 (Iznx 1)
(Inx) (Inx)
1 g1
f) y=3x*-3“In3  g) y'=e™"

2x—1 2+x-1

hy f'(x)=e™ -(-2x)-Inx+e™ A oxe inxs e -(—2x-|nx+1)
X

X X
. 1 x-In10
i '=1o&+x-1oﬁ-—-|n10:10&-(1+ )
)Y 2+/x 2%
P y=—t P S A
1-¢” (ex)2 (1—ex)-eX 1- ¢
eX

Problema 13 I

a) y=cosc’(1-x) b)y=cos”(arcsecx’) ¢)y= arcseni—f d) y = arctg

X+a
1-—

e) y = arcsen (senx?) + arccos (cosx?) f) y=x-+a®—x? +a?-arcsen>
)Y ( ) ( y

a
4 3
g)y:8x 3 arcsernx+ 2 FX 152 h) y=e*-(x-1) [(x+1) -cosx+(x—1) -senx]
1 , —2sen(l-x)-cos(l-x)-(-1) 2-cos(l-x)
Q) y=—s5-—+ Y= : e
sen” (1-x) sen” (1-x) sen” (1-x)

b) Podemos sustituir arcsecx? por una expresion mas familiar a través de los siguientes pasos:

1 1 1
arcsecx’ =z — secz=x’ - ——=X’ — C0SZ=—5 —> Z=arccos—
cosz X X
2
g . ) 1 1 1
La funcion a derivar es entonces:  y=c0s” | arccos —- | =| €0s| arccos —-| | =—
X X X
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X X
0y’ 1 (x=)-(x+1) _ -2 B -1
x+1)? (=D’ X gy DX
(50 (x-1)?
gy’ 1 (-ax)—(x+a)-(-a) _ 1+a’ B 1+a’ B
. (X+aj2 (1-ax)? (1-ax)® +(x+a)*> 1+a’x®>+x*+a’
1-ax
1+a® 1+a’ 1

1+a’+x*(1+a%) - (1+a®)(1+x%) T 14 x

e) y =arcsen(senx?) +arccos(cosx?) = x? + x* = 2x

1
f) y=+a®-x* +x-————
2va® - x?

N el

8x* -3

1

.(_2x)+a2 .;2._

X2

2

a2

y' =4x

2(a2

6x>
+

+ =
Va?—x? WJa?-x®?  Ja?-x?

3 43x

g) y' = x> -arcsenx +

x? -arcsen x +

x? .arcsen x +

x3 -arcsen x +

.x/l—xz

8x* -3

3

31 4 2

(6x* +3)-v1-x axt ¢

32

__Xz): a2 _ x?
1
(=2x) =
24/1- %2

_+_
3241- x> 32
16x* — 6 4x* —6x? (6x* +3)-V1-x"
+

64/1—x°

64 -v1— x>

32

3(2x4 —1—x2) 3(2x2 +1)- 1-x2

+

324/1-x°

h) y=e*(x*-1)-cosx+e*-(x—1)” -senx

32
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y'=¢* ~(x2 —1)-cosx+eX . 2X - COSX + -(x2 —1)~(—senx)+eX (X=1?%-senx +

e*-2-(x—1) -senx+e*-(x—1)%-cosx = 2x* -e* -cosX

Problema 14 I

X
1+ 2senx 1 X COSX 1+t 5
aa)y=In,|—— b)y=--Inltg— | -——— c)y=In
1 - 2senx 2 2/ 2sen‘Xx 1 X
_th
1 3+ 4senx X
d) f(x) =—=-arcsen ——— e) f(X) = —————
) 19 3 4 + 3senx ) 109 a++a? — x>
f)y=x/x2+1—ln[1+\/i+,/1+i2J
X VX X
1
1+2senx|2 1  1+2senx
Q) y=In|———| ==-In———
1-2senx 2 1-2senx
,_ 1 1 2cosx-(1-2senx)—(1+2senx)-(-2cosx) 1 1-2senx  4cosx
Y =% Tr2senx (1-2senx)? 2 1+2senx (1-2senx)’
1-2senx
4cosx  2c0sXx
2-8sen’x 1-—4sen®x
, 101 1 1 —senx-2-sen”x—cosx-(2-2senx-cosx)
Y =y X X2 4-sen' x -
tg— cos” —
2 2
1 +25en3x+4senx-coszx_ 1 +sen2x+2-coszx_
4 - 3 -
4-sen§-cos§ 4-sen” x 2-senx 2sen” X
2sen’x+2cos’x 1
2sen’®x sen®x
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2 X
cos® = cos? =
, 1 2
C) y'= X X 2 =
1+tg— i X
72 (1 tgzj
X
1-tg—
92
1
2
cos’ = ) 1 L
1-tg° 2 cos’ 2 —sen’> C0SX
d) £ (x)—l 1 .4cosx~(4+33enx)—(3+4;senx)~(3005x) _
3 . [3+4senx)2 (4 + 3senx)
4 + 3sen x
16cosx +12senx-cosxX —9cosx —12sen X - Ccos X 3
16+ 24senx + 9sen? x — 9 — 24senx —16sen’ x
3 =0 i . -(4+3senx)’
(4 +3senx)
7 cosX B 7 cosX ~ J7
3-4/7-7sen’ x (4 +3senx) 3ﬁcosx-(4+33enx) 3(4+3senx)
2
(a+\/a2—x2) [ (- ZX)] aia e
e) f'(x) = 24a’ —x° a’ —x* _

(a+«/a - X )2 (a+\/a2—x2)2

a-va? —x? +a? - x? + x? a(a—x +a) B a
2 2 2 2 2
a® - x? -(a+\/a —x) Ja? - x? . ( a —x) a’ - x -(a+x/a —x)

f) y'= 1 — i __ 1 (_ 3) -
2 3|
2% + 1+\/T+112 2& 2X+1 X
X X X X X2
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x_ L (ii(i)_(ij]
Vx? +1 1+\/T+ oL x2 2\ x o x241 VX
X X NG

v |%
+

x

N =

+

[N
~—

X _ 1 (_ij(l_'_
2 2
Vx© +1 1+\/T+‘/1+12 X
X X X
Problema 15 I

Calcular las derivadas de las funciones

a) y=sen’x+senx®> b) y=|n1/i_—x c) y = x’arcsenxX + 3cosec’(x +1)
+X

a) y' =2SenX-CoSX+CoSX” -2X = 2C0SX - (Sen X + X -COS X)

1
b)y=|n(1_xj2:1-ln(l_xj y,zl_ 1 (Q+x-@1-x_ -2 -1
1+ x 2 \1+x 2 1-x (1+x)? 2(1_x2) 1-x?

[EEN
+
X

c) y=x’-arcsenx’ + —————
sen” (x+1)

%t -3-2sen(x+1)-cos(x+1) _

y' = 2x-arcsenx’ +x* - -
1-x* sen” (x+1)

2x*  6-cos(x+1)

2x -arcsenx’ + -
Ji-x*  sen®(x+1)

Problema 16 I

Calcular las derivadas de las funciones

x? -

X

, 2n° 45
3

2
a) y=sen’,/tg 220 +5

b) y:sen3x-{ tg J c) Calcular y”(0) en y=

a) y'=0 por ser una constante

, 2m° +5 , 2m° +5

3

b) y’'=3-sen’ x-cosx-,[tg +sen®x-0=3-sen’ X-COSX - ,|tg
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(2x-1)-¢* —(XZ —X)'ex e (2x-1-x"+X%X) 3x-1-x*

(ex)z er ex

c) y'=

(3-2x)-e* —(3x—1—x2)-eX 4 _5x + X2

T

y"(0)=4

yH —

Problema 17

Calcular las derivadas de las funciones

|

a) y b) y=log (tg2 2x—1J c)y= In(sen2 X + arcsen? x)
3x-1
sen” .e*.cos ™ . e
2 — 3x+1 ) X — . _ .
d)y:IOga% e)y:|n (10 j f)y= 6 6
sen” (3x +5) 2x+8 Y241
3x+5 3x+5 3x+5
a) y:|n :ln € zl.ln e
X 2
sen— sen — sen —
3x-5 . LX_ 3x-5 lXE 3x S(SSen—COSnX TC)
f_i. 1 .e 35en3 e cos3 3 3 3 3
y = 2 ¥ , X =
sen® — s
X 3 , X
sen— 2 -sen” —
3 X 3
sen—
3
e 5(E}sen—cosnx n]
3 3 3 3 & X
=———-.cotg—
265 . gan ™ 2 6 3
V2x -1 i V2x -1
b) y=Ilog | tg =2log | tg
3x -1 3x-1
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2 (3x-1)—3-4/2x—

y' = ! L 2”2 — Ioge:
«/Zx ¢ V2x-1 (3x—1)?
3x 1 3x-1
2-[3x-1-3(2x-1)]-loge B (—6x+4)-loge
g \/ZX_l-cosz vax-1 ((Bx-1)%-4/2x-1 sen vax-1 .C0S \/ZX_l-(Sx—l)z 2x-1
3x-1 3x-1 3x-1 3x-1
1 1
C) Yy =—3 >— | 2Senx-cosx + 2arcsenx- =
sen” X + arcsen” X 1— x2

Z[Senx-cosx-«/l— X? +arcsen X] (1_ Xz).sen2X+ 2.4/1=x? -arcsen x

- 2 2 2
[sen2 X + arcsen? X]~\/1—X2 (1—x )-(sen X + arcsen x)

HZX—Z-lj -sen? (3x+5)—(x2 —2&+3)-25en(3x+5)-cos(3x+5)-3]Iogae
Jx

2
dy’ = =
(xz —2Jx +3

> ]-sen4(3x+5)
sen‘ (3x +5)

l 2 2
KZX—ZZ\&)sen (3x+5)—(x —2\/;+3)~25en(3x+5)~cos(3x+5)-3]Iogae

(x2 - 2&4—3)-86”2 (3x +5)

2% -1
x/;-(x2 —2\/;+3)

103x+1 X 103x+1
e) y=|n£ ] :x-ln( ]
2X+8 2X+8

- 6c0tg(3x+5)}- log, e

,_In(w”“j iy L 101 .In10-3- (2x +8) — 2+ 10>
- \2x+8 103 (2x + 8)2
2X+8
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In(lo%l] , X:In10-3-(2x +8) - 2x
2X+8 (2x +8)

1
e .2 .4x%+1—-e®*. = .2x
24x% +1

f) y’—senz-cosz-
6 x*+1

- ezx-z-(x2+1)—x-ezx_ﬁ-ezx-[ZXZ—x+2]
(X2+1)' Xt +1 4. (X2+l)3

T
sen—-CoS— -
6

Problema 18

[

Calcular las derivadas de las funciones

a) f(x):arctgﬁ b) f(x):\/x+\/x+\/§ c) f(x) =+va?—-x*+a-arcsen (9
-X

J1-x% = ; -2
VS B Y/ o

SRZORS W W )
2\/x+— VX + /X 24X + /X 24/x

) fF'(x)=——=— - (-2x) +a-

2./a? — x2 . ij \/az _x2 \/az _x2 \/az _x2
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Problema 19 I

¢En qué punto la pendiente de la recta tangente a la curva f(x) =x-Inx—x vale 0?
1
f'(x)=Inx+x-==1=InX
X

Se debe de verificar que f'(x)=0 — Inx=0 = x=e’=1

Laordenadaes f(1) =1-In1-1=-1 Luegoel puntoes P(1,-1)

Problema 20

]

Comprobar que no existe ningun valor de x que anule la primera derivada de la funcion

f(x) = :

Tie y que para x = 0 se anula la segunda derivada.
+e

f'(x)=ex'(1+ex)_2ex'ex=ex'(1+exzex)= © 0 = e 40
(1+ex) (1+ex) (1+ex)

Lrer) Lre) o)

e*=0 —> e*#0

f'(x)=0 = e*-(1-¢")=0 = ) )
1-¢2=0 —» e'=1 -» x=0

Problema 21

[

Derivar las siguientes funciones

a) 100 =(e*)" b) f=el) o) f0=e | d) fx)= ™ g) F(x)=e”

N g=(e")" 9 f=em=" h)yy=e™

a) f(x)=e* fr(x)=2-e*
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by f'(x)=¢e® e

eX

( j eX
c) f'(x)=¢° -e( )-ex
d) f/(x) =e™ "™ . (14X + cosx)
e) Hacemos h(x) = x*. Por lo tanto tendremos f’(x) =e* -h’(x)

h'(x) lo calculamos tomando logaritmos neperianos In[h(x)] = Inx* = x-Inx

—h(x) Inx+x; Inx+1 = h'(xX)=(Inx+1)-h(x) =(Inx+1)-x*

h(x)

f/(x) =" -(Inx+1) - X"

Hg=e"  gx)=e-2x
g) F(x) =™ =g —cosx = f/(X) = —senx

1

1 - eInx
h) y _elnx . X - _
In% x x-In? x

Problema 22

Deriva y simplifica al maximo las funciones:

.

a) f(x)=arcsenv1-cos’3x> Db) f(x)=cos® i + senz(e‘X \/25x)
e

a) Si nos fijamos bien, antes de derivar podemos obtener una expresion equivalente a la dada y
mucho mas simple.

f(x) = arcsen+/sen” 3x° = arcsen(sen 3x5) =3x° f'(x) =15x*

5% gx/f 25\/_ 25\/_

b) f(x):cosze—x+sen o = C0s =S sen —:1 = f(x)=0

Problema 23 I

Aplicando la derivacion logaritmica, calcula las derivadas de las siguientes funciones:
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1-x
a) y=x"* b y:( n] ¢) f(x) = (arccos x)9 ¢ d) y=log, tgx

1
=.c0SsX—(—senx)-Inx
X

1 Inx '
a) Iny= Inx = y_ 5
COSX COSX y COSs” X
E-cosx—(—senx)-lnx E-cosx+senx~|nx |
r_ X _ Secx X U secx 1 senX-Inx
y _y 2 =X . 2 =X . + >
COs” X Cos“ X X - COSX Cos” X

s o )
%:2 1X .(1—1X)2.|n(\/1i(xJ+\/li(x'\/ 1X -2\/1X .(1—1X)2:

1-x 1-Xx

1X ,(1_1X)2.|( 1ij+2 lx .(1_X)2=2. X .(1—x)2

) '”(\/:j” :( 1i(xj '”(Ejﬂ

c) Inf(x) =tg(1—x) -In(arccosx)

£/(x) 1 1 1
= -(-1) -In(arccosx) +tg(1—x) - .
f(x) cos’(1-x) (=1)-In )r1g(1=x) arccosX ~/1— x2

f'(x) = (arccos x) g-x) | — In (arccos x) B tg (1 - X)
cos’(1-X)  arccosx-1— x>
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d)
Por derivacion logaritmica

Aplicando la definicion de logaritmo x* =tgx

Tomando logaritmos neperianos en los dos miembros tenemos: Inx” =Intgx  yInx=Intgx

1 y
-7
Derivando implicitamente: y'-Inx+y-£:i- 12 y’:tgx cos X X
X tgXx cos” X Inx
1 _log, (tgx)
, tgx-cos’ X X ~ 1 _log, (tagx)
Inx tg X -cos® X - In x X-Inx
Aplicando el cambio de base al logaritmo
In(tg x
y=log, (tgx) = "L 9%
nx
1 12 -Inx—i-ln(tgx)
, tgx cos" X X B 1 _ In(tgx)
(Inx)* tgx-cos’x-Inx  x-(Inx)?

Problema 24 I

Calcula la derivada de la funcién f(x) = Inx|

, 1 .
Inx si x>0 , f(X)=; si x>0
f(x) = Injx = | f(x) =
In(-x) si x<0 f'(x)—i.(_1)—£ S x<0
—X X

Luego en todo caso f'(x) = 1 si x#0
X
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Problema 25 I

Dadas las siguientes funciones, calcular: f'(x); f”(x); f'(3)

a) f(x) = 6X2 b) f(x)=e*" (:)f(x)z_X
1+Xx X
) f,(x):6~(l+x)—(jx-2x=6(1—x2) @ g
(1+ X2) (1-|- xz) 100
f”(x):—lZX-(1+x2)2—(6—6x2).2.(1+x2).gx:12X.(X2_3)

(1+ x2)4 (1+ xz)3
b) £'(x)=e** ™. (2x+7)  f'(3)=e® .13=1389243-10"

fr(x)=e* 7 (2x+7)" + e 2 =077 (4% + 28x +51)

4% .In4.x — 4" 4.1n4-3—64
¢) fr(x) =" * fr(g) =04 In4-3-04 ) 4630
X 9
(4 -In*4-x+4%-In4—-4"-In4)-x* - 2x-(4* -In4-x - 4")
f"(X): =

X4

(4X~|n24-x)~x—2-(4x-|n4~x—4X)_4X~(x2 -|n4—2x-|n4+1)

x3 x3

Problema 26

]

a) Comprobar que la funcion y = 2sen 2x +cos2x+ 2x verifica y” +4y = 8x.
b) Comprobar que la funcion y = 1+ 2x* verifica x’y"-x%y'=3
X

a) y'=4c0s2X—2sen2x+2 y"” =-8sen2x—4c0s2x

x®—8sen2x —4c0s2X+4-(2sen2X + CoS2X + 2X) =
—8sen2x—4c0s2Xx+8sen2x +4c0s2x +8x = 8%
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xg-(%+4)—x2 -(—iz+4x):2+4x3+1—4x3:3
X

Problema 27

[

a) Comprobar que la funcién y =ax®+c verifica la ecuacion 2y’ —xy” =0

2x

b) Comprobar que la funciéon y=e* +e™ —% -e® verifica la ecuacion y” -2y’ -3y =¢*

a) y' = 3ax? y" = 6ax 2-3ax’ —x-6ax =0

b) y'=3e¥ —e —%ezx y" =9e¥ +e* —%ezx

9™ e - X2 —2-(3e3X —e —Eezx) —3(e3X +e —E-ezx) =
3 3 3

« 4 x4 _
9e* +e X—§e2X—6e3X+2e X+§ezx—3e‘°‘x—3e * e =¥

Problema 28

[

En un cierto instante los mdviles cuyas trayectorias siguen, respectivamente, las ecuaciones
s(t) =t°*—45t+100 y e(t) =3t* +60t—439 estan en el mismo lugar y con la misma velo-
cidad. Di cudl es ese instante y los valores correspondientes del lugar, de la velocidad y de
la aceleracion de cada uno de ellos.

s(t)=3t?-45 e'(t)=6t+60 s'(t)=e'(t) — 3t*-45=6t+60 — 3t>-6t-105=0

_2444+140 2%12 {t=7
2 2

t?-2t—-35=0 = t

{3(7) =e(7)=128
t=7 =
s'(t)=e'(7) =102

s"(7) =42

s"(t) =6t e"(t)=6 t=7 = {e"(7)=6
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Problema 29 I

En un cierto instante los moviles cuyas trayectorias siguen, respectivamente, las ecuaciones
s(t) =t®—45t+100 y e(t) = 3t*+60t—439 estan en el mismo lugar y con la misma velo-

cidad. Di cudl es ese instante y los valores correspondientes del lugar, de la velocidad y de
la aceleracion de cada uno de ellos.

s'(t)=3t"-45 e'(t)=6t+60 s'(t)=e'(t) — 3t°-45=6t+60 — 3t>-6t-105=0

t2-2t-35=0 = t

_2+y4+140 212 [t=7
B 2 2 t=-3

(oo s(7)=e(7) =128
B {s’(t) =e'(7) =102

N o . 5"(7) = 42
(=6t e'()=6  t=7 = {e~(7)=e

Problema 30 I

Una cierta poblacion crece de acuerdo con la ecuacion y=1+0"'2-e’" donde t es tiempo

en meses e y es numero de individuos en miles. Calcula la velocidad de crecimiento de la
poblaciéon al cabo de 24 meses.

y'(1)=02-e".0'1  y'(24) = 0220463

Problema 31 I

Una particula movil recorre un segmento 4 cm
horizontal de 4 cm. de longitud con una
frecuencia de 10 Hz.

2cm 1cm

a) Deduce la expresion de la elongacion si se empieza a contar el tiempo en el instante en el
que la particula se halla en P, a 1 cm. de distancia a la derecha del punto de equilibrio O.

b) Halla la velocidad de la particula al pasar por el punto P.
Movimiento armonico simple (M.A.S.) es el movimiento que tiene una particula que recorre una

trayectoria rectilinea en torno a un punto fijo situado en medio del segmento recorrido, de modo
que su separacidn respecto a ese punto viene dada por la expresion:
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X es laelongacion (o separacion del punto)
A eslaamplitud (o ma xina elongacion)

(6} .
— = f es la frecuencia
x=A-sen(ot+0) — . P
® es la pulsacion

2n 1 .
—=—=T esel periodo
o f

0 es la correcion de fase

a) x=A-sen(ot+0)=A-sen(2n f -t+0)=2-sen(2n-10-t+0)

x=1cm. cuando t=0seg, portanto: 1=2-sen(0+0)=2-sen® = 6O =arcsen

N | =
o3

Por tanto la expresion de la elongacién es: x=2sen (ZOnt + %) cm.

b) Lavelocidad es: v = de = dx =2-20m- cos[ZOnt + Ej
dt dt 6

2
v=40n-\/1—sen2 (20nt+%) :407:-1/1—)(T — 201 -4 - X2

Al pasar por el punto P la elongacion es 1 por tanto:

v=+201-43 S
seg

Problema 32 I

a) Si f(x)=log, x, determina el valor de a con la condicion de que f'(2) =0"25.

b) Halla la derivada de la funcion f(x) =log, a.

a) f’(x):i-logaezi-ln—e: L - f’(2):0‘25:L - Ina:i:2:>a:e2
X x Ina x-Ina 2-Ina 0'5

1
—lna-=
b) f(x):logxaz—:gi S f(x) = x___Ina

In% x x-In? x
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Problema 33 I

Dos aviones parten de un mismo punto /@995///*
con velocidades de 600 y 800 Km/h. Sus *<:1:j§6° |
trayectorias forman un angulo de 30°. (A T s(t)
qué velocidad se separan? 800\[\\\ %

Consideramos el origen de tiempos (t = 0) en el momento de partida de los aviones. Medimos el
tiempo en horas. Llamamos s(t) a la distancia que separa los aviones en el instante t. Por el teo-

rema del coseno:

S(t) = /(800t)° +(600t)” — 2800t - 600t - cos30° = 410'63-

La velocidad de separacidn es la derivada de la distancia respecto al tiempo:

v=s5'(t)=410'63 km/h

Problema 34 I

De un petrolero accidentado se desprenden 500 I/s de crudo. La mancha de petrdleo resul-
tante tiene forma circular y un espesor medio de 3 mm. Calcula:

a) La velocidad con que aumenta el radio de la mancha.
b) La velocidad con que aumenta la superficie.

c) La velocidad con que aumenta el perimetro.
I 3

Medimos la longitud en metros y el tiempo en segundos, por tanto: 500 —=0'5 m
S S

El volumen de la manchaes V(t) =0'5t m*. Si r(t) es el radio de la mancha, tenemos:

0'5t
0'5t = n[r(t)] -0'003, luego: r(t) = = 7'284/t
{r(v)] 90 (1) =[5 o0am Vi

a) La velocidad de crecimiento del radio es la derivada de r(t) respecto al tiempo, es decir:
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0'5t

b) La superficie de la mancha es: S(t) = n[r(t)]2 = 5003 La velocidad de crecimiento de dicha
superficie es por tanto:
1 2
S'(t) = 05 m”
0'003 seg

c) El perimetro mide p(t) =2nr(t) =45 74~/t m. La velocidad de crecimiento del perimetro es

22'87 m
' t - -
p'(t) T seg

Problema 35

[

Una escalera de mano de 8 m. de longi-
tud se apoya en el suelo y en una pared.
El pie resbala a una velocidad de 50
cm./seg. Calcula la velocidad instantanea
a la que desciende el extremo superior de
la escalera en el momento en que el pie
dista 3 m de la pared.

y &m

v =50 cm/seg
—

Medimos la longitud en cm. y el tiempo en seg.

y?+(50t)2 =800°  y(t) =~/640.000—2.500t’

: L e
El pie de la escalera distara 3 m. de la pared cuando v = T - t=

~5000t
24/640.000 — 2.500t

y'(t) =

Problema 36

|

e 300
—=——=>06seg
v 50

y'(6) =—20'22 21
seg

Un atun ha picado el anzuelo y huye con
él en la boca, a una velocidad de 2 m/seg,
en linea recta y a 3 m bajo la superficie
del agua. ¢A qué velocidad se suelta el
sedal en el carrete en el instante en que el
atun dista 6 m del pescador?
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Medimos la longitud en metros y el tiempo en segundos. El origen de tiempos se toma en el
momento en que el atln esta en la vertical del barco.

El tiempo que tarda el atin en recorrer los6 mes: e=v-t — 6=2t — t=3seg

La longitud del sedal en el instante tes:  I(t) = /3% + (2t)? =/9+4t?

La velocidad pedida es la derivada de la longitud del sedal con respecto al tiempo:

Bt L, g1 ™

v(t)=1"(t) = =
29 +4t> 9 +4t? seg

Problema 37 I

Una torre esta al final de una calle. Un
hombre se dirige en automdvil hacia la
torre a razon de 15 m/seg. Sabiendo que
la torre tiene 500 m de altura, ¢con qué 500 m
velocidad varia el angulo del observador

respecto de la cumbre de la torre cuando .
el observador se encuentra a 1000 m de 1000 m
la torre?
v=_ 5 15=% o e—1st
t t
—500+15
500 500 do (15t)° -500-15 -300
tgo=—+ — oa=arctg— —-> —= - = 5 =
15t 15t dt L (500) (15t)° +500° 9t° +10000
+ -
15t
x=1000m — t:@:@ CI—OL=—i=—0'006 v:0'006@
15 3 dt 500 seg

Problema 38 I

La altura de un proyectil t segundos después de haber lanzado hacia arriba a partir del
. N m ) .
suelo y con una velocidad inicial v, —, esta dada por la formula f(t)=v_t-5t’.
seg

a) Prueba que la velocidad media del proyectil durante el intervalo de tiempo de ta t+h

m . . ) . m
es v,—10t-25h — y que la velocidad instantanea en el instante tes v, -10t —
seg

seq
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b) Calcula (en funcion de v,) el tiempo necesario para que la velocidad se anule.
c) ¢Cuél es la velocidad de regreso a la Tierra?

d) ¢Cual debe ser la velocidad inicial del proyectil para que regrese a la Tierra al cabo de 1
seg?, ¢y al cabo de 10 seg?, ¢y al cabo de t seg?

e) Prueba que el proyectil se mueve con aceleracion constante.

a) v Cf(t+h)—f(t)  Vo(t+h)=5(t+h)’ —[v,t-5t]
T @+h) -t h =

2 2 2
vV t+v h-5t°—10th—5h" — v t + 5t :vo—lot—5h£
h seg
v, =f'(t) =v, —10t 1=
seg
b) f'()=0 — v,-10t=0 = tz\ll—aseg
C) =V
m m
d0=-v,+10-1 - v,=10— 0=-v,+10-10 —» v,=100—
seg S€g

0=-v,+10-t — v, =10t
seg

dv m
e) a=f"(t) = pm =-10 -

Problema 39 I

: . . m
Se lanza un proyectil verticalmente desde el suelo a una velocidad de v=50 —. En un
seg

m
seg

instante t su altura viene dada por f(t) = 50t — 5t° (g =10 2) . Halla:

a) El instante t en que deja de subir.
b) El tiempo que esta moviéndose.

c) El punto mas alto que alcanza.
d) La velocidad y la aceleracion en el instante t = 3 seg.
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a) Deja de subir cuando la velocidad es cero.
f'(t)=50-10t=0 = t=>5seg

b) Dado que la trayectoria es una parabola y tarda en llegar al punto mas alto 5 seg, el total in-
vertido sera de 10 seg.

c¢) El punto mas alto lo alcanza a los 5 seg, por tanto  f(5) =50-5-5-25=125m

d) Lavelocidad es f'(t)=50—10t  f'(3) =20 -
seg

m

La aceleraciones f"(t) =-10 —;
seg

Problema 40 I

Determinar el valor de k para que la grafica de la funcion f(x)=e** corte al eje de orde-
nadas bajo un angulo de 30°.

Si la gréfica de la funcion corta al eje de
ordenadas bajo un angulo de 30° significa
que la tangente en el punto de corte, que es
el (0,1), forma 60° con el eje de abscisas.

£'(0) = tg60°=+/3

fr(x)=k-e* — f(0)=k-e"=k=+3

Problema 41 I

¢ Cuénto tiene que valer la base de una funcién exponencial y=a* para que ésta sea tan-
gente a larecta y=2x?

Para que sean tangentes, la pendiente de la recta tiene que coincidir con la derivada de la fun-
cion.

2
y'=a*:lna=2 —» a‘=—
Ina
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Por otro lado, el punto de tangencia se obtiene resolviendo el sistema formado por la ecuacion de
la recta y la ecuacién de la exponencial.

=a" 2 1
y - a*=2x > —=2X —> X=—o
y =2X Ina Ina
1 1
x_ 2 na _ 2 ina _ 2 1 _ 2
a¥=— —> a"=— — log,a™ =log,— —> —=log,—
Ina Ina Ina Ina Ina
1 2 2 2
Como —=log,e = log,e=log,— —» e=— — Ina=— —> a=e*
Ina Ina Ina e

Problema 42

Hallar el angulo bajo el que se cortan las curvas y =senx e y =CosX

|

y =senx > ) ) 2
SENX=C0SX —> 4/1-C0s°X=C0sX —> 1-C0S"X=C0S"X —> COSX=——
Yy = COSX 2
2 m T A2
x=arccos£=— - y=sen—=£
2 4 4 2
y
A
\ El punto de corte de las dos curvas es

y = COS X

P(%,%} = P(0'78,070)

0'70

El angulo bajo el que se cortan ambas
curvas es el angulo que forman las rectas
tangentes a dichas curvas en el punto de
corte.

Sabemos que:

y=senXx — Yy’ '=Cc0sX — y’(%):cos(%):@?om — tga=07070

o =arctg0'7070 = 35°15'52"
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y=C0SX — Yy'=-senx — y’(%)=—sen(%j:—0'707l — tgp=-07071

B =arctg(—0'7071) =144°44'9"
Llamando y a uno de los angulos que forman las tangentes entre si, tenemos:
y+a+180-B=180 — y=P-a=144°44'9"-35°15'37" =109°28'32"
Considerando que el angulo que forman las curvas es el menor de los que forman las tangentes

tenemos:

360°-2-(109°28'32")
2

=70°31'28"

Problema 43

[

Dada la funcion y=x*-12x ¢En qué puntos la tangente es paralela al eje de abscisas?
Halla las coordenadas de los puntos de dicha curva en los que la tangente forma con el eje
de abscisas un angulo de 45°.

Los puntos en los que la tangente es paralela al eje de abscisas son aquellos en los que la deri-
vada es cero.

y m=1g0°=0=y’
A
T y=0 — y'=3x*-12=0 —» x==2
7 / X=2 y(2)=8-24=-16 =
5
/ | \ }1 f —» X P(2,—16)
I X=-2 y(-2)=-8+24=16 =
( | P(-2,16)

Los puntos en los que la tangente forma con el eje de abscisas un angulo de 45° son aquellos
en los que la derivada vale 1.
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m=1g45°=1=y’

3X*-12=1 = x=12'0816

x=2'08 y(2'08)=-1595 =

> X P(2'08,—15'95)

x=-2'08 y(-2'08)=1595 =

P(~2'08,15'95)

Problema 44 I

¢En qué punto la curva de ecuacion y=3x*-5x+1 tendra una recta tangente paralela a
la recta de ecuacion y =7x—37?

A y=7x-3

Al ser paralelas, la recta tangente y la re-
cta de ecuacion y=7x-3 tendran la
misma pendiente, luego m=y’'=7.

Por tanto:
\ y'=6x-5=7 = x=2.
W/y _ 7x—1i " Luego el punto esel (2, 3)

y =3x*-5x+1

Problema 45

[

Hallar la ecuacion de la recta tangente a la elipse de ecuacion 3x*+4y?—19=0 en el pun-
to de coordenadas (1, —2).
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A La pendiente sera m=y’(1).
| 3 4y*~19=0 Derivamos la funcion implicitamente
6x+8yy' =0 —nepmo®d |,
6 3
6-16y'=0 = VY’ =1%6°8
L La ecuacion es entonces:
3x—8yﬁ y+2=§(x—1) > 3x-8y—19=0

Problema 46 I

Hallar el valor de a para que la curva de ecuacion y = 2x> —3x*+a vy la recta de ecuacion
y=12x -1 sean tangentes. ;Cual es el punto de tangencia?

Si son tangentes, la pendiente de la recta debe coincidir con la derivada de la curva.

, ) . X, =2 y, =23
y'=6x° —-6x=12 esdecir X*-x-2=0 = =
X, =-1 y, =-13

Cuando las coordenadas del punto de tangenciason (-1, -13) = a=-8

Cuando las coordenadas del punto de tangenciason (2,23) = a=19

y=2x>-3x*-8 —-3x°+19
| ‘ ; >
y=12x-1 y=12x-1
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Problema 47 I

Halla el punto de la curva de ecuacion y=+/36—-4x> en el que la recta tangente sea para-
lela a la bisectriz del segundo y cuarto cuadrante.

La pendiente de la bisectriz del segundo cuadrante es y’ = m=tag135°= -1, luego

o =8x 1

Y Ja6—ax
_8x = —2+/36—4X>
64x> :4(36—4x2)

, X, = 134
80X’ =144 = =
X, = —134

y, = —536 P, (~1'34, —5'36)

{yl =536 . {Pl (1'34, 5'36)

Problema 48 I

Hallar la ecuacién de la recta que contiene al didmetro de la circunferencia de ecuacion
x?+y?—4x+2y—20=0 trazado por el punto (5, 3).

El punto (5, 3) pertenece a la circunferencia, luego el diametro sera perpendicular a la tangente
a la circunferencia trazada por ese punto.

La pendiente de la recta tangente a la circunferencia en el punto (5, 3) es

3X+4y—-27=0 A 4x—3y-11=0 OX+2yy —4+2y =006y

10+6y'—-4+2y' =0 y':—%

El diametro esta contenido en la recta que
pasa por el punto (5, 3) y es perpendicu-
lar a la recta tangente trazada por el punto
(5, 3), luego la pendiente de la perpendi-
cular es la inversa cambiada de signo de
la pendiente de la recta tangente, es decir:

X*+y>—4x+2y-20=0

4 .
m= 3 luego la ecuacion es:
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y—3:%(x—5) = 4x-3y-11=0

Problema 49

[

L L X X .
Calcular la ecuacion de la recta tangente a la funcion y = senz -cosz en el punto de absci-

Sa X=1

A El punto tiene de coordenadas
y= —0'5X+— . -
2 X=7 € y:sen?cosE:O P(=,0)

0's 1 . , . .,
La pendiente serd la derivada de la funcion
\ en dicho punto

" Vo 1 ,x X (1) ( x]
y'=—-cos’ = +sen—-| = |-| —sen=
2 2 2 \2 2

y—seni-cos5
2 2

V(W=7

La ecuacion es entonces

y-0=—-=(Xx-m) y:—0'5x+§

Problema 50

[

Calcular la ecuacion de la recta tangente a la funcién x’ -y*—=1=0 enel punto (1, 1).

Para calcular y’ tomaremos logaritmos neperianos en los dos miembros
xV-y*=1 In(xy -yx): InN1=0 Inx’+Iny*=0  yIlnx+xIny=0
Derivando implicitamente tenemos

en el punto (1,1)

y'-Inx+y-£+Iny+x-£-y’:0 > 0+1+0+y'=0 = y'=-1
X y

La ecuacion es pues y—1=—(x-1) y=—X+2
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Problema 51 I

La parabola y=x*+bx+c estangente a la rectay = x en el punto (1,1). Encuentra la
ecuacion de la tangente a la parabola en el punto de abscisa 2.

La parabola pasa por el punto (1,1) luego 1=1+b+c = b+c=0 = b=-c
Por otra parte, la pendiente de la recta y = X, que es 1, coincide con la derivada de la funcion

y =x* +bx+cx enel punto (1,1), luego y'(1) =1.

y'=2x+b —» y(1)=2:1+b=1 = b=-1 = c=1.

Por tanto, la ecuacion de la parabola es
y=x>-x+1 A y =X
T y=x"-x+1

La ordenada en el punto de abscisa 2 es
y(2) = 3, y la pendiente de la recta tangen-

te a la curva en dicho punto es:

y'(2) luego y'=2x-1 = y'(2)=3

A\

T La ecuacion de la tangente en dicho punto
Vo es: y—3=3-(x—2) es decir
y=3x-3

Problema 52 I

La recta y = 2X—7 es tangente a la gréafica de la funcion f(x) = x> +ax’ +bx+2 en el
punto [1,f(1)]. Hallense ay b.

Delarectay=2x-7 tenemos y(1)=-5=1f(1) f(1) = -5 luego
l+a+b+2=-5=a+b=-8

Por otra parte, la derivada de la funcion en dicho punto coincide con la pendiente de la recta tan-
gente a la curva en el mismo punto, es decir f'(1) = 2.

LE.S. Historiador Chabds -35- Juan Bragado Rodriguez



y =X +7x"—15x+2

Problema 53 I

f'(x) =3x*+2ax+b

3+2a+b=2 = 2a+bh=-1
Resolviendo el sistema

a+hbh=-8

= a=7 b=-15
2a+b=-1

f(x) =x®+7x* —15x +2

- X
Ecuacion de la tangente ala curva y = tg3n— en X, =2
6

s TX

y = tag s A y=18'84x-32'53

\

y'(2) = 3ta@122—n-—127T I _1884
6 cos? T 6

y-5'19=18'84-(x-2)

y =18'84x — 32'53

LE.S. Historiador Chabds

-36-

Juan Bragado Rodriguez



