Ejemplo 1

Estudio y representacion grafica de la funcion f(x) = 2x® + 3x* —12x -5
1. Dominio
Es una funcion polindmica, por tanto f(x) esta definida vx eR
2. Periodicidad
No es periddicayaque  f(x+ T)=2(x+T)> +3(x+ T)* —=12(x+ T) = 5 f(x)
3. Simetrias

Simetria respecto al eje de ordenadas

f(—x) = 2(=x)® + 3(—x)* —=12(-x) = 5=-2x% + 3x* + 12x -5
f(—x)=f(x) = Lagréficade lafuncion no es simétrica respecto al eje de ordenadas.

Simetria respecto al origen de coordenadas

—f(x)=-2x°-3x* +12x+5

—f(x) #f(—x) = La grafica de la funcién no es simétrica respecto al origen de coordena-
das

4. Asintotas
Es una funcion polindmica, por tanto no tiene asintotas.

5. Cortes con los ejes

Cortes con el eje de ordenadas

=2x° +3x* -12x-5
y 0X +3X X } — y=-5 Cortaenelpunto (0,-5)
X =

Cortes con el eje de abscisas

x=-0'38
:2 3 3 2_12 _5
y 0X + oX X } 2x3 +3x? —12x-5=0 > x=-315
y= x=2'04
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(-0'38,0)
Corta en los puntos (-315,0)
(2'04,0)

6. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

La funcion derivada f’(x) = 6x* + 6x —12 esta definida ¥vx eR
Calculamos los valores de la variable x en los que f’(x) se anula.

X=-2

6x? +6x—-12=0 = {
x=1

Ordenamos las soluciones de menor a mayor, y como las funciones f(x) y f’(x) no presen-
tan ninguna discontinuidad, los intervalos de monotonia son:

|-o,-2[ ; ]-2.1] : [l

En cada uno de estos intervalos, el signo de la derivada permanece constante. Dicho signo lo
averiguaremos sustituyendo en f’(x) un valor cualquiera del intervalo.

f'(-3)=24>0 = enelintervalo ]-o,—2[ lafuncién f(x) escreciente
f'(0)=-12<0 = enelintervalo ]-2,1[ lafuncién f(x) es decreciente
f'(2)=24>0 = enelintervalo ]1,00[ lafuncién f(x) es creciente

En resumen, el esquema de monotonia de f(x) es:

Signo de f' + - +

Monotonia de f / -2 \ ! /

Como la funcion es continua en los puntos de abscisa —2 y 1, tenemos:

A la izquierda de —2 la funcidn crece y a la derecha decrece, por tanto el punto (—2,f(—2))
es un maximo relativo.

A la izquierda de 1 la funcion decrece y a la derecha crece, por tanto el punto (1,f(1)) es un
minimo relativo.

Conclusion

La funcion f(x) es creciente Vxe|-w,-2[U]l,o|
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La funcion f(x) es decreciente  Vx e|-2,1]
Méaximo (-2,15)
Minimo (1,-12)

7. Concavidad v convexidad. Puntos de inflexién

La derivada segunda f”(x) =12x+ 6 esta definida Vx eR
Calculamos los valores de la variable x en los que f”(x) se anula:
12x+6=0 = x=-0%

Ordenamos las soluciones de menor a mayor, y como las funciones f'(x) y f”(x) no presen-
tan ninguna discontinuidad, los intervalos de concavidad y convexidad son:

]-o0,-05[ ; ]-05,0]

En cada uno de estos intervalos, el signo de la derivada segunda permanece constante. Dicho
signo lo averiguaremos sustituyendo en f”(x) un valor cualquiera del intervalo.

f"(-1)=-6<0 = enelintervalo ]—oo ,— 0'5[ la funcion f(x) es convexa
f"(0)=6>0 = enelintervalo ]— O'5,oo[ la funcion f(x) es concava

En resumen, el esquema de concavidad y convexidad de f(x) es:

Signo de "'

Concavidad / Convexidad /\ -0'5 \/

Como la funcion es continua en el punto de abscisa —0'5, significa que es un punto de in-
flexion, ya que en €l la curva pasa de ser convexa a concava. Las coordenadas del punto de
inflexion son: (-0, f(-0%5))

Conclusion

La funcion f(x) es concava VX e] - 0'5,oo[

La funcién f(x) esconvexa ~ Vx e|-o0,—05]

Punto de inflexion en (-05,15)
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8. Tabla de valores A

x | f(x)
-51-120
4| 37 IR

\

3 | 40 B A
4| 123 |

Ejemplo 2

2X+1

Estudio y representacion grafica de la funcion f(x) = — 1
X* — 4x

1. Dominio

La funcion f(x) no esta definida para aquellos valores de x que anulan el denominador, es
decir:

X*—4x=0 > x(x-4)=0 = {

f(x) esta definida vx eR-{0,4}

2. Periodicidad

2(x+T)+1

No es periodicayaque f(x+T)=
P yad ( ) (X+T)?—4(x+T)

# f(x)

3. Simetrias

Simetria respecto al eje de ordenadas

F(ox) = 2(2—x)+1 _ —22x+1
(=x)° —4(-=x) Xx°+4x

f(-x) #f(x) = Lagrafica de la funcidn no es simétrica respecto al eje de ordenadas.
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Simetria respecto al origen de coordenadas

2x+1  -2x-1

—f(X)=— =
(x) X2 —4x x® —4x

—f(x) = f(-x) = La grafica de la funcién no es simétrica respecto al origen de coordena-
das

4. Asintotas

Asintotas verticales

. 2x+1
lim ) =0
0 — , .
= X X — Larecta x=0 esuna asintota vertical.
. 2xX+1
lim = —0o0

x>0" X% — 4X

] 2X+1

lim T 4 = -0

x—>4" X —4X , .
= Larecta x=4 esuna asintota vertical.

. 2X+1

lim > = 400

x—>4" X% — 4X

Asintotas horizontales

. 2x+1
lim — 1 =0
X—>—00 f— z H
X X = Larecta y=0 esunaasintota horizontal.
lim 2x+1 0

X—> +00 XZ —4x N

Asintotas oblicuas

Es una funcion racional en la que el grado del numerador es menor que el grado del denomi-
nador, por tanto no hay asintotas oblicuas.

5. Cortes con los ejes

Cortes con el eje de ordenadas

2x+1
= x? —4x: — Nocorta, yaque en x=0 hay una discontinuidad
x=0

Cortes con el eje de abscisas

o 2x+1 L .
Cx2—4x; - 2x+1=0 — X=-3 = Corta en el punto (—E,O)
y=0
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6. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

La funcion derivada es:

2-(x* = 4x) - (2x + 1)(2x - 4) 2" - 2x+4
(x2 - 4x)2 (x2 - 4x)2

f'(x)=
Los valores de x para los que la funcion f’(x) es discontinua son los mismos que para f(x).
Veamos los valores de x en los que f'(x) se anula:

X=-2
x=1

22 - 2x+4

0 > —-2X*-2Xx+4=0 =
(x2—4x)2

Los intervalos de monotonia son:
|-o,-2[ ; ]-2.0[ ; Jo.a[ ; ]1.4] ; ]4.»]

f/(-3)=-001<0 = enelintervalo |-o,—2[ lafuncion f(x) es decreciente
f'(-1)=016>0 = enelintervalo ]-2,0[ lafuncion f(x) es creciente
f'(05)=081>0 = enelintervalo ]0,1[ lafuncién f(x) es creciente
f'(2)=-05<0 = enelintervalo |1,4[ lafuncion f(x) es decreciente

f'(5)=-224<0 = enelintervalo ]4,00[ lafuncion f(x) es decreciente

En resumen, el esquema de monotonia de f(x) es:

Signo de ' - + + - _

Monotonia de f ~ -I2 7 0 7 Il — 4 —

Como la funcion no esta definida en los puntos de abscisa 0 y 4 tenemos:

Existe un minimo en el punto (-2,f(-2)).

Existe un maximo en el punto (1,f(1)) .
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Conclusion
La funcion f(x) es creciente vxe|-2,0[u]0,1]
La funcion f(x) es decreciente  Vxe]-o0,-2[U]1,4[U]4,0]
Méximo (1,-1)
Minimo (-2,-025)

7. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexién

La derivada segunda es:

e 2)(x? - 4x) —(-2x* - 2x4+ 4)-2(x" —4x)(2x—4) _
(x2 - 4x)

(—4x = 2)(x* - 4x) - (-2x* —2x + 4)-2- (2x - 4) 4X7 4 6x2 — 24X + 32
(x2 —4x)3 B (x2 —4x)3

Los valores de x para los que la funcién f”(x) es discontinua son los mismos que paraf’(x).

Los valores de x para los que se anula f”(x) son:

4x3 + 6x% — 24x + 32

(2 )3 =0 > 4xX°+6x?-24x+32=0 = x=-37
X —4x

Los intervalos de concavidad y convexidad son:

|-0,-37[ ; ]-37,0[ ; ]0.4] ; ]4.»]

f(-4)=-0'0009 <0 = enelintervalo |-o0,—37[ lafuncion f(x) es convexa
f'(-1)=0464>0 = enelintervalo |-37,0[ lafuncién f(x) esconcava
f"(1)=-066<0 = enelintervalo ]0,4[ lafuncién f(x) esconvexa

f"(5)=4'49>0 = enelintervalo ]4,oo[ la funcién f(x) es concava

En resumen, el esquema de concavidad y convexidad de f(x) es:
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Signo de f"' - * - *

Concavidad / Convexidad /\ '3'7\/ 0 /’\ 4 \_/

La funcion es discontinua en los puntos de abscisa 0 y 4, por tanto sélo hay un punto de in-
flexion cuyas coordenadas son: (-37,f(-37))

Conclusion
La funcion f(x) es concava vxe|-37,0[u]4, x|

La funcién f(x) esconvexa ~ Vxe|-o,-37[U]0,4]

Punto de inflexion en (-37,-022)

8. Tabla de valores A
x | f(X)
05 | -114
075 | -1'02
15 | -1'06 J—l
2 | =125 11“‘11111,111 >
25 | -16 L
3 | -2'33
35 | —4'57

i
Ejemplo 3

Estudio y representacion gréafica de la funcion f(x) = e* -(x2 -3+ 2)
1. Dominio

D[f(x)]=Vvx eR
2. Periodicidad

No es periddicayaque  f(x+T)=e*T-((x+T)* = 3(x+T) +2) = f(x)
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3. Simetrias

Simetria respecto al eje de ordenadas

f(-x)=e™* -((—x)2 - 3(—x) + 2) =g -(x2 +3X+ 2)
f(-x) = f(x) = Lagrafica de la funcidn no es simétrica respecto al eje de ordenadas.

Simetria respecto al origen de coordenadas

—f(x)=—e"-(X* =3x+2)

—f(x) = f(-x) = La grafica de la funcion no es simétrica respecto al origen de coordena-
das

4. Asintotas

Asintotas verticales

No tiene

Asintotas horizontales

lim e* - (x* -=3x+2)=+0 = No hay asintota horizontal por la derecha

X—> 0

lim e* ~(x2 - 3X+ 2) =0 = Larecta y=0 esuna asintota horizontal por la izquierda.

X—> —©

Asintotas oblicuas

f(x)

m= lim ~*\_ |im e (x ~ 3+ 2)

X—>+o X X—> 400 X

=ow = Notiene

f(x)

m= lim % _ jim e (x" 3+ 2)

X—>-o X X—> =0 X

=0 = Notiene

5. Cortes con los ejes

Cortes con el eje de ordenadas

y
X

e -(x2 — 3+ 2)
0

} — y=e°-2=2 Cortaenelpunto (0,2)
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Cortes con el eje de abscisas

e* 20

y
y

e* -(x2 —3X+ 2)

x=1
0

} N ex-(x2—3x+2):0 N
X=2

x2-3%+2=0 = {

Cortaen los puntos (1,0) y (2,0)

6. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

Estudiemos la funcion derivada:
f'(x) =€ ~(x2 -3+ 2)+ e* - (2x—3) =¢* ~(x2 —x—l)
f’(x) es continua Vx eR. Veamos los valores de x para los que se anula la primera derivada:
e* =0

x=-061
x=161

ex-(xz—x—1)=0 - x2-x-1=0 > {

Los intervalos de monotonia son:

|-0,-061] ; ]-061,161] ; ]161,00]

f'(-1)=036>0 = enelintervalo ]— 0, — 0'61[ la funcion f(x) es creciente
f'(0)=-1<0 = enelintervalo ]-061,161[ lafuncién f(x) es decreciente

f'(2)=738>0 = enelintervalo ]1'61,oo[ la funcion f(x) es creciente

En resumen, el esquema de monotonia de f(x) es:

Signo de ' + - +

Monotonia de f 7 -0'61 — 1'61 __

Como la funcién esta definida vx R, tenemos:

Existe un maximo en el punto (—0'61,f(—0'61)) :

Existe un minimo en el punto (1'61, f(1'61)).
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Conclusion

La funcion f(x) es creciente Vxe|-o0,-061[U]161,0]
La funcion f(x) es decreciente  Vx e]-0%61,161]

Maximo  (~0'61,2'28)

Minimo  (1'61,— 119)

7. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexién

La derivada segunda es:
fr(x)=e*- (x> =x-1)+e*-(2x-1)=e*- (x> +x-2)
que también esta definida Vx € R. Los valores de x para los que se anula son:

e*#0

e (xX*+x-2)=0 = X=-2

X2 +x-2=0 = {
x=1

Los intervalos de concavidad y convexidad son:
J-e=2[ 5 [-2.1] 5 L]
f"(-3)=019>0 = enelintervalo |-o,—2[ lafuncién f(x) escéncava
f'(0)=-2<0 = enelintervalo |-2,1[ lafuncién f(x) es convexa

f7(2)=2955>0 = enelintervalo ]1,00[ lafuncién f(x) escéncava
En resumen, el esquema de concavidad y convexidad de f(x) es:

Signo de "'

Concavidad / Convexidad \/ -2 /—\ 1 U

La funcidn es continua en los puntos de abscisa -2 y 1, por tanto hay dos puntos de inflexién
cuyas coordenadas son: (-2,f(-2)) y (1f(2)).
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Conclusion
La funcion f(x) es concava Vxe|-ow,-2[U]l,o]

La funcién f(x) esconvexa  Vxe|-2,1]

Puntos de inflexién (-2,162 y (1,0
8. Tabla de valores A
x | f(x)
-3 | 099
-2 | 162
05 | 123
0'75 | 0'66 1
2'5 | 913
3 40‘17 f f f i f f f f f f 1\} >

Ejemplo 4

Estudio y representacion grafica de la funcion  f(x) = In(—x2 + 4)
1. Dominio

Dado que solamente existen logaritmos de numeros reales positivos, veamos para qué valores
de x esta definida la funcion:

No esta .. No esta
X’ +4=0 = {X - ;2 definida Definica definida
X =

2 2

Por tanto, el dominio de definicion de la funcién es vx €] -2,2[ (excluidos los extremos ya
que no existe In0).

f(x) esté definida vxe]-2,2[
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2. Periodicidad
No es periodicayaque  f(x+ T)=In(—(x+T)* +4) = f(x)

3. Simetrias

Simetria respecto al eje de ordenadas

f(=x) = In(=(=x)? + 4) = In(-x* + 4)
f(-x)=f(x) = Lagraficade la funcion es simétrica respecto al eje de ordenadas.

Simetria respecto al origen de coordenadas

—f(x) == In(-x* + 4)

—f(x) = f(-x) = La gréfica de la funcidn no es simétrica respecto al origen de coordena-
das

4. Asintotas

Asintotas verticales

lim In(—x2 + 4) =—-o = Larecta x=-2 esunaasintota vertical.

x—-2"

lim In(—x2 ¥ 4) — o = Larecta x=2 esuna asintota vertical.

X—>2"

Asintotas horizontales

No tiene, porque la funcion sélo esta definida vx e]-2,2[

Asintotas oblicuas

No tiene, porque la funcién sélo esta definida vx e]-2,2[

5. Cortes con los ejes

Cortes con el eje de ordenadas

y= In(—x2 + 4)

} — y=1In4=139 Cortaenel punto (0,1'39)
x=0
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Cortes con el eje de abscisas

y= In(—x2 +4)
y=0

X=-173

} - In(—x2+4):0 - —X+4=e'=1 = {x—l‘73

Cortaen los puntos (-173,0) y (1'73,0)

6. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

—2X
x> +4

La funcion derivadaes:  f'(x) =

El dominio de definicion def’(x) es Vx e] -2,2 [ Veamos los valores de x para los que se
anula la primera derivada:

—2X

> =0 »> —-2x=0 = x=0
—X° +4

Los intervalos de monotonia son:

|-2.0 : Jo.2[

f'(-1)=066>0 = enelintervalo |-2,0[ lafuncién f(x) es creciente

f'(1)=-066<0 = enelintervalo ]0,2[ lafuncién f(x) es decreciente

En resumen, el esquema de monotonia de f(x) es:

Signo de f' + -

Monotoniadef -2 _—~» 0 — 2

Existe un maximo en el punto (O,f(O)).
Conclusion

La funcion f(x) es creciente vxe]-2,0[
La funcién f(x) es decreciente  vx €]0,2][

Méaximo  (0,1'39)
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. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexién

La derivada segunda es:

-2 (=x% +4) — (-2x)(-2x%) _ —2x* -8 2(x*+4)

fr(x)= 2 2 2
(—x2 + 4) (—x2 + 4) (—x2 + 4)

Si igualamos a cero esta expresion, comprobamos que no tiene soluciones reales. Los parénte-
sis del numerador y del denominador son siempre positivos, y como la funcion esté precedida

de un signo menos siempre es negativa, por tanto es convexa VX e] -2,2 [

Como es convexa Vx e] -2,2 [ la funcidn no tiene puntos de inflexion
Conclusion
La funcién f(x) esconvexa — Vxe]|-2,2[

No tiene puntos de inflexion.

. Tabla de valores A
x | f(x)
~15 | 055 !
-1 | 109
—-0'5 | 1'32 } >
05 | 1'32 1 \
1 | 109
15 | 0'55
Ejemplo 5

Estudio y representacion grafica de la funcion f(x) = +v-x* + 4x -1

1. Dominio

La funcion f(x) existe para aquellos valores de x que hagan que el radicando sea mayor o
igual a cero.
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f No estd : No esta
x=0'26 definida Definida definida
x=373

-X* +4x-1=0 = { . .
0726 3'73

El dominio de definicion de f(x) es Vxe[026,373] (incluidos los extremos, ya que
Jo=0).
D[f (x)] = ¥x €[ 026,373]

2. Periodicidad

No es periddicayaque f(x+T)= +\/—(x +D2+4(x+T)-12F(X)

3. Simetrias

Simetria respecto al eje de ordenadas
f(-x) = +\/—(—x)2 +4(-X)—1=+V-x* —4x-1

f(—x) #f(x) = Lagrafica de la funcién no es simétrica respecto al eje de ordenadas.

Simetria respecto al origen de coordenadas

—f(X)=—v—x*+4x-1

—f(x) #f(—x) = La grafica de la funcién no es simétrica respecto al origen de coordena-
das

4. Asintotas

Asintotas verticales

No tiene.

Asintotas horizontales

No tiene, porque la funcion sélo esta definida vx €[ 0'26,373]

Asintotas oblicuas

No tiene, porque la funcién sélo esta definida vx €[ 0'26,373]

5. Cortes con los ejes

Cortes con el eje de ordenadas
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%2 _
Y =H+V=X A+ 4x 1} —> y=+J-1 No corta.

Xx=0

Cortes con el eje de abscisas

_ \/T x=0'26
Yy =4+4—-X" +4X 1} N +m=0 5 X2 4+4x-1=0 = {

y=0 x=373

Cortaen los puntos (0'26,0) y (373,0)

6. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

La funcion derivada es:

£/(x) = —2X+4 —X+2

2. x?1ax—1 J-x*t4x-1

El dominio de definicion de f'(x) es Vx ]0'26,3 73] (excluidos los extremos porque anu-
lan el denominador). Veamos los valores de x para los que se anula:

—X+2

V=x? +4x-1

Los intervalos de monotonia son:

=0 > —-x+2=0 = x=2

]026,2[ ; 2,379

f'(1)=070>0 = enelintervalo ]026,2[ lafuncion f(x) es creciente

f'(3=-0'70<0 = enelintervalo ]2,373 lafuncién f(x) es decreciente

En resumen, el esquema de monotonia de f(x) es:

Signo de f' + -

Monotoniadef 026 > 2 — 3'73

Existe un maximo en el punto (2,f(2))

Conclusion
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La funcion f(x) es creciente vx €]026,2]
La funcion f(x) es decreciente  vx €]2,373[

Maximo  (2,173)

7. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexién

La segunda derivada es:

—2X+4
—J=X? +4x-1-(-x+2)-
f”(X): 2'\/—X2+4X—1_ -3

(Vo v a1 VX +ax-1)?

Como la raiz es positiva ¥x €]0'26,373[ 'y el numerador es siempre negativo, la segunda
derivada es siempre negativa, por tanto f(x) es convexa.

Como es convexa Vx €] 0'26,373], la funcién no tiene puntos de inflexion.
Conclusion
La funcion f(x) es convexa vx €]026,373|

No tiene puntos de inflexion.

8. Tabla de valores A

x | f(x)
0'5 | 0'86
15 | 1'65
2'5 | 1'65
35 | 0'86
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Ejemplo 6

Estudio y representacion grafica de la funcion y = senx
1. Dominio

D[f(x)]=V¥xeR
2. Periodicidad

En general, las funciones trigonométricas basta con analizarlas en un periodo v luego exten-
der los resultados obtenidos a todo el dominio, cosa nada dificil dada la periodicidad. Si el

. .y . . T ., T .
periodo es 7, se repetird cada =z radianes, si es Ese repetird cada 5 radianes, etc. Para las

. . 2 ., .
funciones senkx y coskx el periodo es ?n Para la funcion tg kx el periodo es E

A la hora de hacer los calculos, hay que tener en cuenta que si trabajamos con grados sexa-
gesimales 7 hay que sustituirla por 180° y la calculadora debe estar en modo DEG, mien-
tras que si trabajamos con radianes z hay que sustituirla por 3°1415.... y la calculadora debe
estar en modo RAD.

La funcion y=senx esta definida Vx eR Yy es periddica de periodo 27. Vamos a hacer el
estudio en el intervalo [ 0,2n ] y luego lo generalizaremos a todo el dominio.

y(X+2n) =sen(X + 2n) =senx=y
2. Simetrias

Simetria respecto al eje de ordenadas

f(—x) = sen(—x) = —senx
f(-x)#f(x) = Lagrafica de la funcion no es simétrica respecto al eje de ordenadas.

Simetria respecto al origen de coordenadas

—f(x) =—senx
—f(x) =f(-x) = Lagraficade la funcion es simétrica respecto al origen de coordenadas

3. Asintotas

Asintotas verticales

No tiene.
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Asintotas horizontales

No tiene.

Asintotas oblicuas

No tiene.

4. Cortes con los ejes

Cortes con el eje de ordenadas

y =senx

=0 } — y=sen0=0 Cortaenel punto (0,0)

Cortes con el eje de abscisas

y =senx

y=0 } — senx=0 — x=arcsen0=0+7nk Cortaen los puntos (0+ nk,0)

5. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

La funcion derivada es y’=cosx cuyo dominio de definicion es Vx eR. Veamos los va-
lores de x para los que se anula:

cosx=0 = x=arccosO=

sl B30 5ol

f’(%} =070>0 = enelintervalo }Og{ la funcién f(x) es creciente

f'(r)=-1<0 = enelintervalo }2377:{ la funcién f(x) es decreciente

f'(%n) =070>0 = enelintervalo }37“,271 [ la funcion f(x) es creciente

En resumen, el esquema de monotonia de f(x) es:
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Signo de f' + _ +

b : = 2
Monotonia de f 5 ~ 5 7

Existen maximos en los puntos (g +2nk, f(g + 2mk D .

Existen minimos en los puntos (%ﬂ + 271k, f(%ﬂ + 21k D .

Conclusion

Generalizando los resultados anteriores a todo el dominio de definicion de la funcion tene-
mos:

La funcion f(x) escreciente VX e } 0+ 2nk g + 21k { ) } 3775 + 21k, 27 + 27k { kez
., . T 3n

La funcion f(x) es decreciente VX e } > + 21k > + 27k [ kez

Méaximos (% + 27k ,1) kez

Minimos (3—; + 27k ,— 1) kez

donde k eZ, siendo Z el conjunto de los numeros enteros. Cuando k es positiva, recorremos
la circunferencia en sentido contrario a las agujas del reloj, mientras que cuando k es negati-
va, recorremos la circunferencia en el mismo sentido que las agujas del reloj.

7. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexién

La derivada segunda es y” =—senx cuyo dominio de definiciones Vx eR.

Igualando la segunda derivada a cero y viendo los valores de x para los que se anula, tene-
mos:

Xx=0

-senXx=0 = x=arcsen0 =
X=T7

Los intervalos de concavidad y convexidad de y = senx son:
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]O,TE[ X ]n,2n[

f”(%j =-1<0 = ‘enelintervalo ]0,m[ lafuncién f(x) esconvexa

f”(s—;j =1>0 = enelintervalo |r,2n[ lafuncién f(x) esconcava

En resumen, el esquema de concavidad y convexidad de f(x) es:

Signo de "'

Concavidad / Convexidad © /—\ T U 21

La funcion es continua en los puntos de abscisa 0, © y 27w, por tanto estos puntos son puntos
de inflexion. Sus coordenadas son: (0,(0)) , (. f(x)) y (2m,f(27)).

Conclusion

Generalizando los resultados anteriores a todo el dominio de definicién de la funcion tene-
mos:

La funcion f(x) esconcava  Vx e]|n+ 2k, 2 + 27k | kezZ
La funcion f(x) es convexa  ¥xe|0+ 2k, + 2mk | keZ

Los puntos de inflexion son (0 + ik, 0) kezZ

8. Tabla de valores A

x | f(x)
0'5 | 0'86
15 | 1'65
2'5 | 1'65 T 2n
35 | 0'86
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Ejemplo 7

Estudio y representacion grafica de la funcion f(x) =5- cos @j

1. Dominio
D[f(x)]=VxeR
2. Periodicidad

Por ser una funcion trigonométrica es una funcion periodica, y su periodo se obtiene dividien-
do 2= entre el coeficiente de la variable x, es decir entre 1/3.

Periodo = =6n

N
w\l—\|;,

Vamos a hacer el estudio de la funcion en el intervalo Vx e] 0,6n[ y luego lo generalizare-
mos a todo el dominio de definicion.

f(x+6n)=5- cos(X +36nj =5. cos(gj =f(x)

2. Simetrias

Simetria respecto al eje de ordenadas

f(-x)=5- cos(_—xj =5. cos5
3 3

f(-x)=f(x) = Lagrafica de la funcién es simétrica respecto al eje de ordenadas.

Simetria respecto al origen de coordenadas

X
—f(x)=-5-cos—
(x) 3
—f(x) = f(-x) = La gréfica de la funcidn no es simétrica respecto al origen de coordena-
das
3. Asintotas

Asintotas verticales

No tiene.
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Asintotas horizontales

No tiene.

Asintotas oblicuas

No tiene.

4. Cortes con los ejes

Cortes con el eje de ordenadas

X
=5.cos—
y 3r —> y=5.cos0=5-1=5 Cortaenel punto (0,5)

x=0

Cortes con el eje de abscisas

X

=5-c0s—
Y S3 5 5.00s2=0 — C0S~=0 —» 5:arCCOSO:{EJrnk - x:3—n+3nk
y=0 3 3 3 2 2

Corta en los puntos (3—; + 3nk ,Oj

5. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

La funcion derivada es
5) X
f'(X)=——=-sen—
() 3 SeN3
cuyo dominio de definiciones Vx eR.

Veamos los valores de x para los que se anula:

—E-senlzo S osens=0 — X=arcsen0 =
3 3 3 3

wlXxX w|Xx

Los intervalos de monotonia son:
]O,3n[ X ]3n,6n[

f'(n)=-144<0 = enelintervalo ]0,3r[ lafuncion f(x) es decreciente
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f'(4n)=144>0 = enelintervalo |3m,6r| lafuncién f(x) es creciente

En resumen, el esquema de monotonia de f(x) es:

Signo de f' - +

Monotoniade f 0 ~— 3n 7 6m

Existen méaximos en los puntos (0+ 67k ,f(0+ 6nk)).

Existen minimos en los puntos (3n + 6nk , (31 + 6nk)).

Conclusion

Generalizando los resultados anteriores a todo el dominio de definicion de la funcion tene-
mos:

La funcion f(x) es creciente Vx €] 3 + 6k , 67 + 67k | keZ
La funcioén f(x) es decreciente  vx €] 0+ 67k, 3n + 67k | keZ
Méaximos (0 + 6mk ,5) keZ

Minimo (3m + 6k ,— 5) kez

7. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexién

La derivada segunda es:

f”(x)=—g-cos§

cuyo dominio de definiciones Vx eR

Igualando la segunda derivada a cero y viendo los valores de x para los que se anula, tene-
mos:

X = 3n
5 X X X EZE -~ X:7
—-—-c0s—=0 — cos—=0 — —=arccos0 =
9 3 3 X 3n O
- - X=—
3 2 2

Los intervalos de concavidad y convexidad son:
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f"(n)=-027<0 = enelintervalo } 037%{ la funcion f(x) es convexa

f"(2n)=027>0 = enelintervalo }37“97% la funcion f(x) es concava

f"(57)=-027<0 = enelintervalo }g?n,% la funcion f(x) es convexa

En resumen, el esquema de concavidad y convexidad de f(x) es:

Signo de f"' B * -

Concavidad / Convexidad 0/~ ™\ 3n \__/ 9 /7 O\ om
2 2

., . .3 9
La funcion es continua en los puntos de abscisa 771 y %t por tanto estos puntos son puntos

de inflexion. Sus coordenadas son: (3—nf(3—nD y (g—nf(g—nD
2 2 2 2

Conclusion

La funcion f(x) esconcava VX e %ﬂ + 61k 9771 + 6nk[

La funcion f(x) esconvexa Vxe |0+ 6nk %ﬁ + 61k [ ) } 9771 + 67k , 67 + 6nk{

También podriamos escribir la convexidad en un sélo intervalo de la siguiente manera:

La funcion f(x) esconvexa VX 6}97% + 67k % + 67k [ keZ

Los puntos de inflexion son (37“ + 3k, O) keZ

LE.S. Historiador Chabds -27- Juan Bragado Rodriguez



8. Tabla de valores A

X f(x)
2'35 | 353
7'06 | 353

11'78 | -353
16'49 | 353

Representacion grafica del valor absoluto de una funcién

Si lo que se trata es de representar graficamente la funcién | f(X) | lo podemos hacer de dos for-
mas:

12 Forma

a) Estudio y representacion grafica de la funcién f(x).

b) La gréafica de la funcion |f(x)| se obtiene dibujando por simetria respecto al eje de abscisas
la parte negativa de la funcion f(x), lo que se consigue dando valores positivos a las ordena-
das de f(x) que nos resulten negativas, manteniendo el valor de las abscisas.

c¢) Conclusién. Aqui modificaremos, segun la grafica obtenida en el apartado b), los resultados
obtenidos en el apartado a). Este método es el méas practico.

28 Forma

a) Aplicar la definicién de valor absoluto para descomponer la funcion en trozos.

b) Realizar el estudio y representacion grafica de cada uno de ellos por separado en los interva-
los en los que estén definidos.
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Ejemplo 8

Estudio y representacion grafica de la funcion  f(x) =‘ x? — 1‘

Este ejemplo lo haremos de la primera forma, es decir haremos el estudio y la representacion
graficade f(x)=x* -1y luego representaremos f(x) = ‘ x? — 1‘

1. Dominio

D[f(x)]=V¥x eR
2. Periodicidad

No es periddicayaque f(x+T)=(x+T)? —1=f(X)
3. Simetrias

Simetria respecto al eje de ordenadas

f(-x)=(-x)* -1=x>-1
f(-x)=f(x) = Lagréfica de la funcion es simétrica respecto al eje de ordenadas.

Simetria respecto al origen de coordenadas

—f(x)=—x*+1

—f(x) # f(-x) = La grafica de la funcion no es simétrica respecto al origen de coordena-
das

4. Asintotas

Asintotas verticales

Es una funcion polindmica, por lo tanto no tiene asintotas.

Asintotas horizontales

Es una funcion polindmica, por lo tanto no tiene asintotas.

Asintotas oblicuas

Es una funcion polindmica, por lo tanto no tiene asintotas.
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5. Cortes con los ejes

Cortes con el eje de ordenadas

=x?-1
y ())( } — y=-1 Cortaenelpunto (0,-1)
X =

Cortes con el eje de abscisas

y=x"-1 , x=-1
0 - X" -1=0 —> Cortaen los puntos (-1,0) y (1,0)
y:

6. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

f'xX)=0 —» 2x=0 — x=0

En resumen, el esquema de monotonia de f(x) es:

Signo de f' _ +

Monotonia de f \ 0 /

La funcion f(x) es creciente VX e] 0 ,oo[
La funcion f(x) es decreciente  Vx e]-o0,0]
Minimo (0,-1)

7. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexién

f"(x)=2>0
La funcion f(x) esconcava VX eR, por tanto no tiene puntos de inflexion.

8. Tablas de valores

x |25 -15 05 05 15 25 X |-25 -15 —05 05 15 25
f(x) | 525 125 —075 075 125 525 |f(x)||525 125 075 075 125 525
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9. Gréficas

Conclusion para  (x) =|x* - 1|

1. Dominio
D[|f(x)[]=vxeR
2. Periodicidad
No es periddica.
3. Simetrias

Simetria respecto al eje de ordenadas

La grafica de la funcidn es simétrica respecto al eje de ordenadas.

Simetria respecto al origen de coordenadas

La grafica de la funcidn no es simétrica respecto al origen de coordenadas.
4. Asintotas

Asintotas verticales

No tiene.

Asintotas horizontales

No tiene.
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Asintotas oblicuas

No tiene.

5. Cortes con los ejes

Cortes con el eje de ordenadas

Cortaenel punto (0,1)

Cortes con el eje de abscisas

Cortaen los puntos (-1,0) y (1,0)

6. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

La funcion f(x) es creciente vxe|-1,0[ U]l
La funcion f(x) es decreciente  Vvx e] —0,— 1[ U ] 0,1[
Méximo (0,1)

Minimos en los puntos  (-1,0) y (1,0)

7. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexién

La funcion f(x) esconcava Vxe|-o,—1[U]1,00]
La funcion es convexa VX e] - 1,1[

Los puntos de inflexion son:  (-1,0) y (1,0)

Ejemplo 9

Estudio y representacion grafica de la funcion f(x) =

x? -3
X—2

Este ejemplo lo haremos de las dos formas:

12 Forma.
2

: - - X
Haremos el estudio y la representacion grafica de f(x)= y luego representaremos

i

X2—3‘
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. Dominio
D[f(x)]=VxeR-{2}
. Periodicidad

(x+T)* -3

# f(x
X+T-2 (x)

No es periddicayaque f(x+T)=

. Simetrias

Simetria respecto al eje de ordenadas

-x)2-3 x*-3
“_@:(—3—2 T x—2

f(—x) =#f(x) = Lagréfica de la funcion no es simétrica respecto al eje de ordenadas.

Simetria respecto al origen de coordenadas

x?-3 —x*+3
X—2

o)== X—2

—f(x) = f(-x) = La grafica de la funcion no es simétrica respecto al origen de coordena-

das
4. Asintotas

Asintotas verticales

. x*-3

lim 5 =—©

X—2" — , .

- X2 = Larecta x=2 esunaasintota vertical.
. X°-=3

lim = 400

x—>2t X —2

. x>-3
lim 5 =—0
X— —© — -
X2 = No tiene.
] X —3
lim =+
X—> 400 X_
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Asintotas oblicuas

x? -3
m= lim () _ lim X=2_ — |im ): -3 -1
X—>+o X X — +00 X X +0 Y _2X
] ) 2_ ) 2_ 2 2 . 2
n=lim (f(x)-mx)= lim (X 3—):I|mx 3 X T X_ $t2x
X — 4+ X—>+0 \ X —2 X — +0 X—2 X+ X —

Larecta y=Xx+2 esunaasintota oblicua.

5. Cortes con los ejes

Cortes con el eje de ordenadas

_x*-3 3
) - y:§=1'5 Cortaenel punto (0,15).
x=0

X2—3 2 \/_ '
_ _ x=+/3=173
y X—2 - X 3=0 - x*-3=0 —
y=0 X=2 x=-/3=-173

Cortaen los puntos (-173,0) y (173,0)

6. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

2x-(x-2) - (x*-3)  x*—4x+3

f(x) =

(x-2)*

(x-2)°

Los valores de x para los que la funcion f’(x) es discontinua son los mismos que para f(x).
Veamos los valores para los que f’(x) se anula:

X2 —4x+ 3
(x-2)*

Los intervalos de monotonia son:

o]

f'(0)=075>0 =

f'(15)=-3<0 =

1.2

en el intervalo

en el intervalo

=0 > x*-4x+3=0 = {

[

|01

L2

2.9 ;

x=1
X=3

]3]
la funcion f(x) es creciente.

la funcién f(x) es decreciente.
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f'(25)=-3<0 = enelintervalo ]2,3[ lafuncién f(x) es decreciente.

f'(4)=075>0 = enelintervalo ]3,oo[ la funcion f(x) es creciente.

En resumen, el esquema de monotonia de f(x) es:

Signo de f' + _ _ +

Monotonia de f / ! \ 2 \ 3 /

La funcion f(x) es creciente VX e] - oo,l[ U ] 3,oo[
La funcion f(x) es decreciente  Vx €]|1,2[uU]2,3]
Méaximo (1,2) Minimo (3,6)

7. Concavidad vy convexidad. Puntos de inflexién

(2x—4) (x—-2)? —2(x—-2)(x* —4x+3) 2
(x-2)* (-2

fr'(x) =
Los valores de x para los que la funcion f’'(x) es discontinua son los mismos que para

f’(x) . Los valores de x para los que se anula f''(x) son:

2
(x-2)°

=0 — 2#0 = Nohayninguno

Los intervalos de concavidad y convexidad son: ] — 00, 2[ ; ] 2,00 [
f'(0)=-025<0 = enelintervalo ]-o,2[ lafuncién f(x) esconvexa

f’(3y=2>0 = enelintervalo ]2,oo[ la funcion f(x) es concava

En resumen, el esquema de concavidad y convexidad de f(x) es:

- +

N

Signode "
Concavidad / Convexidad /—\

[\
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La funcion f(x) esconcava VX e] 2,oo[

La funcién f(x) esconvexa Vxe]-o,2]

No hay puntos de inflexion, ya que en X =2 no esta definida la funcion.

8. Tablas de valores

X | -5 -3 -05 05 15 25 x | -5 -3 05 05 15 25
f(x) ‘ -314 -12 11 183 15 65 |f(x)| ‘ 314 12 11 183 15 65
9. Gréfica

S
v

Conclusion para f(x) =
X—2

x2—3‘

1. Dominio

D[| f(x) ] = ¥x eR - {2}
2. Periodicidad

No es periddica.
3. Simetrias

Simetria respecto al eje de ordenadas

La grafica de la funcidn no es simétrica respecto al eje de ordenadas.
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Simetria respecto al origen de coordenadas

La grafica de la funcidn no es simétrica respecto al origen de coordenadas.
4. Asintotas

Asintotas verticales

Larecta x=2 esunaasintota vertical.

Asintotas horizontales

No tiene.

Asintotas oblicuas

Lasrectas y=Xx+2 e y=—x-—2 son asintotas oblicuas.

5. Cortes con los ejes

Cortes con el eje de ordenadas

Cortaenel punto (0,15)

Cortes con el eje de abscisas

Cortaen los puntos (1'73,0) y (-1'73,0)

6. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

La funcién f(x) es creciente VX e] - 1'73,1[ U ] 173,2 [ u] 3,00 [
La funcion f(x) es decreciente  Vx e]|-o0,-173[U[1,173[U]2,3]
Méximo (1,2)

Minimos en los puntos  (-1'73,0) ; (1'73,0) y (3,6)

7. Concavidad vy convexidad. Puntos de inflexién

La funcién f(x) esconcava Vx e|-o0,-173[U]173,2[U]2,2]
La funcion es convexa VX e] - 1'73,1'73[

Los puntos de inflexion son:  (-1'73,0) y (1'730)
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22 Forma

Lo primero que hay que hacer es estudiar el signo de la expresion que hay entre barras, tenien-
do en cuenta que el valor absoluto de un nimero es siempre una cantidad positiva.

Hallamos las raices del numerador y del denominador y formamos todos los intervalos posibles
desde —oo hasta +oo.

X=-4/3
x*-3=0 = { \/1/_ X—2=0 = x=2
X=4/3

Los intervalos posibles son:
|- =3[ ¢ ]-VBE[ i [VB.2[ 5 ]2

Posteriormente sustituimos en la expresion un valor numérico de cada intervalo y comprobamos
el signo.

J[-o0.-V3] > f(-2)=-025 |-v3.43] - f(O=15
]\/5,2[ S f(1'9) =61 2,0 > f(3)=6

2

Como sabemos que el valor numérico de la expresion es siempre positivo, significa que

en los intervalos ]—oo,—\/g[ y ]\/52[ tenemos que cambiar el signo de la expresion

x> -3

para que el valor numérico sea positivo.

\
[~ E 2 |
-x*+3 x? -3 -x*+3 x? -3
X—2 X—2 X—2 X—2

Segun este esquema, la funcion original la podemos expresar de la siguiente manera:

I3 G xe]-moB|u[E.2]

X—2

);2__23 Si XE]—\/§,\/§[U]2,00[

f(x) =
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