Monotonia. Crecimiento y Decrecimiento de una funcién

En toda actividad econdémica y en muchos otros casos de las Ciencias Sociales, el nacleo del
problema es estudiar cuando una determinada funcion (de beneficio, de coste, de bienestar, de
estabilidad, etc.) crece, cudndo alcanza una cota maxima o minima y cuando va disminuyendo.
Si la funcidn en cuestion es derivable, y la mayoria de las funciones que aparecen en la practica
lo son, el calculo de derivadas proporciona la solucion al problema de un modo claro y rapido.

Definicion

Sea f(x) una funcién cuyo dominio de de-
finicion es D, y sea a eD. Se dice que f(x)
es estrictamente creciente en el punto a, si
y s6lo si existe un entorno de a, E(a,h),

tal que Vx eE(a,h) se verifican las si-
guientes desigualdades:

x<a = f(x)<f(a)
x>a = f(x)>f(a)

0 - fl@) _
X—a

f(a)

\

Sea f(x) una funcion cuyo dominio de definicion es D, y sea a eD. Se dice que f(x) es
creciente en el punto a si y slo si existe un entorno de a, E(a, h), tal que vx €E(a, h) se

verifican las siguientes desigualdades:

x<a = f(x)<f(a)
x>a = f(x)>f(a)

Definicion

Sea f(x) una funcién cuyo dominio de de-
finicion es D, y sea a eD. Se dice que f(x)
es estrictamente decreciente en el punto a
si y solo si existe un entorno de a, E(a,h),
tal que VxeE(a,h) se verifican las si-
guientes desigualdades:

x<a = f(x)>f(a)
x>a = f(x)<f(a)

i) - f(a) _,
X—a

!

f(x)—f(a)>0
X—a

f(a)

A\
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Sea f(x) una funcién cuyo dominio de definicion es D, y sea a eD. Se dice que f(x) es
decreciente en el punto a si y sélo si existe un entorno de a, E(a, h), tal que Vx E(a,h)
se verifican las siguientes desigualdades:

x<a = f(x)= f(a)} - f(x) — f(a) <0
x>a = f(x)<f(a) X—a
Teorema

Sea f(x)una funcion cuyo dominio de definicion es D, derivable en aeD y tal que
f(@=0.

f(x) es estrictamente creciente en a siysolosi f'(a)>0
Demostracion

Supuesto que f(x) es estrictamente creciente en el punto a, entonces existe un entorno E(a,h)
tal que:

M>O vx €E(a,h), por tanto lim MZO
X—a X—>a X —a

ycomo f’(a)#0,entonces f'(a)>0.

Teorema

Sea f(x)una funcién cuyo dominio de definicion es D, derivable en aeD y tal que
fra)=0.

f(x) es estrictamente decreciente en a siysolosi f'(@)<0
Demostracion

Supuesto que f es estrictamente decreciente en el punto a, entonces existe un entorno E(a, h) tal
que:

M<O VaeE(a,h), por tanto lim MSO
X—a X—a X —a

ycomo f’(a) =0, entonces f'(a)<0.
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Intervalos de crecimiento y decrecimiento
Teorema

Sea f(x) una funcién continuaen [a,b ]y derivableen |a,b].
1) Si f(x)>0 vxe]a,b[ lafuncion f(x) es estrictamente crecienteen [a,b].
2) Si f(x)<0 vxe]a,b[ lafuncién f(x) esestrictamente decrecienteen [a,b].

3) Si f(x)=0 vxe]a,b[ lafuncién f(x) es constante en [a,b], es decir f(x)=k con
keR.

4) Si x,ela,b[ y f/(x,)=0, tenemos que estudiar el comportamiento de la funcién en
las proximidades del punto X, .

Ejemplo: Estudiar si la funcion f(x) =x® —3x® + 3x—1 es creciente o decreciente en
el punto de abscisa x, =1.

Si calculamos la derivada de la funcion en el punto x,=1 obtenemos
f’'(1) =0, por lo que necesitamos estudiar el comportamiento de la funcién en
los alrededores de dicho punto.

Consideremos un entorno del puntol, es decir E(1,h) con h>0.
f(l-h)=(1-h)’ =3-(1-h)* +3-(1-h)-1=-h*<f(1)=0
f(l+h)=(1+h)’ =3-(1+h)* +3-(L+h)-1=h*>f(@2) =0

Por tanto, f(x) es crecienteen x, =1.

Interpretacién geomeétrica

Una funcion es creciente cuando su gréafica se eleva conforme nos movemos en el sentido natural
de izquierda a derecha. Es decreciente cuando la grafica desciende.
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Ejemplo

Consideremos una funcién f(x) y su funcion derivada f'(x):

f(x) = 0'03x* + 0'07x> — 0"64x* —1'32x + 3'36

f'(x)=0"12x% + 0"21x* - 1'28x - 1'32

Vamos a fijarnos en qué intervalos la gréafica correspondiente a f (x) es positiva, nula o ne-
gativa y qué es lo que ocurre en los mismos intervalos con la funcién f(x), analizando el signo
de cada una de ellas en los intervalos representados con franjas sombreadas.

\4

\

v

fr

En los intervalos correspondientes a las
zonas sombreadas de la figura observamos
que la grafica de la funcién f(x) esta por
debajo del eje x, lo que significa que f1(x)
es negativa. Si en los mismos intervalos tra-
zamos tangentes a la grafica de la funcion
f(x) observamos que las pendientes de di-
chas rectas tangentes son negativas, lo que
significa que la funcion f(x) es decreciente

en dichos intervalos.

En los intervalos correspondientes a las
zonas sombreadas de la figura observamos
que la grafica de la funcion f(x) esta por
encima del eje x, lo que significa que fx)
es positiva. Si en los mismos intervalos tra-
zamos tangentes a la grafica de la funcion
f(x) observamos que las pendientes de di-
chas rectas tangentes son positivas, lo que
significa que la funcion f(x) es creciente
en dichos intervalos.
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Cuando la grafica de la funcion derivada
f(x) corta al eje x, en esos puntos la deri-

vada es cero y en consecuencia las tangen-
tes a la grafica de la funcion f(x) en dichos

puntos son horizontales, y por tanto su pen-
diente nula.

Todo lo anterior lo podemos resumir en el siguiente esquema:

Funcion Creciente

Funcion Decreciente

\

a<90° = tga>0

m=tga =1'(x)>0

\

a>90° = tga<O

m=tga =1'(x) <0
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Calculo de los intervalos de monotonia de una funcion

Al conjunto de valores de la variable, donde la funcion f(x)es creciente o decreciente se les
Ilama intervalos de crecimiento y decrecimiento, o intervalos de monotonia de la funcion.

Un método préctico para el calculo de dichos intervalos es el que sigue:

1. Se calculan los valores de la variable x en los que la funcion f(x) es discontinua. Estos
valores también son discontinuidades de f’(x).

2. Se calculan los valores de la variable x en los que f’(x) se anula o es discontinua. Puede
ocurrir que exista algun punto en el que f’(x) no sea continua y sin embargo si lo sea
f(x). Por ejemplo, la funcion f(x) = Ix  existe y es continua para x= 0, pero no asi su

-1

3.3/x?

derivada f'(x)=

3. Cada pareja de valores de la variable x consecutivos determinan un intervalo de monotonia
de f(x), y en dicho intervalo el signo de f’(x) permanece constante. Todos los intervalos

estan abiertos por los dos extremos, ya que si algin extremo estuviera cerrado en él la de-
rivada valdria cero.

Para averiguar si el intervalo de monotonia de f(x) es de crecimiento o de decrecimiento
basta con elegir arbitrariamente un punto X, que sea interior a dicho intervalo y averiguar

el signo de f'(x,). Si f'(x,) es un nimero positivo, el intervalo es de crecimiento, y si es
un namero negativo, el intervalo es de decrecimiento.

4. En la préactica indicaremos la monotonia de f(x) con un esquema del tipo siguiente, donde
PO O U ,X, son los valores de la variable x obtenidos en los apartados 1) y 2).

Signo de ' + - - + -

Monotonia de f / . \ X \ . / X \
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Ejemplo: Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x) = ‘xz — ﬂ

Lo primero que hay que hacer en este tipo de funciones es estudiar el signo de la

expresion que hay entre las barras, en este caso de x* — 1, y tener presente que el va-
lor absoluto de un nimero es siempre una cantidad positiva.

Para hacer un analisis del signo, igualamos a cero la expresion x> —1 y con las solu-
ciones formamos todos los intervalos posibles desde —oo hasta +o . Finalmente sus-
tituimos en la expresion un valor numérico de cada intervalo y comprobamos el sig-
no.

. Si x=—2 — (-2)?-1=3>0

X =

x> -1=0 = {x— . Si x=0 - (0)°-1=-1<0
Si x=2 — (2)2-1=3>0

Como sabemos que el valor numérico de la expresion ‘xz —ﬂ es siempre positivo

significa que entre -1 y 1 tenemos que cambiar de signo la expresion x> —1 para que
el valor numérico sea mayor que cero.

+ - +

R to

%% _1 —(x*-1)=—x*+1 x* -1

El esquema anterior se puede expresar analitica y graficamente de la siguiente mane-
ra:

x*—=1 si x<-1 A
f(x)=<—x*+1 si —1<x<1 T
x?—=1 si x>1

La funcidén es continua Vx eR y de-
rivable  vxeR-{-11}, como se

comprueba si estudiamos la derivabi-
lidad de la funcion en los puntos -1y
1, en los que la funcién presenta pun-
tos angulosos.
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Por ser f(x) continua, podemos cal- A

cular su derivada en los puntos de
abscisa -1 y 1 utilizando la tabla de
derivacion, sin necesidad de calcular
las derivadas laterales.

2X Si X< -1 g \ ! >
fr'(x)=1-2x si —-1l<x<l1
2X  si x>1

Como se observa en la grafica, la fun-
ciéon f’'(x) no es continua en los pun-

tos de abscisa -1y 1.

Los valores que anulan la primera derivada son:

2Xx=0 = x=0
-2Xx=0 = x=0

Los intervalos de monotonia de f(x) son:

|-o,—1] ; ]-1,0[ ; ]0.1] ; ]l

f'(-2)=-4<0 = enelintervalo ]-o0,—1[ lafuncién f(x) es decreciente
f'(-05)=1>0 = enelintervalo |-1,0[ lafuncién f(x) es creciente
f'(05)=-1<0 = enelintervalo ]0,1[ lafuncion f(x) es decreciente
f'(2)=4>0 = enelintervalo ]1,00[ lafuncion f(x) es creciente

En resumen, el esquema de monotonia de f(x) es:

Signo de f' - + - +

Monotonia de f ~ -1 7 0 ~ 1 7

Conclusion

La funcion f(x) es creciente vxe]-1,0[u]l,0f

La funcién f(x) es decreciente  vxe]-o0,-1[U]0,1]
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Extremos relativos. Maximos y minimos relativos

Sea f(x) una funcién cuyo dominio de definiciones D,y sea aeD.

Se dice que f(x) tiene en “a” un maximo relativo o local, si existe un entorno E(a,h) tal
que VX e E(a, h) se verifica f(x) <f(a).

Se dice que f(x) tiene en “a” un minimo relativo o local, si existe un entorno E(a,h) tal
que Vx eE(a, h) se verifica f(x)>f(a).

4 A 4
MAXIMO RELATIVO MININO RELATIVO
f(a)

f(x) \

f(x) |
f(a - |
) R (a) ~ R
X a X a
E E

La palabra relativo indica que se compara el valor que toma la funcion f(x) en el punto de abs-

cisa “a” con los valores que toma la funcién en un entorno de dicho punto. Como sinénimo de
relativo se emplea también la palabra local.

Se habla de méximos o minimos relativos ya que la imagen de dichos valores no tiene por qué
ser la mayor o la menor de las imagenes de toda la funcion. Al valor que tiene la mayor de las
imagenes, si existe, se le llama méximo absoluto. Del mismo modo, al valor de x que tiene la
menor de las imagenes de toda la funcion, si existe, se le llama minimo absoluto de la funcién.
Teorema

Sea a un punto interior de un intervalo D.

Si una funcion f(x) tiene un extremos relativo sobre D en el punto “a” y f(x) es derivable
en “a”, entonces f'(a)=0.

Demostracion

Supongamos que en a hay un méaximo relativo de f(x) sobre D. Como ademas a es un punto
interior a D, existe un entorno de a en el que f(a+ h) <f(a). Por lo tanto:
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sih>0 » @M@ 5 g f(“hr)]‘f(a)so

h h—0*

h—0"

Si h<0 — f(“hz‘f(a)zo - lim f(“hr)]‘f(a)zo

Como por hipdtesis existe la derivada de f(x) en a, los dos limites anteriores deben ser iguales
entre si e iguales a f’(a), es decir:

fl@)<0 y f'(@=0 6 0<f(a)<0 = f'(a)=0

La demostracion seria semejante si en a hubiese un minimo relativo.

El reciproco no es cierto. Es posible que f’(a)=0 y sin embargo no exista extremo en “a”,

sino lo que se llama un punto de inflexion con tangente horizontal. Por otra parte, un extremo
relativo puede estar situado en un punto sin derivada, en cuyo caso, evidentemente no tiene apli-
cacion este teorema.

Punto de inflexién con tangente horizontal Maximo en un punto sin derivada

A A

A\
A\
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Variacion del signo de la primera derivada en el entorno de un punto

Hemos visto que el crecimiento de una funcion determina el signo de la funcién derivada, es
decir, que una funcion que tiene derivada crece si la derivada es positiva y decrece si la derivada
es negativa.

A A
f'(a) = 0
f'(a) > 0 f'(a) < 0 f@) <0 f'(@) > 0
f/(a)i= 0
a > a >
Maximo relativo en el punto (a, f(a)) Minimo relativo en el punto (a, f(a))

Si un punto a tiene la propiedad de que a su izquierda la derivada es positiva y a la derecha es
negativa (como ocurre en la figura de la izquierda), f(x) presenta un maximo relativo en a.

Ademas, si la derivada en ese punto, f'(a), fuese positiva, la funcion seria creciente, cosa que
no ocurre. Tampoco puede ser f’(a) <0, pues la funcién no es decreciente en ese punto. Por
tanto, necesariamente f’(a) = 0, es decir, la tangente en ese punto es horizontal.

Si un punto a tiene la propiedad de que a su izquierda la derivada es negativa y a la derecha es
positiva (como ocurre en la figura de la derecha), f(x) presenta un minimo relativo en a. El ra-

zonamiento es analogo al caso anterior.

Determinacion de los extremos relativos de una funcion

Los extremos de relativos de una funcion (o sea, sus valores maximos o minimos) sélo pueden
presentarse en los puntos que figuran en el esquema de monotonia (en ellos, la derivada vale
Cero 0 Nno existe).

Los resultados que se enuncian a continuacion permiten hallarlos:

Condicidn necesaria para que exista un extremo

Si f(x) alcanza en x=a un extremo relativo (maximo o minimo), entonces sucede una de estas
dos cosas:
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I. Obienf'(a)=0

1. O bien no existe f'(a)

Sin embargo, puede suceder cualquiera de A
las dos cosas sin que f(x) posea un extremo RN

para X=a.

En la funcion representada al margen, f’(x)
se anula o no existe en los puntos a, b, ¢, d, e
y f, pero so6lo en a, ¢ y f existen extremos
relativos. a

\

C d e f

o i

Condiciones suficientes para que exista extremo

Cuando f(x) escontinuaen x=a y f'(a) existe a ambos lados de a, entonces:

I. Si“al pasar por a”, el signo de f'(x) cambia de negativo a positivo, f(x) tiene un minimo
relativo para x=a.

Il. Si “al pasar por a”, el signo de f'(x) cambia de positivo a negativo, f(x) tiene una ma-
ximo relativo para x=a.

I11. Si el signo de f'(x) nocambiaen x=a no hay maximo ni minimo relativo.
Definicion
Se dice que a es un punto singular de la funcién f(x) cuando f(a)=0

Como hemos visto, los extremos relativos de una funcién derivable se encuentran en puntos sin-
gulares, aunque no todos los puntos singulares soportan extremos

Algunas observaciones practicas

e Una funcidén puede tener varios maximos o minimos relativos. Por ejemplo, las funciones se-
no y coseno tienen infinitos maximos y minimos relativos.

e Hay muchas funciones que carecen de maximos y minimos relativos, como las funciones
fx)=x> y f(x)=tgx.

e Los maximos y minimos relativos pueden coincidir o no con el maximo o minimo absoluto
que tome la funcién. En las funciones seno y coseno, los maximos y minimos relativos coin-
ciden con los maximos y minimos absolutos.

e El valor de una funcién en un minimo relativo puede ser mayor que el de un maximo relativo.
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Concavidad y convexidad

Introduccion

La palabra concavo viene del latin concavus, de cum, con y cavus, hueco. Segun el diccionario,
la palabra concavo significa “Que tiene, respecto del que mira, la superficie mas deprimida en el
centro que por las orillas”.

La palabra convexo viene del latin convexus. Segun el diccionario, la palabra convexo significa
“Que tiene, respecto del que mira, la superficie mas prominente en el medio y que decrece hacia
los bordes o extremos™.

Se ha venido empleando el concepto de “concavidad dirigida hacia las ordenadas positivas” y
de “concavidad dirigida hacia las ordenadas negativas™. En rigor, una grafica es concava o
convexa segun sea la situacion del observador , como se observa en las siguientes graficas.

Curvas Céncavas Curvas convexas

g 2 2 &

Nosotros supondremos el observador encima de la curva es decir observando la curva desde
las ordenadas positivas.

Definicion

Sabemos que la recta tangente a una funcién en un punto queda determinada por su pendiente,
que es la derivada de la funcion en dicho punto, y por el propio punto.

Atendiendo a la situacion de dicha recta tangente en relacion con la propia funcion podemos
definir los dos tipos de curvatura:
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A f(x)
CONCAYA

Diremos que una funcién f(x) derivable
en un punto “a” es concava en dicho pun-
to, si hay un entorno de *“a”,
]a— h,a+ h[, en el cual los valores de la
funcion son mayores que los valores de la
recta tangente a la curva en el punto
(a, f(a)) . Es decir, la recta tangente queda

por debajo de la curva.

\4

CONYEXA
Diremos que una funcién f(x) derivable
en un punto “a” es convexa en dicho pun-

to, si hay wun entorno de *“a”,
]a— h,a+ h[, en el cual los valores de la
funcion son menores que los valores de la f(x)
recta tangente a la curva en el punto
(a, f(a)) . Es decir, la recta tangente queda

por encima de la curva.

Sabemos que la ecuacion de la recta tangente a la funcion y = f(x) en el punto (a,f(a))es:
y—f(@)=f'(a)-(x—a) 0 bien y=f(a)+f'(a)-(x—a)
por tanto, f(x) sera concava en “a” si existe un entorno de “a”, (a—h,a+ h), en el cual
f(x) > f(a) +f'(a)(x — a) o bien  f(x)-f(a)-f'(a)(x-a)>0 vxe]a-h,a+h]
y sera convexa en “a” si en un entorno se cumple que:
f(x)<f(a)+f'(a)(x—a) 0 bien f(x)-f(a)-f'(a)(x—a)<0 VX e]a—h,a+h[
Caracterizaciéon por derivadas. Interpretacion geométrica

Al igual que el signo de f’(x) permite conocer en qué intervalos es creciente o decreciente f(x),
el signo de f”(x) permite hacer lo mismo con f’(x). El crecimiento y decrecimiento de f’(x)
tienen el siguiente significado geométrico, en relacion con la grafica de f(x).
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A f(x)
\ CONCAVA /

\

A CONYEXA

Ejemplo

Como se puede apreciar en la figura, a me-
dida que aumenta la variable, las pendientes
de las rectas tangentes pasan de ser negati-
vas a positivas. Es decir, la funcion derivada
sera creciente en el intervalo, por lo que la
derivada segunda serd positiva en todos los
puntos del intervalo.

X, <X, <Xy <X,
frx,) <f'(x,) <f'(x3) <f'(x,)

f'(x) creciente = f"(x)>0

Como se puede apreciar en la figura, a me-
dida que aumenta la variable, las pendientes
de las rectas tangentes pasan de ser positivas
a negativas. Es decir, la funcion derivada se-
r4 decreciente en el intervalo, por lo que la
derivada segunda serd negativa en todos los
puntos del intervalo.

X, <X, <Xy <X,
fr(x;) > f'(x,) > f'(x3) > f'(x,)

f'(x) decreciente = f"(x)<0

Consideremos la funcion f(x) estudiada anteriormente, la funcién derivada primera f'(x) y la

funcién derivada segunda " (x) :

f(x) = 0'03x* + 0'07x> — 0"64x* — 1'32x + 3'36

f(x)=0"12x> + 0"21x* - 1'28x - 1'32

f"(x) =0'36x* + 0'42x — 1'28

Vamos a fijarnos en qué intervalos la gréafica correspondiente a f”(x) es positiva, nula o ne-
gativa y qué es lo que ocurre en los mismos intervalos con la funcion f(x). Para hacer este
analisis representamos conjuntamente la funcion f(x), la funcion f’'(x) y la funcion f”(x),y
analizamos el signo de cada una de ellas en los intervalos, representados con franjas sombreadas.
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Si observamos en las gréficas los intervalos
correspondientes a las zonas sombreadas,
vemos que la gréafica de la funcién f'/(x)

estéd por encima del eje x, lo que significa
que f'(x) es positiva. En los mismos inter-

valos, f'(x) es creciente y la funcién f(x) es
céncava.

Si observamos en las gréficas los intervalos
correspondientes a las zonas sombreadas,
vemos que la grafica de la funcion f’(x)

estd por debajo del eje x, lo que significa
que f’'(xX) es negativa. En los mismos inter-

valos, f'(x) es decreciente y la funcion f(x)
es convexa.
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Puntos de inflexion

Definicion En el dominio de definicién de una funcién continua pueden existir puntos don-
de la funcién es convexa y puntos donde la funcion es concava. Por tanto, pue-
den existir puntos donde a un lado de ellos la funcion es concava y al otro con-
vexa o viceversa. A cada uno de los puntos donde la funcién cambia de concava a
convexa, 0 viceversa, se les denomina puntos de inflexion.

Ejemplo: Estudiar los puntos de inflexion de la funcion f(x) = x*

La funcion f(x)=x* es cdncava
VxeR" yesconvexa VxeR™.

En un entorno del punto x =0 se veri-
fica que la funcion es céncava a la
derecha de x=0 y convexa a la iz-
quierda de x=0. Asi pues, x=0 es
un punto de inflexion de la funcion
f(x) =x*

| | | | | T N,
T T T T T T

Ejemplo: Estudiar los puntos de inflexion de la funcion f(x) =|x* -1

Ejemplo:

La funcion f(x)=|x* -1 es concava
Vxe]-ow,—1[U]l,0[ y es con-
vexa Vxe|-1,1].

Como a la izquierda de x=-1 la fun-
cién es concava y a la derecha con-
vexa, se tiene que x=-1 esun punto
de inflexion de f(x). En el punto

x =1 sucede algo analogo: este punto
es también un punto de inflexion de
f(x).

Estudiar los puntos de inflexion de la funcién f(x) = !
X

La funcion es concava Vx e] O,oo[ y
convexa VX e]—oo,O[, sin embargo

en x=0 la funcién f(x) no tiene

punto de inflexion, pues no esta defi-
nida en ese punto.

\

L.E.S. Historiador Chabds -17-

Juan Bragado Rodriguez




i : , - . — si x#0
Ejemplo: Estudiar los puntos de inflexion de la funcion: f(x) =< x

0 si x=0

La funcion es concava Vx e] O,oo[ y
convexa Vx e]—-o0,0[, sin embargo

en x=0 la funcion f(x) no tiene

punto de inflexion, puesto que la fun-
cién no es continuaen x=0.

Diremos que una funcién f(x) derivable en el punto “a” tiene un punto de inflexion en di-
cho punto, si hay un entorno de “a”, ]a —h,a+ h[, en el cual los valores de la funcién son

mayores que los valores de la recta tangente a la curva en el punto (a, f(a)) cuando x<a,y
son menores que los de la recta tangente cuando x > a, es decir, si

f(x)>f(a)+f'(a)(x—a) para x<a y f(x)<f(a)+f'(a)(x—a) para x>a

0 bien cuando los valores de la funcion son menores que los valores de la recta tangente a la
curva en el punto (a, f(a)) cuando x < a, y son mayores que los de la recta tangente cuando

X > a, es decir, si

f(x)<f(a)+f'(a)(x—a) para x<a y f(x)>f(a) +f'(a)(x—a) para x>a

Podemos resumir las definiciones anteriores
diciendo que en un punto de inflexion la
tangente atraviesa la curva. dejando una
parte hacia abajo (convexa) y otra parte haca
arriba (concava).

En un punto de inflexion, por tanto, la
funcidon cambia de concavidad a convexi-
dad o al revés

¢ Como decidir si un punto es de inflexion?

Los valores candidatos a puntos de inflexién son aquellos que anulan la derivada segunda. Esta
condicion es necesaria pero no suficiente, ya que puede ser f”(a) =0 y no haber punto de in-

flexion (Ejemplos: f(x) =x*y f(x) =—x*).
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Se trata de estudiar la funcién en un entorno del punto a, E(a,h). Veamos los criterios para sa-
ber si se trata de un punto de inflexion cdncavo-convexo o convexo-concavo.

a) Observando la segunda derivada

A

f7(x) > 0

Coéncava

Convexa

f7(x) < 0

\ 4

a

Cobncava

Convexa

f7(x) < 0

\

a

Los valores que toma la derivada segunda en un entorno del punto de inflexién convexo-
cdncavo son negativos a la izquierda y positivos a la derecha. Los valores que toma la deriva-
da segunda en un entorno del punto de inflexién cdncavo-convexo son positivos a la izquierda

y negativos a la derecha.

b) Observando la derivada tercera

La derivada segunda es creciente, luego la
derivada terceraen X =a es positiva.

Si f"(a) >0 entonces la funcion tiene en

X=a un punto de inflexion convexo-
concavo.

La derivada segunda es decreciente, luego
la derivada terceraen x =a es negativa.

Si (@) <0 entonces la funcion tiene

en X=a un punto de inflexion concavo-
convexo.

\
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Resumen

Sea y=f(x) una funcién derivable en un intervalo 1 de R,y sea x el.
e Si f"(X)>0 = f(X) escdncava en dicho intervalo.
e Si f"(X)<0 = f(X) esconvexa en dicho intervalo.
e Si f"(xX)=0 = Hallamos los puntos “a” tales que f"(a)=0.
Sif(a)#0 = (a,f(a)) esun punto de inflexion.
e Si f(x) estal que en el punto a se anulan las derivadas
fr@=f"@)=------- =f"*(@)=0
y la derivada de orden n es distinta de cero, f"(a) # 0 entonces:
*  Sinesimpar, f(x) tiene punto de inflexion en el punto (a,f(a))
* Sinespar y f"(a)>0 = f(x) escéncavaen el punto (a,f(a))
*+ Sinespar y f"(a)<0 = f(x) es convexa en el punto (a,f(a))
Ejemplo: Calcula los puntos de inflexion de f(x) = x°
f’(x) = 5x* fr(x)=20x*=0 = x=0
f(x)=60x> — f"(0)=0
fY(x)=120x — fY(0)=0
f'(x)=120=0

Como es de orden impar, la funcién presenta un punto de inflexion en el punto
(0,£(0))=(0,0).

Como f’(0) =0, podemos pensar en un posible extremo en ese punto, pero como la

segunda derivada también se anula y la primera que no se anula es de orden impar, el
punto es un punto de inflexion.

De todos modos, dado que f’(0) =0 podemos afirmar que la recta tangente a la cur-

va en ese punto es paralela al eje de abscisas y atraviesa la curva en ese punto. Es un
punto de inflexion con tangente horizontal.
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Ejemplo: Consideremos un ejemplo de funcion cuya primera derivada no se anula y, sin em-

bargo, se anulan las siguientes hasta una de orden par, en que es distinta de cero. Es-
to nos indicara que la funcion tiene concavidad o convexidad sin tener maximo ni

minimo. Sea f(x)=x*-4x®+6x>+12x+1 en x=1
fr(x)=4x® —12x* +12x+12 -  f'(1)=16=0
fr(x)=12x* - 24x+12  — f"()=0
f(x)=24x-24 — f"(1)=0 fYx)=24 —> fVY1)=24>0

Asi, en el punto (1,16) la funcién es concava y no hay extremo en este punto.

Célculo de los intervalos de concavidad y convexidad de una funcion

Al conjunto de los valores de la variable, donde la funcidon f(x) es concava o convexa se les
Ilama intervalos de concavidad y convexidad de la funcion.

Los intervalos de concavidad y convexidad de f(x) son los de monotonia de f'(x), por tanto un
método préctico para calcular dichos intervalos es el siguiente.

1.

Se calculan los valores de la variable x en los que la funcion f’(x) es discontinua. Estos
valores también son discontinuidades de f"(x).

Se calculan los valores de la variable x en los que f”(x) se anula o es discontinua

Cada pareja de valores de la variable x consecutivos determinan un intervalo de concavi-
dad o convexidad de f(x), y en dicho intervalo el signo de f”(x) permanece constante. To-

dos los intervalos estan abiertos por los dos extremos, ya que si algun extremo estuviera
cerrado en él la segunda derivada valdria cero.

Para averiguar si el intervalo es de concavidad o convexidad basta con elegir arbitraria-
mente un punto X, que sea interior a dicho intervalo y averiguar el signo de f”(x,). Si

f"(x,) es un nimero positivo, el intervalo es de concavidad, y si es un numero negativo, el
intervalo es de convexidad.

En la practica indicaremos la concavidad o convexidad de f(x) con un esquema del tipo

siguiente, donde X,,X,,X5,..cccenn. ,X, son los valores de la variable x obtenidos en los
apartados 1) y 2)
Signo de "' * B B * B

Concavidad / Convexidad \/ Xy /—\ X3 /\ X3 \/ X, /—\
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Ejemplo: Estudiar la concavidad, convexidad y puntos de inflexion de la funcion:

f(x) =[x* -1
A
—_— 0 |
2 si x<-1
f"(x)=<-2 si —-1l<x<l 1+
2 si x>1

\

Como se observa en la grafica, la fun-
cién f”(x) no es continua en los pun-

tos de abscisa -1y 1.

Los intervalos de concavidad y convexidad son:
o[ 5 )11 Jee]
f"(-2)=2>0 = enelintervalo ]-c,—1[ lafuncién f(x) es concava
f"(0)=-2<0 = enelintervalo ]-1,1[ lafuncién f(x) es convexa

f"(2)=2>0 = enelintervalo ]1,oo[ la funcion f(x) es concava

En resumen, el esquema de concavidad y convexidad de f(x) es:

Signo de f "' * a +

Concavidad / Convexidad N4 TN ! NG

La funcion es continua en los puntos de abscisa —1 y 1, por tanto estos puntos son
puntos de inflexion. Sus coordenadas son: (-1,f(-1)) y (1,f(2))

Conclusién
La funcién f(x) es concava vxe|-w,-1[U]l,o|
La funcion f(x) es convexa vxe]-1,1]

Los puntos de inflexion son (-L0) vy (L0)
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Criterio de la segunda derivada para los extremos relativos

Hemos determinado la condicién de maximo o minimo de una funcién en un punto obtenido
como solucidn de la ecuacion f’(x) =0 estudiando el cambio de signo de la derivada de la fun-
cion en las proximidades de ese punto. La derivada segunda nos proporciona un nuevo criterio
para esa determinacion, recomendable en los casos en que el calculo de ésta no sea excesivamen-
te complicado.

A A
f'(a) = 0
f'(a) =0
. > " >
Maximo relativo en el punto (a, f(a)) Minimo relativo en el punto (a, f(a))

Sien un punto a se tiene que f'(a)=0 y f”(a) <0, latangente horizontal de la funcién esta por
encima de la grafica de ésta y por tanto la funcion alcanza un maximo relativo en el punto

(a,f(a)).

Si en un punto a se tiene que f'(a)=0 y f”(a) >0, la tangente horizontal de la funcién esta
por debajo de la gréfica de ésta y por tanto la funcion alcanza un minimo relativo en el punto

(a,f(a)).

Este método s6lo proporciona ciertos extremos relativos (y, salvo excepciones, no proporciona
los extremos absolutos). Concretamente, no proporciona los siguientes tipos de extremos relati-
VOS:

a) Los que se alcanzan en puntos donde la
funcion no es derivable.

Por ejemplo, la funcién y=|x| que al-
canzan un minimo relativo en el punto
x =0, a pesar de no ser derivables en >
dicho punto.
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b) Los que se alcanzan en puntos en los cuales la primera y la segunda derivada se anulan.

f(x) = x* f(x) = -x* f(x) = x*

En las tres gréaficas se verifica que f’(0)=0 y f”(0)=0, y sin embargo, en x =0 refle-
jan tres situaciones distintas:

f(x) = x® posee en x =0 un punto de inflexion
f(x) =x* posee en x =0 un minimo relativo
f(x) =—x* posee en x =0 un maximo relativo
c) Los que se alcanzan en puntos en los que la primera derivada se anula y la segunda derivada

no existe. Por ejemplo, la siguiente funcion alcanza un maximo relativo en x =0 a pesar de
que f'(0)=0 y f"”(0) no existe.

3

X° si x<0 A
fx)=1 ,
-X° si x>0

fr(x)=3x* — f/(0)=0

f(x)=6x — f(0)=0

A\

fr(x)=-2x —» f/(0)=0

fr(x)=-2 — f7(0)=-2

= 3 (0)

Importante En general no es necesario recurrir al criterio de la segunda derivada para calcular
los maximos y minimos relativos, ya que la condicion de extremos relativos que
solamente implica la consideracion del signo de f'(x) a ambos lados de “a” es méas

coémoda y de mayor generalidad.
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Ejemplo: Calcular los extremos relativos de la funcion f(x) = cos®x

Calculamos la derivada primera de la funcion:

f'(X) =2cosx-(—senx)=—-2senx- Cosx = —sen 2x

Se buscan los puntos que anulan la primera derivada:

0+ 21tk 0+ mk

-sen2x=0 — sen2x=0 — 2x:arcsen0:{ - X=

T + 27k + 1k

T
2
Los puntos que anulan la primera derivada son:

0+ 2xk; E+271:k; Tt + 2nk; 3—2n+2nk con keZ

Se calcula la segunda derivada y se estudian los valores de f”(Xx) en esos puntos:

f""(X) = -2 cos 2x
x=0 — f"(0)=-2cos0=-2<0 = en x=0+2nk, f(x) tiene maximo relativo
Xx=" f”(ﬁj =-2 cosﬁ =2>0 = enx= g + 27k, f(Xx) tiene minimo relativo
x=n — f"(n)=-2cos2n=-2<0 = en x=mn+2nk, f(x) tiene maximo relativo

X :3771 — f”(s—nj =-2c0s3t=2>0 = en x= 3?“ + 27k, f(x) tiene minimo relativo

Los puntos maximos y minimos relativos son aquellos que tienen por coordenadas:

x=0 — f(0)=cos’0=1

x=" f(ﬁjzcoszﬁzo
2 2 2

x=n — f(n)=cos’n=1

x=3—TE — f(ﬁjzcosz:g—nzo
2 2

Conclusion

Maximos relativos (0 + 27k ,1)
Minimos relativos (g + 27K, 0)
Maximos relativos (r + 2nk ,1)

Minimos relativos (%ﬂ + 27k, 0)
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Los maximos y minimos relativos podemos agruparlos de la siguiente manera:

Méximos relativos en los puntos (0 + 7k 1)

Minimos relativos en los puntos (g + 7k, Oj

Ejemplo: Estudiar los maximos y minimo relativos de la funcion f(x) = (x —1)* - (x + 2)°
Calculamos la derivada primera de la funcion:
f'(X)=4(x-1D% (x+2)°+(x-1)*-3(x+2)?*=
(x=1%-(x+2)* - [4x+2) +3(x- D] = (x=1)° - (x+2)* - (4x + 8+ 3 - 3) =
(x-=13% (x+2)*-(7x+5)

Se buscan los puntos que anulan la primera derivada:

x=1
(x-1° (x+2)°-(7x+5=0 = {x=-2
5
X=——
-

Se calcula la segunda derivada y se estudian los valores de f”(x) en esos puntos:
fr(X)=3(x =D - (X+2)>-(7TX+5) +(x=1)°-2(x+2) - (7Tx+5) + (x-1°-(x+2)* - 7=
6(X+2)-(x—1D2-(7x* +10x + 1)

x=-2 - "(-2)=0
5 , 5 : (o :
X=—= — f” 2 =-5829<0 = en x:—7 f(x) tiene méaximo relativo

x=1 - f"(1)=0

Como en x=-2 yen x=1 se anula también la derivada segunda, entonces se si-
gue derivando:

f"(x) = 6(x — 1) - (35x* + 75x* + 15X — 17)
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y se comprueba el valor de la tercera derivadaen x=-2 y en x=1:
x=-2 — f"(-2)=486>0 — en x=-2 f(x) tiene un punto de inflexion
x=1 —» f"(1)=0
Como para x =1 se anula también la tercera derivada, se sigue derivando:
" (x) = 24(35x> + 30x*> — 30x — 8)
y se comprueba el valor de la cuarta derivadaen x=1.
x=1 — fY(1)=648>0 — en x=1 f(x) tiene un minimo relativo.
Conclusion
Los puntos maximos y minimos relativos son aquellos que tienen por coordenadas:
X = —g - f(—% =18'35 Méximo relativo (-0'71,18'35)

x=1 —»> f()=0 Minimo relativo (1,0)
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Estudio y representacion grafica de funciones

La ley matematica por la que un fenémeno se rige, la formula que enlaza las diversas variables
interesantes de él, contiene potencialmente toda la informacion que podamos desear sobre tal
fendmeno, en los aspectos que cuantificamos de él

La curva que representa esta ley matematica es como la radiografia, la expresion visual de las
relaciones entre las variables que intervienen en la situacion que estudiamos. En la curva, son
perceptibles de una simple ojeada, los aspectos més interesantes e importantes del fenémeno,
cuando crece la funcién, cuando decrece, cuando en un punto se alcanza el maximo o el minimo,
qué tendencia presenta la funcion cuando la variable independiente crece mucho,.....

Por ello, es muy interesante acostumbrarse a interpretar curvas de un vistazo, como el médico se
habitla a interpretar cardiogramas o radiografias en un momento, aprendiendo a mirar aquellos
aspectos que proporcionan la informacién requerida para diagnosticar adecuadamente. Y para
adquirir el habito de interpretar la curva que representa un fenémeno, el camino mejor consiste
en conseguir cierta destreza para dibujar curvas rapidamente a partir de la expresion analitica, la
férmula que corresponde al fenémeno.

Actualmente, algunas calculadoras de bolsillo y los ordenadores son capaces de dibujar con sufi-
cientemente aproximacién para muchos efectos, la curva de una funcion bastante general. Una
vez que esta curva esta en la pantalla, mediante el movimiento del cursor, con sélo pulsar unas
cuantas teclas, la calculadora o el ordenador proporcionan maximos, minimos, ceros, asinto-
tas,.... El trabajo rutinario lo hace la maquina. A nosotros nos toca aprender a preguntarle correc-
tamente.

Para dibujar con exactitud la gréafica de una funcién, debemos conocer sus infinitos puntos, y no
basta con representar sélo algunos, pues puede haber diversas graficas que pasen por ellos. No
obstante, utilizando alguno de los calculos explicados anteriormente, estamos en condiciones de
dibujar una representacion lo suficientemente aproximada como para poder utilizarla a como es
en realidad.

Vamos a ver un procedimiento ordenado para hacer el estudio y la representacion gréafica de las
funciones que nos ahorrara tiempo.
1. Dominio de una funcion

Se llama dominio de definicion de una funcién y =f(x), y lo representaremos por D[f(x)],
al conjunto de valores de la variable independiente x para los cuales f(x)es un namero
real.

D[f(x)]={x R / f(x) eR}
Podemos concretar las siguientes situaciones que requieren un estudio especial:

e Las funciones polinémicas estan definidas para cualquier nimero real.
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e Las funciones de la forma f(x) = % (cociente de funciones) estan definidas en todos
X

los puntos excepto en aquellos en los que h(x) =0.

33X+ 2
X? —4x +3
cuales x* —4x+3=0,esdecir,en x=3 y en x=1.Por consiguiente:

Ejemplo: La funcion f(x) = no estéd definida en los valores de x para los

D[f(x)]=vxeR-{3,1}

i . 2X L e
Ejemplo: La funcion f(x) =—— no esta definida en los valores de x para los cuales
senx

senx =0, es decir, en x = arcsen0= 0+ =k . Por consiguiente:

D[f(x)]=VxeR—-{0+nk} con keZ

e Las funciones de la forma f(x) = tg[g(x)] no estan definidasen g(x) = g +kn keZ.

e Las funciones de la forma f(x) =arcseng(x) y f(x) =arccosg(x) sélo estan definidas
en el intervalo [-1,1].

Ejemplo: Lafuncion f(x) = arcsen(2x + 3) esta definidasi —1<2x+ 3<1, es decir:
-1<2Xx+3 —» —-4<2Xx —»> -2<X —> Xx2-2

2X+3<1 —» 2x<-2 —> x<-1

Por consiguiente, D[f(x)]=Vxe[-2,-1]

e Las funciones de la forma f(x) =%/g(x) para n par, no estan definidas para g(x) <0.
D[f(x)] = {vx eR/g(x) > 0}
Cuando el indice es impar, la raiz estéa definida siempre que el radicando lo esta.

Ejemplo: La funcién f(x)=+/3-x sblo esta definida cuando 3- x>0, es decir,
cuando x < 3. Por consiguiente:

D[f(x)]=Vvx<3 6 D[f(x)] = Vx €] - ,3]

e Las funciones de la forma f(x) =log,g(x) no estan definidas para g(x) <0.
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Ejemplo: La funcion f(x)=In(2x + 6) solo esta definida cuando 2x+ 6> 0, es de-
cir, cuando x> —3. Por consiguiente:

D[f(x)] = vx>-3 6 D[f(X)]=Vxe]|-3,x|

e Para que existan las imagenes de las funciones de la forma f(x) = [g(x)]h(x)

que g(x) > 0.

se requiere

Ejemplo: El dominio de la funcion f(x) = (x—1)*" es el conjunto de los puntos ta-
lesque x-—1>0, es decir:

D[f(x)]=Vvx>1

2. Periodicidad

Se dice que una funcién f(x) cuyo dominio de definicion es D, es periddica, si existe un
namero real no nulo T para el cual se verifica:

fx+T)="1f(x) VvxeD

es decir, cuando su grafica se repite cada tramo de longitud T. Observa que, cuando esto
ocurre, también se verifica que:

F(X+2T)=f(x+3T)=f(x—-T) =f(x+ KT)

El menor valor T para el que se verifican estas igualdades se llama periodo. Es evidente
que si una funcion es periddica, basta estudiarla en un intervalo de longitud igual a su pe-
riodo. Después de representarla, se repite una y otra vez a su derecha y a su izquierda.

Ejemplo: El periodo de la funcion y=sen x es T=2n como se observa en la siguiente
grafica:

iV iV

2n

\
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e Si f(x) es una funcion periddica de periodo T, también es periddica la funcion

f(ax + b) y su periodo es I
a

Ejemplo: Calcular el periodo de la funcion y=sen X%f

2n
1
4

y=sen X+n:sen(§+9 ——> Periodo = =8n

4

A

I

\

4 8

8

Si operamos funciones periddicas con el mismo periodo, el resultado es otra funcion perié-
dicay el periodo es el mismo o, acaso, menor.

e Si f(X) y g(x) son periddicas, también lo son f(x)+g(x), f(x)-9(x) y % y su
periodo es como maximo el minimo comun maltiplo de los periodos de f(x) y g(x).

Ejemplo: Lafuncion y=sen2x+ cosx tiene de periodo:

m.c.m.(%c,Zn) =m.c.m.(n,2n) =2xn

A

AR A4 W
v | 7:\
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3. Simetrias

Simetria respecto al eje de ordenadas

Si una funcion f(x) verifica que f(x) =f(—x) cualquiera que sea X, es decir, toma los mis-
mos valores a los dos lados del eje de ordenadas, entonces es simétrica respecto a este eje.

A esta funciones se les llama pares A
porque las funciones polindmicas que
cumplen esta condicion sélo tienen térmi-
nos con exponente par.

Para construir la grafica de una funcién
simétrica respecto al eje de ordenadas,
sera suficiente representar graficamente f(-a) f(a)
los valores positivos, x> 0; el resto de la
grafica se obtendra por simetria respecto
al eje vertical

\4

Ejemplo: Lafuncion y=x*+3 es par, pues:

f(x)=x*+3

f(x)= () +3ox 43| TI=TEN)

Simetria respecto al origen de coordenadas

Si una funcion f(x) verifica que f(—x)=-f(x), cualquiera que sea x, entonces es simétrica
respecto al origen de coordenadas.

A esta funciones se les llama impares
porque las funciones polindmicas que
cumplen esta condicion sélo tienen térmi-
nos con exponente impar.

Para construir la grafica de una funcién
simétrica respecto al origen de coordena-
das sera suficiente conocer la gréfica co-
rrespondiente a los valores positivos de X;
x> 0. El resto se obtendrd por simetria
respecto al origen.
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Ejemplo: Lafuncién y= x®+3x esimpar, pues:

f(—x) = (=x)® + 3(—x) = —x* - 3x

—f(x) =~(x* +3x) = —x° - 3x = 1=9=-1)

Simetria respecto al eje de abscisas

No tiene demasiado interés, porque las correspondencias que presentan estas simetrias no
son funciones.

Para que la curva representativa de una funcion f(x) sea simétrica respecto al eje de absci-
sas, es condicion necesaria y suficiente que la ecuacion no se modifique al sustituir y por -y.

La ecuacion tiene la forma y = +f(x), es decir, para cada valor de x obtenemos dos valores

de y de signos opuestos, pero 0jo, esto no es una funcién salvo si la consideramos como dos
diferentes y=+f(x) e y=-f(x).

Ejemplo: y= VX es simétrica respecto al eje de abscisas, pues a cada valor de x le co-
rresponden dos valores opuestos en y:

4. Asintotas

Consideremos la gréafica de una funcién y = f(x). Si un punto (x,f(x)) de su gréfica reco-

rre la curva de tal manera que se aleja indefinidamente del origen de coordenadas, diremos
que dicho punto describe una rama infinita de la curva.

Una recta del plano es una asintota de la representacion grafica de y = f(x), cuando la dis-

tancia entre un punto de la curva y la recta dada tiende a cero, a medida que el punto de la
curva recorre una rama infinita.

Se distinguen tres tipos fundamentales y distintos de asintotas.

Asintotas Verticales

Si limf(x)=400 6 lim f(x) =40, 0 se dan ambas circunstancias a la vez, diremos
x—a*

X—>a"

gue la recta x=a es una asintota vertical de la funcién f(x).

Esto significa, que en las cercanias de “a”, la gréfica de la funcion y=f(x) se prolonga

indefinidamente en sentido vertical, acercandose a la recta x =a hasta confundirse practi-
camente con ella.

En los puntos donde hay asintotas verticales, debemos llevar a cabo un analisis de los limi-
tes laterales de la funcion, ya que los valores que toman nos daran razén del comportamiento
de la curva a ambos lados de la asintota vertical x=a. Podemos esquematizar lo que ocurre
en torno al punto *“a” segun los valores de los limites laterales, a través de algunos ejemplos.

LE.S. Historiador Chabds -33- Juan Bragado Rodriguez



1 X+ 2
f(xX)=— f(x)=
()= (=" k
lim f(X) =+ lim f(X) =—0 T o
X—0" Xx—1"
0
lim f(x) =400 lim f(X) =+
x— 0" x—1"
2+X -
f(x)= f(xX)=—
(=5 (="
Iirpf(x):+oo i Iirg[f(x):—oo
Iirgf(x):—oo ﬁ Iirgf(x):—oo

No debemos olvidar el caso en que alguno de las limites laterales no existe, debido, por
ejemplo, a que la funcién no esta definida para x>a 0 para x<a. En este caso, a la dere-

cha o a la izquierda de la asintota no habra curva. Asi, por ejemplo, y=Inx tiene una asin-
tota vertical en x=0 y a laizquierda de esta recta la funcion no esta definida.

* Las funciones polindmicas no tienen asintotas.

* La grafica de una funcion nunca corta a una asintota vertical.

Las asintotas verticales se localizan en los siquientes casos.

En las funciones racionales, cuando alguna de las raices del numerador coincide con
alguna de las raices del denominador, conviene simplificar la expresion, y en la gréafica
de la expresion resultante, la raiz comudn puede representar un punto de discontinuidad
evitable o una asintota vertical, como queda reflejado en los siguientes ejemplos:
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x? +4x -5

Ejemplo: Calcular las asintotas verticales de la funcion y = 5
X® =X

Las raices del denominador son x=0 y x=1, mientras que las del nume-
rador son x=1 y x=-5, por tanto la recta x=0 es una asintota vertical
mientras que en x =1 hay una discontinuidad evitable.

A la hora de hacer el estudio de la funcion podemos simplificarla, teniendo
en cuenta, que cuando la representemos graficamente, en x =1 hay una dis-
continuidad evitable. En el ejemplo, la funcién simplificada es:

y_x2+4x—5_ (x-1)(x+5) x+5
x? —X X(x — 1) X

. X+5 A
lim —=—-x
x—=>0 X

. X+5 1
lim —— =+ 5
x—>0" X |

Por tanto, larecta x=0 es una i
asintota vertical. -

X—2
x* —4x+4
Tanto la raiz del numerador como la del denominador, que es doble, es 2.
Simplificando la expresion, obtenemos:

Ejemplo: Calcular las asintotas verticales de la funcion y =

y= x-2 1
(x-2)> x-2

Por tanto, larecta x=2 es una
asintota vertical.
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e Veamos un caso de una funcion no racional, en la que el denominador tiende a cero
y sin embargo no hay asintota vertical.

Ejemplo: Calcular las asintotas verticales de la funcion y = — 1
e -

Tanto el numerador como el de-
nominador se anulan para x=0.
En este caso, no hay asintota ver-
tical sino un punto de discontinui-
dad.
. 5
lim =1
x>0 ¥ —1 L ‘
J‘ 5 ]
lim =1
x>0t X — 1
b) y=1tgf(x)

Las asintotas se obtienen resolviendo la ecuacion: f(x) = g + kn Kk eZ. En este caso,
hay infinitas asintotas verticales.

Ejemplo: Calcular las asintotas verticales de la funcion y =tgx

Las asintotas verticales son: A

X == + kn
2 Aj

lim tgx =+

v

o a

c) y=logf(x)
Las asintotas se obtienen resolviendo la ecuacion: f(x)=0,yaque log0— —o.
Ejemplo: Calcular las asintotas verticales de la funcion y = In(x + 2)

Resolvemos la ecuacion x+ 2 =0. La solucién Xx= -2 es una asintota ver-
tical.
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Como la funcién no esta definida A
para X<-2,no hay limite lateral 13

por la izquierda. /""'

lim In(X + 2) = —© 4

X—> -2

Asintotas Horizontales

Si limf(x)=a 6 Ilim f(x)=a, larecta y=a es una asintota horizontal de la fun-

X —> 400

cion f(x).

Esto significa que cuando x — o 0 X — —o la grafica de y = f(x) se aproxima progresi-
vamente a la recta y = a hasta confundirse practicamente con ella, lo que se traduce en que
la distancia f(x) —a, de la curva a la asintota, tiende a cero a medida que nos alejamos del
origen. El signo de f(x) —a nos dice si la curva esta por encima o por debajo de la asintota.

Si f(x)—a>0, entonces f(x)>a = lafuncidén esta por encima de la asintota.
Si f(x) —a<0, entonces f(x)<a = lafuncidn esta por debajo de la asintota.

Aunque frecuentemente ocurre que lim f(x) = lim f(x) y por lo tanto, la misma recta es
X—>+0 X— —©

asintota por la derecha y por la izquierda, es posible que sean distintas o que una de ellas no
exista y la otra si.

Una funcion tiene como maximo dos asintotas horizontales correspondientes a cada uno
de los limitesen +00 y — 0.

Las asintotas horizontales se localizan en los siquientes casos:

a) En las funciones racionales (expresiones que son cocientes de polinomios), s6lo hay
una asintota horizontal, y esta existe cuando el grado del numerador es menor o igual
que el grado del denominador. En este caso, si hay asintota horizontal por la derecha
(para x — +), la misma recta es asintota por la izquierda (para x — —o0), por tanto,
bastara con calcular s6lo uno de los limites.
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2 _ A
Ejemplo: Sea la funcion y:x—3x+3 1

x? —4
2 1
Iimx 23x+3=1 5
X" -4 = : : | >
. x?-3%+3 5
lim —=1 1

xo-o X2 4

Asintota y=1

b) En las expresiones que tienen radicales, la asintota horizontal por la derecha suele ser
distinta de la asintota horizontal por la izquierda.

2 A
] ., X%+ X
Ejemplo: Sea la funcion y = 1
X
2
X%+ X
lim =+1 !
X— +0 X
=
2 } t t t } »
X%+ X
lim =-1 —
X—>—© X -1
=1
Asintotas {y
y=-1

Para saber si la curva queda por encima o por debajo de la asintota horizontal, se
calcula el signo de f(x)—a. Si es positivo, la curva queda por encima y si es

negativo queda por debajo.
En nuestro ejemplo tenemos

2

X°+ X _10° . :
= ~ 1 —merxl0 5, 5.107>0 = Lacurvaqueda por encima.
X
\} X2 + X para x=-10° . .
— () ————— 199>0 = Lacurvaqueda porencima.
X

¢) En la funcion arco tangente, la asintota por la derecha es distinta de la asintota por la
izquierda.
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Ejemplo: Sea la funcion y = arctg x

. T
lim arctg x = 2
” =
. T
lim arctgx =——
X—> —© 2
T
y= 5
Asintotas
y=—_F
2

d) Hay funciones que tienen asintota horizontal por la izquierda pero no por la derecha y

viceversa.
Ejemplo: Sea la funcion y=¢e* - (x-1)

lim e*(x—-1) = +o

X—>+©

lime*(x-1) =0

X—>—o©

Asintota y=0

e) Una asintota horizontal puede cortar a la curva en varios puntos, aunque en la mayo-
ria de las funciones elementales la grafica permanece por encima o por debajo de la
asintota considerada a partir de un punto. Su papel de asintotas lo juegan para valores

grandes de la x.

i . senx
Ejemplo: Sea la funcion y =
X
. senx
lim =0
X—>+0 X
=
. senx
lim =0

X—> —© X

Asintota y=0

10
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Asintotas Oblicuas

Una recta que no es horizontal ni vertical, tiene por ecuacion y=mx+n, m= 0.

y=f(x)

En las dos figuras anteriores, elegimos dos puntos variables con la misma abscisa: El punto
R que pertenece a la recta y el punto P que pertenece a la grafica de la funcion.

Para cada X, la medida del segmento de extremos P y R es:

[f(x) = (mx + n)| =|f(x) - mx —n|

Si este valor se aproxima a cero, los puntos de la recta se aproximan cada vez mas a los pun-
tos de la funcion que tienen la misma abscisa; se dice entonces que la recta es una asintota
oblicua de la funcion. Intuitivamente significa que para valores de x cada vez mayores la re-
ctay la rama correspondientes de la grafica de la funcion tienden a confundirse.

Larecta y=mx+n, m=0 es una asintota oblicua de la grafica de la funcion y = f(x)
cuando al tender x—>o 0 x— —o la distancia entre la grafica y la recta tiende a
cero, o lo que es lo mismo, si existe alguno de las siguientes limites:

lim [f(x) - mx—n]=0

X—>+©0

lim [f(x) - mx—n]=0

X—>—©

a) Cdlculo de la pendiente m

Observemos que la condicion  lim [f(x) —mx— n] =0 también puede expresarse asi:

X— *oo
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lim [(f(x) -m _ﬂ) -x}: 0 loquenosconducea  lim (f(x) - _ﬂ) 0
X— *o X X X — too X X

ya que cuando un limite es producto de dos funciones, y su valor es cero, si el limite de
uno de los factores es +oo, entonces el limite del otro factor debe ser 0 (ya que cual-
quier otro valor k = 0 daria £k - o0, que siempre es +oo); por tanto

lim (m— m) =0 vya que lim n_ 0 de donde concluimos que:

X — towo X X—)ioox

m= Iimm

X—>too ¥

Segun el valor de m obtenido al calcular los limites anteriores, pueden darse tres casos:

1) mes un ndamero real no nulo.

La funcién tiene una asintota obli-
cua.

La rama de la curva se dice hiper-
bolica.

2) m=zow0 A 2

La funcién no tiene asintotas obli-
cuas.

La funcion puede tener ramas infi-
nitas como las que figuran al mar-
gen. Se les llama ramas parabdli-
cas de direccién OY, pues son si-
milares a las de la pardbola y = x*

v
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m=0

La funcién no tiene asintota obli-
cua.

La funcién puede tener una rama

infinita como la que figura al mar-
gen. Se le llama rama parabdlica
de direccién OX pues es similar a

la de la parabola y = v/x .

\

b) Cdlculo de la ordenada en el origen n

Para calcular el valor de “n”, recordemos la condicion que debia cumplir una asintota:

XLiToo [f(x) -mx-n]=0

Una vez conocido el valor de m, nos quedara un solo calculo por hacer:

n=lim [f(x) - mx

X—>*oo

]=0

* Al igual que ocurria con las asintotas horizontales, el signo de f(x) — mx, para va-

lores grandes de x 0 muy pequefios, nos dice si la
de la asintota.

* Una funcién puede tener como maximo dos asinto
da uno de los limites +w y — .

curva esta por encima o por debajo

tas oblicuas, correspondientes a ca-

Las asintotas oblicuas se localizan en los siguientes casos:

a) En las funciones racionales, sélo hay asintotas oblicuas cuando el grado del numera-

dor sobrepasa exactamente en una unidad el grad
misma recta es asintota oblicua por la derechay po

o del denominador En este caso, la
r la izquierda.

3 2
Ejemplo: Sea la funcién yzxji
2X° +2
x3 + 2x?
Tou? Lo 3 2
m= lim ) _ lim 2X~+2 _ |im X:i:l
X—>+0 X X —> +00 X Xx—>+0 2X° 4+ 2X 2 = y=_+1
3 2 2
n= lim [f(x) - mx]= lim in—i = lim 4)(2—2)(:
X— 40 X — 40 2X +2 2 X —> +0 4X +4
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Para x — —oo, se obtienen los
mismos valores de my n. Esto
significa, que la recta:

X
=—+1
Y 2

es asintota por la derecha y
por la izquierda

X-[x -1

Ejemplo: Sealafuncién y=
X+1
X-(-x+1) -x*+x
—x+1 si x<1 ol  xi1 x<1
x-1=< 0 si x=1 = y= si x=1
x=1 si x>1 (X — 2 _
X (x 1)=X X si x>1
x+1 x+1
x? =X
A 2
m= tim "9 i X+ iy X Xy
Xore X X X X+ X 4+ X = y=X-2
2
n= lim [f(x) - mx]= lim | === —x|= lim X,
X—> +00 x>+o| X417 x—>+0 X 4+ 1
—X? + X
2
m= fim 1 _ im —x+1 i XZ TX_ 4
xo-e o X xo-e X xo-o X 4 X =>y=-X+2
n= lim [f(x) - mx]= lim {‘

Hay dos asintotas oblicuas:

Juan Bragado Rodriguez
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b) Una asintota oblicua puede cortar a la grafica de una funcion en mas de un punto.

. L sen x
Ejemplo: Sealafuncion y=
X
sen x senx + x?
y=""4X=
X X
2
Sen X + X
. f(x . _senx+Xx* . sen x
m= lim T jim X i == im [1+ = =1
X+ X X — 400 X X—> +00 X X —> +00 X =
2
. | senx+x __senx
n= lim [f(x) - mx]= lim {——x}: lim —>==0
X— 40 X—> 400 X X—+© X
Larecta y=Xx esuna asintota oblicua.
2
Sen X + X
X)L X _senx+Xx* . sen x
m= lim === lim —>——= lim —— "= lim |1+ —~| =1
X—>-w X X—> =0 X X —> =00 X X—>— X —

n= lim [f(x) - mx]= lim

X—>—00 X—> —00

0

X

sen x + x? . senx
=2 2 _x|=lim =

Obtenemos la misma recta oblicua por la izquierda

Este es un ejemplo donde la
asintota oblicua corta en infi-
nitos puntos a la curva.

En x=0 hay una disconti- L
nuidad evitable, como queda
reflejado en la grafica de la
funcion. T

¢) Si una funcion tiene asintota horizontal por la derecha, no hay asintota oblicua por la
derecha, pero si puede haberla por la izquierda, y viceversa.
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Ejemplo: Sealafuncién y= X

X-e*+1
: X
lim ————=0
xowx-e* +1
X
1
m= fim 2 _ jim Lﬂ_llm— 1
X—>-wo X X—> —00 X X—)ooxe +1 — y:X
. : X —x?.e*
n=lim [f(x) - mx]= lim [—X—x}_ lim ———=0
X—> —o0 x>-o| X.-e* +1 X—> -0 ¥ . e +1
A
Hay una asintota horizontal L/

por la derecha
y=0

y una asintota oblicua por la
izquierda

y=X

—X

Ejemplo: Sealafuncibn y=——
—x-e7'+1

. X
lim ———=0
xo-o —x.e +1

= lim ( ) v
X—>+0 X X —> +00 X Xxo>+o X .0 % +1 = y=-X

_ _ w2 X
n= lim [f(x)—mx]: lim {—i(—(—l)x}: lim L:O
X—> 40 x—>+o| —_x.e7 % £ 1 -
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Hay asintota horizontal por la -
izquierda |

y=0

y una asintota oblicua por la
derecha

Ejemplo: Sealafuncion y=+/x* —x

2_
m= tlim 1) _ i Y =X

X400 X X—> +0%0 X

n= lim [f(x) - mx] = lim [Vx? —x—x]:—%

X —> +00 X—> 40

Asintota y=x —%

Por otra parte:

2
. X" =X
m= lim ———=-1

X— —0 X

n= lim \/xz—x—x]:% |

X—> —0

Asintota  y=-x+ %

LE.S. Historiador Chabds -46- Juan Bragado Rodriguez



5. Puntos de corte

Son puntos interesantes por donde va a pasar la grafica de la funcion y = f(x) . Su determi-
nacion, al menos teéricamente, es sencilla.

a) Cortes con el eje de ordenadas

Los puntos de corte con el eje de ordenadas se obtienen resolviendo el sistema:

y= f(X)}

Xx=0

b) Cortes con el eje de abscisas

Los puntos de corte con el eje de abscisas se obtienen resolviendo el sistema:

y=f(x)
y=0

c) Cortes con las asintotas oblicuas

Los puntos de corte con las asintotas oblicuas se obtienen resolviendo el sistema:

y=*(x) }

y=mx+n

6. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos
7. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion

8. Tabla de valores

La tabla de valores es util cuando nos falte informacion en algun intervalo de la grafica. En
los ejemplos que siguen, se ha hecho en todos los casos para hacer una representacion de la
gréfica lo mas exacta posible.

En definitiva, el estudio de la representacion grafica de una funcién lo haremos siguiendo estos
ocho pasos en el orden establecido.

A continuacion, se completa el estudio de las funciones analizadas anteriormente en los aparta-
dos de monotonia, concavidad, etc. En este estudio, se dan directamente los resultados alli obte-
nidos.
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