Problema 1 I

Hallar a, b y ¢ para que la funcion y=ax® + bx+ ¢ pase por el punto P(8,0) y tenga mi-
nimoen Q(6,—12).

Que pase por el punto P(8,0) significa que:
0=a-8+b-8+c
Que pase por el punto Q(6,—12) significa que:
~12=a-6°+b-6+cC
Que tenga minimo en el punto Q(6,—12) significa que:
y'(6)=0 — y'=2ax+b — y'(6)=12a+b=0

Resolviendo el sistema formado por las tres ecuaciones obtenemos los valores de a, b y c.

64a+8b+c=0 a=3
3ba+6b+c=-12; = <b=-36
12a+b=0 c=96

Problema 2

[

3 2
L ax® +bx“+5 . .
a) La funcién f(x)=—————— tiene, al menos, estas dos asintotas: x=2 e
X —c¢C

y =3x+ 2. Hallense los valores de a, b y c.
b) ¢ Tiene f(x) alguna otra asintota?
a) Si X =2 es una asintota vertical, significa que
22_¢c=0 = c=4

y=3X+2 es una asintota oblicua, lo que significa que, si la ecuacién de la asintota oblicua
es de la forma y=mx+ n, en nuestro caso m=3 y n=2, por tanto:

f(x) . ax®+bx*+5
m:I|m—:I|m3—:3 = a
X—> o0 X X— 0 X _CX

3

bx* +12x+5

X—> 0 X2 -4

2 = b=2

3 2
n=lim [f(x) - mx] = Jlﬁ{w‘ 3x}= lim

X° -4

LE.S. Historiador Chabds -1- Juan Bragado Rodriguez



Los limites calculados tienen el mismo valor si X — 400 COMO Si X— —o0 Yya que es una
funcion racional.

b) Por tener asintota oblicua por ambos lados, f(x) no puede tener asintotas horizontales. Las
asintotas verticales se hallan para aquellos valores de x que anulan el denominador y no anu-
lan el numerador. Ademas de x =2, ello también ocurre para x=-2, luego x=-2 es otra
asintota vertical.

Problema 3

]

determina el valor de la constante “a” para que la abscisa

Dada la funcion y=x+
X—a

del minimo local de dicha funcion, sea el doble que la del maximo local.

Tanto en el maximo como en el minimo local se verifica que f'(x) =0, por tanto:

4 (x—a)* -4

fr(x)=1- = =0 - (x-a)*-4=0
) (x—a)° (x—a)’ ( )
X=a-2
X—a=+4=42 = {
X=a+2
F(x) = 8 f"(a-2)=-1<0 = x=a-2 esun ma ximo
(x-a)® f'(a+2)=1>0 = x=a+2 esun minimo

Segun el enunciado del problema, se verifica:

a+2=2@-2) = a=6

Problema 4 I

Determinar los coeficientes m y n de la funcion f(x) = x® + nx®> + mx + 3, con la condicion
de que existan extremos relativosen x=1y x=3.

Si existe extremo relativo en x =1 se verifica f'(1) =0
f'fx)=3*+2nx+m — f')=3+2n+m=0
Si existe extremo relativo en x =3 se verifica f'(3)=0

f'(3y=27+6n+m=0

LE.S. Historiador Chabds -2- Juan Bragado Rodriguez



Las soluciones del sistema son:

3+2n+m=0 n=-6
27+6n+m=0 m=9

Problema 5

]

Halla la funcion polindmica de tercer grado cuya gréafica tiene un maximo en el punto
(=3,27) y un minimo en el punto (0,0).

Una funcidn polindémica de tercer grado tiene la forma f(x) = ax® + bx* + cx +d.
Pasa por el punto (-3,27):
f(-3)=27 — -27a+9%-3c+d=27
Pasa por el punto (0,0):
f(0)=0 —» d=0
Tiene un maximo en el punto (-3,27):
f'(-3)=0 — f'(x)=3ax*+2bx+c — 27a-6b+c=0
Tiene un minimo en el punto (0,0):
f'(0)=0 — c¢=0
Las soluciones son:
27a—6b:0} {a=2
—27a+9b =27 b=9
La funcién polinémica pedida es:

f(x) = 2x° + 9x?

Problema 6

]

Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos relativos y abso-

lutos de la funcién: f(x) =x*—2x+2 enel intervalo {—% g} :
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Si utilizamos la definicién de valor absoluto tenemos:

X2 +2X+2 si —%£x<0

-X si x<0
|x|=9 0 si x=0 f(x) = 2 si x=0
X si x>0

X2 —2x+2 si 0<x£§
La derivada es:

2X+2 si
f'(x) =
2X—2 si

X
m
L
|

X
m
[
o
Njw NI

,0{ - 2X+2=0 = x=-1

{ - 2X—-2=0 => x=+1

Los intervalos de monotonia son:
J-2o] + 10al 5 o3
2 2

f’(—%) =15>0 = enelintervalo }—%,0{ la funcion f(x) es creciente
f’@j =-1<0 = enelintervalo ]0,1[ lafuncion f(x) es decreciente

f/(1'29=05>0 = enelintervalo }1;[ la funcién f(x) es creciente

En resumen, el esquema de monotonia de f(x) es:

La funcion f(x) es creciente VX e}—%,o{u}l,g[

La funcion f(x) es decreciente  vx €]0,1]
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x=0 - f0)=2 =

Maximo relativo y absoluto en (0,2)

x=1 - fO=1 =

Minimo relativo y absoluto en (1,1)

\

Problema 7 I

Comprobar que la funcion definida por:

X2 —-x-6 si x<2
fx)=1_ ., .
2X° +3Xx—26 Sl x>2

es continua en el intervalo [—3,3] y encontrar los valores maximo y minimo de la funcion
f(x) en dicho intervalo.

En realidad, la funcion que tenemos que estudiar, teniendo en cuenta el intervalo que nos dan es:

X —X—6 Si XE[—S,Z]
f(x) =
2x°*+3x-26 si xe]2,3

Continuidad

Tanto para x<2 como para Xx>2 la funcion es continua. Estudiemos la continuidad para
X=2.

f(2) =4
. 2 _
Jim (X —x-6)=-4 _ — f(2) = lim f(x) =4
) = limf(x)=-4 X2
lim (2x® + 3x — 26) = -4 X2
x—2"

por tanto, la funcién es continuaen x=2.
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2Xx—1 i XE]—3,2[ — 2x-1=0 = x:%

f'(x)=
6x* +3 si xe]2,3[ - 6x*+3=0 = x=+-05
1 1 ,
Para x=-3 — f(-3)=6 Para X:E - f(5)=—625
Para x=2 — f(2)=-4 Para x=3 — f(3)=37

De todo lo anterior se deduce que el maximo absoluto se tiene para x =3 y vale 37. El minimo

lo tiene para X :% y vale —625.

Problema 8 I

a) ¢ Por qué toda funcién polindmica de tercer grado tiene un punto de inflexion?

b) ¢Qué valores deben tomar b y ¢ para que f(x) = x® + bx* + cx+1 tenga un extremo en
x=1 y un punto de inflexion en x=07? ¢El extremo que se obtiene en X =1 es mMaximo
0 minimo?

a) Una funcion polinémica de tercer grado es una expresion de la forma:

f(x)=ax® +bx* +cx+d con a=0

Se tiene:
f'(x) =3ax® + 2bx + C f”(x) = 6ax + 2b

Los puntos de inflexion se encuentran entre las soluciones de f”(x)=0. En nuestro caso,
so6lo hay una:

6ax +2b=0 = x:—£
3a

Como f"(x)=6a#0 = x= —3—2 es un punto de inflexion.

b)
f(x) =x*+bx® +cx+1 f'(x) =3x% + 2bx + ¢ f(x) = 6x + 2b

En x=0 hay un punto de inflexion = f"(0)=0 — 2b=0 = b=0

Sien x=1 hayunextremo = f'()=0 — 3+2bx+c=0
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Como b=0 = c¢=-3
El polinomio que resulta es: f(x) =x® -3x+1

Como f”"(1)=6>0 = en x=1 hay un minimo.

Problema 9 I

Determinar las condiciones que deben cumplir a, b y ¢ para que la funcion
y=ax’+bx+c:

a) Sea estrictamente creciente en ] —o00,+ oo[

b) Sea estrictamente decreciente en ] — 00,4+ [

a)
y'=3ax’ +b.

Para que y(x) sea estrictamente creciente en |- oo, + o[ hadeser y'(x)=3ax’+b>0.

Si a<0 entonces esta desigualdad no se cumple para ciertos valores de b, por tanto ha de ser
a>0.

Si b<0 estaclaroque para x=0 es y'(0)=b<0, por tanto ha de ser b>0.
a>0 y b>0 esnecesario y suficiente para que y’(X) sea estrictamente creciente VX eR.

b) Analogamente, resulta que a<0 y b <0 es necesario y suficiente para que y’(X) sea estric-
tamente decreciente VX eR.

Problema 10 I

La funcion f(x) = x® + ax® + bx + ¢, tiene un punto de derivada nula en (1,1), que no es
un extremo relativo. Razénese el valor de a, by c.

La gréfica de la funcion pasa por el punto (1,1), es decir, f(1)=1.
l+a+b+c=1 = a+b+c=0

Tiene derivada nulaen (1,1), luego f'(1)=0

f'(x)=3x* +2ax+b — 3+2a+b=0
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Si tiene derivada nulaen (1,1) y no es un extremo relativo, tiene que ser un punto de inflexion
con tangente horizontal, es decir f”(1)=0

f"(x)=6x+2a — 6+2a=0 = a=-3

Si a=-3 —> b=3 - c¢c=0 = f(x)=x>-3x*+3x

Problema 11

[

De un polinomio de tercer grado P(x), se sabe que P(1)=0, P'(1)=2, P"(1)=4,y
P"(1)=12. Calcular P(2).

Un polinomio de tercer grado tiene la forma P(x) = ax® + bx* + cx +d.
P’(x) = 3ax® + 2bx + ¢ P"(x) = 6ax + 2b P (x) = 6a
P1)=0 —» a+b+c+d=0
P1)=2 —> 3a+2b+c=2
P'()=4 — 6a+2b=4

P"(1)=12 — 6a=12 = a=2

Si a=2 = b=-4 = c=4 = d=-2 = PX)=2x>-4x"+4x-2

P(2)=2-2°-4.22+4.2-2=6

Problema 12

[

Durante los treinta dias consecutivos de un mes las acciones de una determinada compafiia
han tenido unas cotizaciones dadas por la funcion f(x) = 0'2x* — 8x + 100, donde X es el
namero de dias transcurridos. Halla los dias en que las respectivas acciones estuvieron en

baja (bajando de precio) y los que estuvieron en alza. ;Qué dia del mes alcanzaron el valor
maximo? ¢Y el valor minimo?
f'(xX)=04x-8=0 = x=20

f"(xX)=04>0 = en x=20 hay un minimo relativo

Los intervalos de monotonia son:
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]0,20[ ; ]20,30[
f'(10)=-4<0 = enelintervalo ]0,20[ la funcion f(x) es decreciente.

f'(25)=2>0 = enelintervalo ]20,30[ lafuncion f(x) es creciente.

La funcion f(x) es creciente  vx e]20,30]

La funcion f(x) es decreciente  vx ]0,20[

x=0 — f(0)=100 x=30 — f(30)=40 x=20 — f(20)=20

De los datos anteriores se deduce que, las acciones empezaron a 100, fueron bajando hasta el dia
20 en que quedaron a 20 y luego subieron hasta el dia 30 en que estaban a 40, es decir, el primer
dia se obtiene el maximo absoluto de la funcién y vale 100, y el minimo absoluto se obtiene el
dia 20 y vale 20.

Problema 13 I

Hallar a, b y ¢ en la funcion y=ax® + bx* + cx + d, sabiendo que su tangente en el punto
(1,1) eslarecta y=-x+ 2y que tiene un extremo en el punto (0, 2).

y’ = 3ax* + 2bx + ¢
Pasaporel punto (1,1) —» y@)=1 —» a+b+c+d=1
Latangenteen (1,1) eslarecta y=-x+2 —> y'()=-1 —> 3a+2b+c=-1
Pasaporelpunto (0,2) — y(0)=2 — d=2
Posee un extremoen (0,2) — y'(0)=0 — c¢=0

Para calcular a y b resolveremos el sistema:

a+b+0+2=1 a+bh=-1 a=1
3a+2b=-1 3a+2b=-1

La funcion pedida es:

y=x>-2x"+2
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Problema 14 I

Dada la funcion y=ax® + bx? + cx + d, hallar los coeficientes a, b, ¢ y d para que se verifi-
gue que la gréafica de la funcién tenga un punto de inflexion en (0, 0), siendo la tangente en
ese punto paralela a larecta 4x—y=>5 y ademas pase por el punto (1,1).

y’' =3ax’ + 2bx +C y" = 6ax + 2b
Pasa por el punto (0,0) — y(0)=0 —» d=0
Tiene un punto de inflexiénen (0,00 — y”(0)=0 — 2b=0 = b=0

La tangente en (0,0) es paralela a la recta 4x—y =5, lo que significa que la derivada de la
funcién en el punto de abscisa 0, es igual a la pendiente de larecta 4x—y=5, es decir, 4.

y'(0=4 —> c=4
Pasa porel punto (1,1) —» y@)=1 —» a+b+c+d=1 = a=-3
la funcién pedida es:

y=-3x> + 4x

Problema 15 I

Una funcién U=f(x) definida en [0,M] que cumpla que f(0)=f'(M)=0, f(x)>0,
f'x)>0, y f"(x) <0, se llama en economia una funcion de utilidad total. Dibuja aproxi-
madamente la grafica de U = f(x) y razona la forma.

Si f(0)=0 —  Pasa por el origen.
Ua
Si f'(M)=0 = Enel punto (M,f(M)) la
tangente es horizontal (M. f(W))
(0,f(M))
Si f(x)>0 =  La curva se mantiene por
encima del eje OX.
Si f/(xX)>0 =  La curva siempre es cre-
ciente.
> X
0,0
Si f"(x)<0 =  Lacurvaes convexa. ©.9 (M. 0)
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Problema 16 I

Conocidas las graficas de las funciones de variable real y(x) =cosx e y(x) = Inx, represen-

ta:
a) y(x)=2+Inx b) y(x) = X+ cosx

a) La unica diferenciaentre y(x)=Inx e y(X)=2+Inx es que la segunda estara traslada-
da 2 unidades hacia arriba, como se indica a continuacion:

>»

A y4

i y=2+Inx

A\
>

b) En el caso de las funciones y(x)=x e y(x)=cosx, la funcién y=x+ cosx se obtiene su-

mando las ordenadas correspondientes a estas dos curvas para cada abscisa. Resulta una curva
que aproximadamente es como sigue.

y=X

Problema 17

Una poblacién de insectos crece con arreglo a laley y=1+ 2e*, donde “y” es el nUmero de
miles de insectos y “x” es el tiempo en meses desde el momento presente. Haz una grafica
de la funcion de crecimiento. ¢En cuanto tiempo se duplicara la poblacion inicial?
(x=0)7? ¢En cuanto tiempo se duplicara la poblacion existente después del primer mes?

|
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Utiliza la calculadora para las operaciones. Expresa la funcion D(x) que calcula el tiempo
de duplicacion de la poblacion existente en el instante Xx.

La poblacién inicial es
y(0)=1+2e°=3 — esdecir, hay 3000 insectos en el instante en que se empieza a contar.

Se duplicara en el instante “x” tal que:
X X 5 5 1
y(x)=1+2e"=6 — e =5 - x=InE:09162 meses

En el primer mes hay:
y(1) =1+ 2e' = 6'4365 miles

se duplicara cuando transcurra un tiempo “t” tal que:

ol _ 1+4e

yl+t)=1+2e""=2-(1+2e) — 2" =2+4e-1 — 5

1+ 4e

1+t=1In — t=0'78113 meses

La poblacion en el instante “x” es y(X) =1+ 2e*. Se pide ahora el tiempo D(x) que ha de
transcurrir a partir del instante “x” para que la poblacion pase a ser 2y, es decir:

y(x+ D(x)) = 2(1+ 2¢*)
Como y(x+D(x))=1+2e*"® - 2(1+2e*) =1+ 2™ =1+ 2e*e"®

0w =148 b= n 1;4xe
e

X

y A
Podemos comprobar que si: T

x=0 — D(0)= In% — 0'91629

x=1 - D()=In1"%_0g78113 64365
que coincide con los resultados de las pregun- T A
tas anteriores 1
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Problema 18 I

El indice de inflacién de cierto pais fue variando, durante el afio 1987, segun la expresién

2_
i(t) = 15t + L0

, donde t es el tiempo en meses desde principios del afio. Se pide:

a) ¢Durante qué meses el indice de inflacidn fue creciendo?

b) Si el gobierno tiene previsto devaluar la moneda del pais cuando el indice de inflacion
alcance el valor de 16’5, ¢en qué mes tomara la decision?

a) i'(t)= 15+2i0- (2t-18) :Zt;—sgz> 0 para t>0 = el indice de inflacion siempre cre-
ce.
t? -8t , t=11257
b) 15t + =165 —> t°+292t-330=0 =
t=-293125

La Unica solucién positiva es t=11257, por tanto, durante el mes de febrero se alcanza el
indice 16°5. Febrero sera el mes de la devaluacion.

Problema 19 I

Sea f una funcion real definida en todo R. Se conocen sobre f los siguientes datos:

— esderivableen x=-1
— esdiscontinuaen x=0
— es derivable en ] 2,oo[

Razona si las siguientes afirmaciones son falsas:

a) La funcion f es continua en —1.

b) La funcién f es derivable en 0.

¢) En el intervalo [10 : 15] , alcanza un maximo y un minimo.

a) Verdadero, ya que, por ser derivable la funcion en x =—1, debe ser continua en dicho punto.
b) Falso, ya que si no es continua en x =0, no puede ser derivable en dicho punto.

c) Sobre lo que pueda pasar con los maximos y minimos en el intervalo [10,15] no hay informa-

cién suficiente para afirmar ni negar nada. Se puede construir f con todas las propiedades se-
fialadas y que tenga tales maximos o minimos, y otra f que no los tenga.
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Problema 20 I

3 —
Estudio y representacion grafica de la funcion  f(x) = X (3x-8)

12
1. Dominio
D[f(x)]=V¥xeR
2. Periodicidad

(x+T)*-[3(x+T) -8

> #f(X).

No es periddica, yaque f(x+T)=

3. Simetrias

Simetria respecto al eje de ordenadas

Fx) = (% [3(-x)-8] —x*-(-3x—8) x°-(3x+8)
- 12 N 12 12

f(x)=f(—x) = Lagréaficade la funcion no es simétrica respecto al eje de ordenadas.

Simetria respecto al origen de coordenadas

x°-(3x—-8) —x*-(3x—8)
12 12

—f(x)=-
f(-x) =—-f(x) = La gréafica de la funcion no es simétrica respecto al origen de coordena-
das

4. Asintotas
Por ser una funcion polinébmica no tiene asintotas.

5. Cortes con los ejes

Cortes con el eje de ordena-

das

~x°-(3x-8)

y= 12 — y=0 Cortaenel punto (0,0).
x=0
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Cortes con el eje de abscisas

~x°-(3x-9) x*=0 = x=0
y= 12 - x*-(3x-8=0 — 8
y=0 3

Cortaen los puntos (0,0) vy (%Oj

6. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

Mzi.(gx“ -8x%) — ff(x)zi

f(x) =
&) 12 12 12

-(12x3 - 24x?)

Veamos los valores para los que f’(x) se anula:

Xx=0

12x° - 24x* =0 — 12x*(x-2)=0 = {x—Z

Los intervalos de monotonia son:

]-,0[ ; ]0.2[ ; ]2,0]

f'(-1)=-3<0 = enelintervalo ]-o0,0[ lafuncién f(x) es decreciente.
f'()=-1<0 = enelintervalo ]0,2[ Ilafuncién f(x) es decreciente.

f'(3=9>0 = enelintervalo |2, lafuncién f(x) es creciente.

En resumen, el esquema de monotonia de f(x) es:

Signo de f' - - +

Monotonia de f ~ 0 — 2 7

La funcién f(x) es creciente vxe]2,o]

La funcion f(x) es decreciente VX e] — 0, 2[
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Minimoenel punto  (2,-173)

7. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexién

f(x) = % - (36x* — 48x) = x(3x — 4)

Los valores de x para los que se anula f”(x) son:

X(3x-4)=0 —
X-4=0 = x=

Los intervalos de concavidad y convexidad son:

oot J4e]

f'(-1)=7>0 = enelintervalo ]-o,0[ lafuncién f(x) escéncava

f"(1)=-1<0 = enelintervalo }0% la funcidn f(x) es convexa

la funcion f(x) es concava

f"(2)=4>0 = enelintervalo }Eoo

En resumen, el esquema de concavidad y convexidad de f(x) es:

+

NN

Signode "

Concavidad / Convexidad

La funcion f(x) es concava VX e]—oo,O[u}%,oo‘:

La funcion f(x) es convexa VX e} 0%[
: . 4 .
Punto de inflexion (0,0) y (5,— 0 79)
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8. Tabla de valores A
x | f(x)
2] 933
-1] 091
05 | —0'06
1 | -041 17
15 | —0'98
25 | —0'65 | | 1 >
3 | 225
4 | 2133

Problema 21 I

XZ

Estudio y representacion grafica de la funcion  f(x) = Zix 2
X+ X—

1. Dominio

x=1

X =D D[f(x)]=VxeR-{-2,1}

X>+x-2=0 = {

2. Periodicidad
(x+T)?
X+ +(x+T)-2

No es periddica, yaque f(x+T)=

= f(X).

3. Simetrias

Simetria respecto al eje de ordenadas

(_X)Z B XZ
X)2+(=X) -2 x>-x-2

f(-x) =

f(x)=f(-x) = Lagrafica de la funcidn no es simétrica respecto al eje de ordenadas.

Simetria respecto al origen de coordenadas

NG —x?

) X2 +x—2 X +x-2
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f(-x)#—f(x) = La gréafica de la funcion no es simétrica respecto al origen de coordena-
das

4. Asintotas

Asintotas verticales

lim 5 2:00
X—>-2" — - -
X +§( = Larecta x=-2 esuna asintota vertical.

X

I 5 = —0

x>-2" X* + X =2
2

lim — 2:—00

X—1" — , .

ot X +Z( = Larecta x=1 esuna asintota vertical.

lim 2 =00

x> XS+ X—2

. x? . (-x)? X
lim — = lim —————= — =1
X>-0 X X —2 Xo+» (—X) —X—2 x-o+0X . .
) , = y=1 esuna asintota horizontal.
. X
lim = lim —=1

Asintotas oblicuas

No tiene, ya que se trata de una funcion racional en la que el grado del numerador es igual al
grado del denominador.

5. Cortes con los ejes

Cortes con el eje de ordena-

das

XZ
y:x2+x_2 — y=0 Cortaenelpunto (0,0).
x=0

Cortes con el eje de abscisas

NG )

_ X
X2 +x-2p &> ———=0 - x*=0 = X
0 X°+X-2

0

< <
I
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Cortaenel punto (0,0)
6. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

2X(X2 +x-2)-x*(2x+1)  x* -4x

(x2+x—2)2 (x2+x—2)2

f'(x) =
Los valores de x para los que la funcion f’(x) es discontinua son los mismos que para f(x).
Veamos los valores para los que f’(x) se anula:

x=0
X—4=0 = x=4

2_
X2 0 5 xPodx=0 > x(x-4)=0 - {

(x2 +X— 2)
Los intervalos de monotonia son:

]—oo,—2[; ]—2,0[ ; ]0,1[ ; ]1,4[ , ]4,00[

f'(-3)=131>0 = enelintervalo |-o,—2[ lafuncién f(x) es creciente.
f'(-1)=125>0 = enelintervalo |-2,0[ lafuncién f(x) es creciente.
f/(05)=-112<0 = enelintervalo ]0,1[ lafuncién f(x) es decreciente.
f'(2)=-025<0 = enelintervalo ]1,4[ lafuncién f(x) es decreciente.

f'(5)=0'0060 = enelintervalo ]4,oo[ la funcion f(x) es creciente.

En resumen, el esquema de monotonia de f(x) es:

Signo de f' + + - - +

Monotonia de f /7—2 7 0 — .1 — 4 >

La funcion f(x) es creciente vxe]|-w,-2[U]-2,0[U]4, x|
La funcion f(x) es decreciente  Vx e] 0,1[ U ] 1,4[
Minimo enel punto  (4,0'8)

Méaximo en el punto  (0,0)
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7. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexién

(2Xx —4)(X* +x—2)% — (X* —4x)-2(X* +x—=2)(2x + 1) _

(9= (X* +x-2)*

(2x—4)(X* +x—2) — (X* —4x)-2(2x+1) -2x°+12x* +8

(X* +x-2)° (X* +x-2)°

Los valores de x para los que la funcién f”(x) es discontinua son los mismos que para f'(x).

Los valores de x para los que se anula f”(x) son:

—2x% +12x%* +8

> —=0 — -2x*+12x* +8=0 = x=6'10
(X" +x-2)

Los intervalos de concavidad y convexidad son:
]—oo,—z[ ; ]—2,1[ ; ]1,6‘10[ ; ]6'10,00[

f"(-3)=2'65>0 = enelintervalo ] —0,—2 [ la funcion f(x) es concava
f"(0)=-1<0 = enelintervalo ]-2,1[ lafuncién f(x) es convexa
f"(2)=062>0 = enelintervalo ]1,610[ lafuncién f(x) esconcava

f"(7)=-0'0005<0 = enelintervalo ]610,00[ lafuncién f(x) esconvexa

En resumen, el esquema de concavidad y convexidad de f(x) es:

Signo de "' * B * -

Concavidad / Convexidad \/ -2 /_\ 1 \_/ 6'10 /—\

La funcion f(x) es concava vxe|-w,-2[U]1,610]
La funcion f(x) es convexa vxe]-2,1[u]610,0]

Punto de inflexion (6'10,0'90)
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8. Tabla de valores

x | ()
-5 | 138
-3 | 2'25

05 | -0'2

-1 | 05 k
—05 | =011 —t—t— ‘ 1

1\l
15 | 1'28 1
2'5 | 092
6 0'9

v

Problema 22 I

3
Estudio y representacion grafica de la funcion

X
= (X + 1)2

1. Dominio

(x+1)*=0 = x=-1 D[f (x)]=VxeR-{-1}
2. Periodicidad

3
No es periodica, yaque f(x+T)= (x+T)

m#f()().

3. Simetrias

Simetria respecto al eje de ordenadas

Fox) =X . = :
(-x+1) (=x+1)
f(X) = f(—x)

Simetria respecto al origen de coordenadas

3 3
f(x)= - X X

X+1?  (x+1)2

L.E.S. Historiador Chabds -21-

— Lagrafica de la funcién no es simétrica respecto al eje de ordenadas.

Juan Bragado Rodriguez




f(-x)#—-f(x) = La gréafica de la funcion no es simétrica respecto al origen de coordena-
das

4. Asintotas

Asintotas verticales

3

. X
lim W:—
x=>-1 (X + , .
. = Larecta x=-1 esuna asintota vertical.
) X
Iim ———=—

x>-1' (X +1)°

Asintotas horizontales

lim X—S_ lim i_ i _—Xa__
x—-w (Y 1)2 T X+ (—X+1)2 T X+ XZ _2x+1_
( +3 ) = No hay.

+00

lim ——— = lim —————=
xo4m (X +1)° xore X® +2x+1

Asintotas oblicuas

Sabemos que hay asintota horizontal porque es una funcion racional, en la que el grado del
numerador es una unidad mayor que el grado del denominador.

3
2 3 2
m=tim 1O g OOy Xy X m=1
X—>+o X X—> +00 X X~>+00X.(X+1) Xx—>+0 X% £ IX +1 — )
3 oy2 -
n= lim [f() - mx]= lim | —x|= lim ~2X "X _ 5
X— 400 X — 400 (X+1) X —> +00 (X+1)

Larecta y=Xx-—2 esunaasintota oblicua.

Como es una funcion racional, la misma recta es asintota oblicua por la izquierda que por la
derecha.

5. Cortes con los ejes

Cortes con el eje de ordena-

das

X3
y:(x+1)2 — y=0 Cortaenel punto (0,0).
Xx=0

LE.S. Historiador Chabds -22- Juan Bragado Rodriguez



Cortes con el eje de abscisas

X3
X3
X +1)2
é ) (x +1)?

y
y
Cortaenel punto (0,0)

Cortes con la asintota oblicua

3
X 3

(x+1)°
y=X-2

y:

X _x—2 - x*=x*-3%-2 = x=-0% — y=-2%
(x+1)?

Cortaen el punto (—0%6,-2'6)

6. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

- (x+1)%-x*-2(x+1) I (x+1)-2x> x°*+3x°

)= (x+1)° (x+1) (x+1)

Los valores de x para los que la funcion f’(x) es discontinua son los mismos que para f(x).
Veamos los valores para los que f’(x) se anula:

x2=0 = x=0
X+3=0 = x=-3

x3 +3x?2

—=0 > xX*+3%’=0 > x’(x+3)=0 — {
(x+1)

Los intervalos de monotonia son:
]-0,-3[ ; ]-3,-1 ; ]-1.0[ ; ]0,]

f'(-4)=059>0 = enelintervalo |-o,—3[ lafuncién f(x) es creciente.
f'(-2)=-4<0 = enelintervalo ]— 3,— 1[ la funcién f(x) es decreciente.
f'(-05)=5>0 = enelintervalo |-1,0[ lafuncién f(x) es creciente.
f'(1)=05>0 = enelintervalo ]0,0[ lafuncién f(x) es creciente.

En resumen, el esquema de monotonia de f(x) es:
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Signo de f' + - + +

Monotonia de f 7 -3 ~, 1 0 7

La funcion f(x) es creciente VX €]-o0,-3[U]-1,0]
La funcion f(x) es decreciente  Vx e]-3,-1]
Maximo en el punto  (-3,- 6'75)

7. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexién

_ (3% + 6X)(X +1)° — (x® +3x?) - 3(x +1)* _

e (x+1)°

(X% +6x)(x+1)— (x> +3x*)-3  6x
(x+1)* C(x+1)*

Los valores de x para los que la funcién f”(x) es discontinua son los mismos que para f'(x).
Los valores de x para los que se anula f”(x) son:

6Xx
(x+1*

=0 »> 6x=0 = x=0

Los intervalos de concavidad y convexidad son:
]-o0,—1[ ; ]-1,0[ ; ]0,»]

f"(-2)=-12<0 = enelintervalo ]-oo,—1[ lafuncién f(x) es convexa
f"(-05)=-48<0 = enelintervalo ]-1,0[ lafuncién f(x) esconvexa

f"(1)=037>0 = enelintervalo ]0,c0[ lafuncién f(x) escéncava

En resumen, el esquema de concavidad y convexidad de f(x) es:
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La funcion f(x) es concava VX e] 0 ,oo[

La funcién f(x) esconvexa ~ Vxe|-o,-1[U]-1,0]

Punto de inflexion (0,0)
8. Tabla de valores A
x | f(x)
-5 | -781 51
-4 | -711
-2 -8
-05| -0 1 5 >
05 | 005
15 | 054
2'5 | 127
6 | 440

Problema 23 I
2 —
Estudio y representacién grafica de la funcion  f(x) = %
X —
32
La funciones f(x)= 2x2—x
2x° -1

1. Dominio

x=-0'70

=070 D[f(x)] = vx eR - {-070,070}

2x?-1=0 = {

2. Periodicidad

2(x+T)* = (x+T)?
2(x+T)* -1

No es periodica, yaque f(x+T)= #T(X).
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3. Simetrias

Simetria respecto al eje de ordenadas

2(-x)° = (-x)? _ -2x®-x°
2(-x)* -1 2x* -1

f(=x) =

f(x) = f(—x) = Lagrafica de la funcién no es simétrica respecto al eje de ordenadas.

Simetria respecto al origen de coordenadas

2x° x> -2x° +x?

—f(X)=- =
%) 2x? -1 2x? -1

f(-x) =—f(x) = La gréafica de la funcion no es simétrica respecto al origen de coordena-
das

4. Asintotas

Asintotas verticales

o 2x3—x?
lim 7 1 = -
-0'7 — . -
- , )Z X — Larecta x=-0'7 es una asintota vertical.
X =X
li ; =40
x—>-07" 2x° =1
o 2x3—x?
lim 7 1 =—0
0'7” — - -
- )i ) = Larecta x=0'7 esuna asintota vertical.
. 2X° =X
lim = +00

Asintotas horizontales

o2 -xr L 2(—x)* =28
lim - = lim ;= = —00
X—> —o0 2X -1 X —> +00 2(—X) X—>+0 Y
s o = No hay.
2X° —X .

lim

= 1im = +00
X—> +00 2)(2 -1 X—> +00 2X2

Asintotas oblicuas

Sabemos que hay asintota horizontal porque es una funcion racional, en la que el grado del
numerador es una unidad mayor que el grado del denominador.
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2x% — x?
7 A 32 3
m = |imM: lim -2X" =1 _ |im2X3—X: ; 2%:1 m=1
X—>+0 ¥ X — +0 X X—> +0 2X —X X~>+002X =
2x° — x? X2 +Xx n=-0%
n= lim [f(x) -mx]= lim | =———-x|= lim ——=-05
X —> 400 X —> 400 2X _1 X —> +o0 2X _1

Larecta y=x-—0%5 esunaasintota oblicua.

Como es una funcion racional, la misma recta es asintota oblicua por la izquierda que por la
derecha.

. Cortes con los ejes

Cortes con el eje de ordena-

das

2P -x?

~ 2x2-1¢ — y=0 Cortaenelpunto (0,0).
x=0

Cortes con el eje de abscisas

_M 2X3—X2

Y=k 1! > ﬁzo - 2X*-x*=0 -»>2x*°-x*=0 —
X —_

y=0

x2=0 = x=0

x?(2x-1)=0 —
2X—-1=0 = x=05

Cortaen los puntos (0,0) y (0'5,0)

Cortes con la asintota oblicua

—M 2X3—X2

(P WO QN ﬁ:x—O'S - 2} -x?=2x*-x*-x+05 = x=05
X —

y=x-05%

Cortaenel punto (0'5,0)

. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

(6x* — 2x)(2x? —1) — (2x*® — x*)4x _

£1(x) =
*) (2x2 —1)2
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12x* —6x° —4x° +2x - 8x* +4x° _ 4x* —6x* +2X
(2x® 1)’ (2x® -1)°

Los valores de x para los que la funcion f'(x) es discontinua son los mismos que para f(x).
Veamos los valores para los que f'(x) se anula:

4_ 2
4x* — 6x +2x:0 — 4x'-6x>+2x=0 — 2x(2x®*-3x+1D=0 —

(2x* ~1)°
2x=0 = x=0
x=1
2x* —3x+1=0 = <x=0'36
X =-1'36

Los intervalos de monotonia son:
]-o0,-136[; |-136,-07[ ; ]-07,0[ ; ]0,036] ; ]0'36,07[ ; |07,1] ; |1,0]

f'(-2)=073>0 = enelintervalo |-o,—136[ lafuncién f(x) es creciente.
f'(-1)=-4<0 = enelintervalo ]— 136,— 0'7[ la funcion f(x) es decreciente.
f'(-05)=-9<0 = enelintervalo |-07,0[ lafuncién f(x) es decreciente.
f(02)=019>0 = enelintervalo ]0,036[ lafuncion f(x) es creciente.
f/(05)=-1<0 = enelintervalo ]036,07[ lafuncién f(x) es decreciente.
f(08)=-767<0 = enelintervalo ]0'7,1[ lafuncién f(x) es decreciente.

f'(2)=089>0 = enelintervalo ]1,oo[ la funcion f(x) es creciente.

En resumen, el esquema de monotonia de f(x) es:

Signo de f' +

— — + - - +

Monotonia de f -136 07 0 0'36 07 1
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La funcion f(x) es creciente Vxe|-o0,-136[U]0,086[U]1,o]

La funcion f(x) es decreciente  Vx e]-136,-07[u]-07,0[w]036,07[U]07,1]
Minimo en los puntos  (0,0) y (1,2

Maéaximo en los puntos  (—136,—255) y (0'36,0'049)

7. Concavidad vy convexidad. Puntos de inflexién

(16x° —12x + 2)(2x% —1)? — (4x"* — 6x? + 2x)2(2x? — 1)4x
fr(x) = (2% —1)° =

(16x° —12x + 2)(2x* — 1) — (4x* — 6x* +2x)8x _ 8x® —12x* +12x — 2
(2x* -1)* (2x® -1

Los valores de x para los que la funcién f”(x) es discontinua son los mismos que para f'(X).

Los valores de x para los que se anula f”(x) son:

8x° —12x% +12x -2

— =0 — 8x’-12x*+12x-2=0 = x=020
(2x* =1)

Los intervalos de concavidad y convexidad son:

]-w,-07[ ; ]-07,020] ; ]020,07[ ; ]07,[

f"(-1)=-34<0 = enelintervalo ] —0,— 0'7[ la funcién f(x) es convexa
f"(0)=2>0 = enelintervalo ]— 0'7,0'20[ la funcion f(x) es concava
f7(05)=-16<0 = enelintervalo ]020,07[ Ilafuncién f(x) es convexa

f"(1)=6>0 = enelintervalo ]020,[ lafuncién f(x) esconcava

En resumen, el esquema de concavidad y convexidad de f(x) es:
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La funcion f(x) es concava vx€]-07,020[ U]07,00]

La funcion f(x) es convexa Vx e|-w,-07[1L]020,07]

Punto de inflexion (0'20,0'02)
8. Tabla de valores A
x | f(x)
-5 | -7%81
-4 | -111 /
-2 | -8 v
-05 | =05 [ 1 ‘1 »
05 | 005 =
15 | 054
2'5 | 127
6 | 440

Problema 24 I
_(x+3)?

Estudio y representacion grafica de la funcion  f(x)=e 2

1. Dominio
D[f(x)]=V¥x eR

2. Periodicidad

_(><+T+3)2
No es periddica, yaque f(x+T)=e 2 =f(x).

3. Simetrias

Simetria respecto al eje de ordenadas

(-x+3)?

f(-x)=e 2
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f(x)=f(-x) = Lagrafica de lafuncidn no es simétrica respecto al eje de ordenadas.

Simetria respecto al origen de coordenadas

7(x+3)2

—f(x)=—e 2

f(—x) #—f(X) = La grafica de la funcion no es simétrica respecto al origen de coordena-
das

4. Asintotas

Asintotas verticales

No tiene.

Asintotas horizontales

_(x+3)° _(-x+3)?
ime 2 =1Ilime 2 =0
X — —0 X—> +o© , .
- = Larecta y=0 esuna asintota horizontal.
X+

lime 2 =0

X—> 400

Asintotas oblicuas

m= lim —== lim ———=0 = No hay asintota oblicua.

X—>+o X X—> 40 X

5. Cortes con los ejes

Cortes con el eje de ordena-

das

_(x-¢-3)2
y=e °? — y=0011 Cortaenel punto (0,001).
X =

Cortes con el eje de abscisas

_(x+3)? (x+3)2
y=e °? —> e 2 %0 — Nocortaal eje de abscisas.
y=0

6. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

_(x+3)° (x+3)?

fliy=e '(‘%)'Z(X+3>=(—x—3)-e :
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Veamos los valores para los que f'(x) se anula:

_(x+3)° —-X-3=0 = x=-3
(—X — 3) e 2 =0 —> _(x+3)?

Los intervalos de monotonia son:

J-o0.-3[ 5 ]3]

f'(-4)=060>0 = enelintervalo ] —00,— 3[ la funcion f(x) es creciente.

f'(0)=-003<0 = enelintervalo ]-3,00[ lafuncién f(x) es decreciente.

En resumen, el esquema de monotonia de f(x) es:

Signo de ' + -

Monotonia de f 7 -3 ~

La funcion f(x) es creciente vxe]-o,-3|
La funcion f(x) es decreciente  Vx €] -3,00]
Maximo en el punto  (-3,1)

7. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexién

_(x+3)° _(x+3)°

f'"(x)=—e 2 +(-x-3)-e 2 -(—%)-2(x+3):e

_(x+3)°

2 [+ (x=3)?]=

_(x+3)2
e 2 -[x2+6x+8]

Los valores de x para los que se anula f”(x) son:

_Oe3)?

_(x+3)° e 2 =0
e 2 -[x2+6x+8]=0 N

X=-2

x’+6x+8=0 = {
X=-4
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Los intervalos de concavidad y convexidad son:
|-o0,—4] ; ]-4.-2[ ; ]-2.»]
f"(-5)=040>0 = enelintervalo ]— 0,— 4[ la funcion f(x) es concava
f'(-3)=-1<0 = enelintervalo |-4,-2[ lafuncién f(x) esconvexa

f"(0)=008>0 = enelintervalo ]— 2 ,oo[ la funcion f(x) es concava

En resumen, el esquema de concavidad y convexidad de f(x) es:

Signo de f"' * - *

Concavidad / Convexidad \__/ 4 /N2 /'

La funcién f(x) es concava vxe|-ow,-4[U]-2,0]

La funcion f(x) es convexa vxe|-4,-2]

Puntos de inflexién (-4,060) y (-2,060)
8. Tabla de valores A
1 _
X f(x)
-8 | 0000003
-5 013
-35 0'88
-2'5 0'88
-15 0'43
2'5 | 0'00004
é »
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Problema 25 I

. . g . Inx
Estudio y representacion grafica de la funcion  f(x) =—

1. Dominio
D[f(x)]=¥x>0
2. Periodicidad

In(x + T)

No es periodica, yaque f(x+T)= = f(X).

3. Simetrias

Simetria respecto al eje de ordenadas

F(—x) = InS(x)

f(x) = f(—x) = Lagréfica de la funcidn no es simétrica respecto al eje de ordenadas.

Simetria respecto al origen de coordenadas

1) =

f(-x) = -f(x) = La gréafica de la funcion no es simétrica respecto al origen de coordena-
das
4. Asintotas

Asintotas verticales

. Inx . .
. lim——=-0 — Larecta x=0 esuna asintota vertical por la derecha.
x—=>0" X

Asintotas horizontales

. Inx . .
lim —=0 - Larecta y=0 es unaasintota horizontal.

X—> +00 X

Asintotas oblicuas

Como por la derecha hay asintota horizontal, no puede haber oblicua por ese lado.
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5. Cortes con los ejes

Cortes con el eje de ordena-
das

_Inx

X — No esta definidaen x=0.
Xx=0

Cortes con el eje de abscisas

_Inx Inx
X - ——=0 - Inx=0 —» x=e’=1

y=0 X
Cortaenel punto (1,0)

6. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

1
—-xX=1Inx 1-Inx
f'(x)=%——="—
X X

Los valores de x para los que la funcion f’(x) es discontinua son los mismos que para f(x).
Veamos los valores para los que f'(x) se anula:

1-1Inx
—=0 > 1-Ihx=0 — Inx=1 —> x=e'=e
X

Los intervalos de monotonia son:

]0.e[ 5 Je.o[

f'(1)=1>0 = enelintervalo ]0,e[ lafuncion f(x) es creciente.

f'(4)=-0'02<0 = enelintervalo ]e,oo[ la funcion f(x) es decreciente.

En resumen, el esquema de monotonia de f(x) es:

Signo de f' +

Monotonia de f 0 7 e ~
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La funcion f(x) es creciente vxe]0,e|
La funcion f(x) es decreciente VX e] e, oo[
Maéaximo en el punto  (e,0'36)

7. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexién

—l-xz—(l—lnx)-Zx

Fr(x) = —X _~1-2+2Inx _2Inx-3

x3 x3

X4

Los valores de x para los que la funcién f”(x) es discontinua son los mismos que para f'(x).

Los valores de x para los que se anula f”(x) son:

3
—3+_§'”X:o — -3+2Inx=0 = |nx=§ — x=e?=4'48
X

Los intervalos de concavidad y convexidad son:

]0,4'48] ; ]4'48,0]

f7(2)=-0'20<0 = enelintervalo ]0,4'48[ lafuncién f(x) es convexa

f"(5)=0001>0 = enelintervalo ]4' 48,oo[ la funcion f(x) es concava
En resumen, el esquema de concavidad y convexidad de f(x) es:

Signo de "

Concavidad / Convexidad 0 7N\ 448 \__/

La funcién f(x) es concava Vx €] 4'48,00[

La funcion f(x) es convexa vx €]0,4'48

Punto de inflexion (4'48,0'33
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8. Tabla de valores A
51
x | f(x)
0'25] —5'54
05 | -1'38 r ‘ -~
0'75| -0'38 5 g
15 | 0'27 (
2 | 034
35 | 0'35
45 | 0'33
55 | 0'30
i

Problema 26

[

Estudio y representacion grafica de la funcion  f(X) = 2cosx — cos2x
1. Dominio

D[f(x)]=V¥x eR
2. Periodicidad

Es periddica, de periodo 2m, ya que:

f(x +27m) = 2cos(x + 2m) — cos[2(x + 2m)] = 2 cosx — cos2x = f(X)

Debido a la periodicidad, la resolucién se puede reducir al intervalo [ - =, = |. E incluso, co-

mo veremos en el siguiente apartado, se puede reducir al intervalo [O,n] por la simetria de
los dos sumandos alrededor de x=0.

3. Simetrias

Simetria respecto al eje de ordenadas

f(—X) = 2cos(—x) — cos2(—X) = 2COSX — COS 2X

f(x)=f(—x) = Lagraficade la funcion es simétrica respecto al eje de ordenadas.
Como la funcion es periddica, podemos reducir el intervalo a [O : n’] :
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En este intervalo, las curvas que hay que 7
sumar son:

f(X) = 2cosx y g(Xx) = — cos 2x

‘
&
S|

N,
g(X) = —cos2x

f(X)=2cosx

Sumando las ordenadas correspondientes
podemos tener una buena idea de la curva.
El Gnico problema es hallar exactamente
los puntos en los que hay maximos y mi-
nimos y cortes con el eje de abscisas.

Simetria respecto al origen de coordenadas

—f(X) = -2 cosx + cos2x
f(—x) = —-f(x) = La funcion no es simétrica respecto al origen de coordenadas

4. Asintotas

Asintotas verticales

No tiene.

Asintotas horizontales

No tiene.

Asintotas oblicuas

No tiene.

5. Cortes con los ejes

Cortes con el eje de ordena-
das

y = 2C0SX — C0S2X

- } — y=1 Cortaenelpunto (0,1).

Cortes con el eje de abscisas

y = 2C0SX — C0S 2X
y=0
200X =C0os2 X —sen’x —» Zcosx:coszx—(l—coszx) — 20082 X—2c0sXx-1=0

} — 2c0sX—-c0s2x=0 — 2C0SX=C0S52X
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2+44+8 1
COSX=———=—+
4 2

V3
2

Pero >1, y por tanto no vale. El Gnico punto de corte con el eje de abscisas, cuando

1-4/3
2

1+\/§
2

X e[o , n] es: X = arccos =1'9455

Cortaen el punto (1'9455,0)

. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

f'(X) =—2senx + 2sen2x

Veamos los valores para los que f'(x) se anula:

-2senX+2sen2x=0 — sen2x=senxXx — 2SenxXcosx=%enx — 2cosx=1
1 .
COSX = E — X=arccos05=104

Los intervalos de monotonia son:
]0,104[ ; ]104, x|
f'(05)=072>0 = enelintervalo ]0,104[ lafuncién f(x) es creciente.
f(2)=-332<0 = enelintervalo ]104,n[ lafuncién f(x) es decreciente.

En resumen, el esquema de monotonia de f(x) en [O,n] es:

Signo de ' + _

Monotonia de f 0 7 1'04 —~—

La funcion f(x) es creciente vx €]0,104]

La funcion f(x) es decreciente  Vx €|104, x|

Los maximos y minimos los obtenemos utilizando el criterio de la segunda derivada, para ver
el resultado en los extremos del intervalo.

f"(X) =—-2Cc0sx + 4 cos2x
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f"(0)=-2cosO0+4cos0=2>0 — en el punto de abscisa 0 hay un minimo.

f"(1'04) = -2c0s1'04 + 4 c0s1'04=-2'96 <0 — en el punto de abscisa 1’04 hay un minimo.
f"(n)=-2cost+4cost=6>0 — en el punto de abscisa = hay un minimo.

Minimo en los puntos (0,1 y (n,—3)

Maximo en el punto (1'04,1'49)

. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion

f"(X) = —2cosx + 4 cos2x
Los valores de x para los que se anula f”(x) son:

—200SX +4c082x=0 — 2c0s2Xx=C0sX — 2(cos’ X —sen’ X) = cosx

x:arccos1+ V33 =2'20
) 1+4/33 8
4cos"X—Cc0SX—2=0 — cosx= 8 =
x:arccosl_ /33 =0'56

Los intervalos de concavidad y convexidad en el intervalo [0 : n’] son:

10,056 ; ]056,220[ ; ]220,x]

f7(02)=172>0 = enelintervalo ]0,056[ lafuncioén f(x) es concava
f"(1)=-274<0 = enelintervalo ]0%56,220[ la funcion f(x) es convexa
f7(3)=582>0 = enelintervalo ]220,n[ lafuncién f(x) esconcava
En resumen, el esquema de concavidad y convexidad de f(x) es:

Signo de f "' | * B * |

] ]
Concavidad / Convexidad 0 U 0'56 /\ 220 \/ T

La funcién f(x) esconcava  vx €]0,056[ U ]220, x|
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La funcion f(x) es convexa Vx €]0%6,220|
Puntos de inflexién (056,125) y (2'20,—0'86)

Con estos datos, la curva que se obtiene es la representada debajo a la izquierda. El resto, es
decir, la representacion de la curva en todo el intervalo ]— 00, + 00 [ se obtiene sometiendo

este trozo [O, n] a una simetria respecto al eje OY y luego prolongandola por periodicidad,
como se aprecia debajo a la derecha..

A

T

ENE
NS
DT
3
v

Problema 27 I

Estudio y representacion grafica de la funcion  f(x) = ﬁ
1. Dominio

D[f(x)]=VxeR
2. Periodicidad

No es periddica, yaque f(x+T)= x+T = f(x).

(X+T)-e*" +1
3. Simetrias

Simetria respecto al eje de ordenadas

(0= i

f(x) = f(—x) = Lagrafica de la funcién no es simétrica respecto al eje de ordenadas.
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Simetria respecto al origen de coordenadas

X —X

—f(xX)=- =
x-e*+1 x-e*+1

f(—x) = —f(X) = La grafica de la funcién no es simétrica respecto al origen de coordena-
das

. Asintotas

Asintotas verticales

No hay.

Asintotas horizontales

) X )
lim a1 lim el "
X— —0 . X—>+0 Y . , -
X ex+ X-e°+ — Larecta y=0 esunaasintota horizontal.
lim ——=0
x—>+0 X.0% +1
Asintotas oblicuas
X
. f(x ) . X . —X
m= fim 1) _ jim X€"+1 . =1 m=1
D ¢ X—>—o0 X X —> +00 (—X) e X —x =
X —x%e* n=0
n= lim [f(x) - mx]= lim | ———-x|= lim ————=0
X —> —0 x—>-of x.e*X +1 x>-o x.e* 11

Larecta y=Xx esuna asintota oblicua.

Como hay asintota horizontal por la derecha, no puede haber oblicua por el mismo lado, pero
si por la izquierda, como acabamos de comprobar.

. Cortes con los ejes

Cortes con el eje de ordena-
das

x-e*+1y — y=0 Cortaenelpunto (0,0).
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Cortes con el eje de abscisas

y=x-ex+1 5 X 20 5 x=0 > Cortaen el punto (0,0)
x-e*+1

Cortes con la asintota oblicua

X

_ X

X-eX+1p — ﬁzx - x*.e*=0 = {
X- €% +

y=X

y= x)=0 = x=0

e* =0

Cortaen el punto (0,0)

6. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

xe* +1-x(e* +xe*)  1-x%e"
(x-e* +1)° (x-e* +1)°

f/(x) =

Veamos los valores para los que f'(x) se anula:

1-x%e*

—— 2~ =0 — 1-x%¢*=0 = x=0703 -calculada por aproximacion.
(x-e* +1)?

Los intervalos de monotonia son:
]-0,0703[ ; ]0'703,00]
f'(0)=1>0 = enelintervalo ]-o,0703[ lafuncion f(x) es creciente.

f'(1)=-012<0 = enelintervalo ]0'703,00[ la funcion f(x) es decreciente.

En resumen, el esquema de monotonia de f(x) es:

Signo de f' + _

Monotonia de f 7 0'703 ~

La funcion f(x) es creciente Vx €] —-,0703[

La funcion f(x) es decreciente  Vx €] 0703, 00
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Maéaximo en el punto (0'703,029)

. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion

(—2xe* — x*e*)(xe* +1)% — (1—x%e*)2(xe* +1)(e* + xe*) _
(xe* +1)*

f(x) =

(—2xe* — x?e*)(xe* +1) — (1— x?e*)2(e* + xe*) _e*(x’e* —4x—2-x?)
(xe* +1)° (xe* +1)°

Los valores de x para los que se anula f”(x) calculados por aproximacion son:

e* =0
X 3x_ _ _ 2 —_2
e’ (x’e* —4x -2 X):O L (Xl —Ax—2-X?)=0 = x=-2'814
3
(xe* +1) X = —0'634
X =1'338

Los intervalos de concavidad y convexidad son:
|-o0,-2'814] ; ]-2'814,-0634[ ; ]|-0'634,1338] ; ]1338,0
f7(-3)=-002<0 = enelintervalo ]-o,—2'814[ lafuncién f(x) esconvexa
f"(-1)=0920>0 = enelintervalo ] —2'814,- 0'634[ la funcion f(x) es concava
f"(0)=-2<0 = enelintervalo ]-0'634,1'338[ lafuncién f(x) es convexa

f"(2)=008>0 = enelintervalo ]1'338,00[ la funcion f(x) es concava

En resumen, el esquema de concavidad y convexidad de f(x) es:

Signo de "' B * B *

Concavidad / Convexidad /\ -2'81 \/ -0'63 /_\ 1'33 \/

La funcion f(x) es concava Vx €| -2'814,- 0'634[ L | 1338, [
La funcion f(x) es convexa Vx e|-o,—-2'814[ U |- 0'634,1338]

Puntos de inflexion (-2'81,—338) ; (-0'63,-095) y (133,021)
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8. Tabla de valores A
5 €
x | f(x)
5 | -517 p
4 | —4'31 | | . o
2 | -2'74 Y, 5
05| -0'71 g
05 | 027
15 019
2'5 | 0'079
6 | 0002
Problema 28 I
x* —x?

Estudio y representacion grafica de la funcion  f(x) =

x'=x®>=x?+1

Intentaremos simplificar la expresion viendo si el numerador tiene alguna de las raices del de-
nominador.

x* —x? x?(x? -1) _OoxXE(x+)(x-1)  x?

X =x®—x2+1 (X-DX+1)(x°-1) X-DxX+1(x°*-1) x°-1

La funcion que vamos a estudiar queda asi:

2

f(x)= x:(—l para X=-1y x=1
1. Dominio
D[f(x)]=vxeR—-{1}
2. Periodicidad
No es periddica, yaque f(x+T)= ()((ifl_—;?il #f(X).

3. Simetrias

Simetria respecto al eje de ordenadas
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(_X)Z B X2
(-x)°-1 —x°-1

f(-x) =

f(x) #f(—x) = Lagrafica de la funcién no es simétrica respecto al eje de ordenadas.

Simetria respecto al origen de coordenadas

X2

=

f(—x) #—f(x) = La grafica de la funcion no es simétrica respecto al origen de coordena-
das

4. Asintotas

Asintotas verticales

. X
lim : =—0
x->1 x> =1 . .
) = Larecta x=1 es una asintota vertical.
lim c =40
x->1" x> —1

Asintotas horizontales

2 2 2
. X : —X . X
lim ——= lim ¥= lim —=0
x>-o X° —]1 Xxo+m» (_X)5 —1 x>+ _X5 ; .
, ) — Larecta y=0 es unaasintota horizontal.
lim = lim —=0

X —> +00 XS —1 x-+0 X

Asintotas oblicuas

En las funciones racionales, si hay asintota horizontal no hay oblicua.

5. Cortes con los ejes

Cortes con el eje de ordenadas

X2

x>-1¢ — y=0 Cortaenelpunto (0,0).
0

y:

X

Cortes con el eje de abscisas
x? )
xX>-1; —

y=0

y= =0 > x*=0 —> x=0 — Cortaenelpunto (0,0)

x® -1
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6. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

2x(x® —1) — x?5x*  —3x°® — 2x
fr(x) = ( 5 ) 2 N 2
(x> =1 (x> =1

Los valores de x para los que la funcion f’(x) es discontinua son los mismos que para f(x).
Veamos los valores para los que f'(x) se anula:

x=0
J— 6_
T2 g, 3 _2x=0 o x(-3x°-2)=0 — >
5 2
(x*=1) x=5—§:—0'92

Los intervalos de monotonia son:

]—oo,—l[; ]—1,—0'92[ ; ]—0'92,0[ ; ]0,1[ ; ]1,00[

f'(-2)=-017<0 = enelintervalo |-o,—1[ lafuncién f(x) es decreciente.
f'(-0'95)=-0'09<0 = enelintervalo |-1,-092[ lafuncién f(x) es decreciente.
f'(-05)=089>0 = enelintervalo |-092,0[ lafuncién f(x) es creciente.
f'(05)=-111<0 = enelintervalo ]0,1[ lafuncién f(x) es decreciente.

f'(2)=-020<0 = enelintervalo ]1,oo[ la funcién f(x) es decreciente.

En resumen, el esquema de monotonia de f(x) es:

Signo de f' _ _ + _

Monotonia de f ~ -1 \_0-92/70 T~ : T~

La funcion f(x) es creciente vxe]|-092,0]
La funcion f(x) es decreciente  Vxe]-o0,-1[U]-1,-092[U]0,1[{U]1,0]
Minimo en el punto  (—0'92,— 0'51)

Maéaximo en el punto  (0,0)
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7. Concavidad vy convexidad. Puntos de inflexién

£1(x) = (—18x° — 2)(x° —1)® — (-3x°® —2x)2(x* —1)5x* _ 12x™ + 36x° + 2
(x* -1)° (x* -1)°

Los valores de x para los que la funcion f”(x) es discontinua son los mismos que para f’(x)

Los valores de x para los que se anula f”(x) son:

10 5 x=-124
12X 4302 o, 12x® 43655 4220 = |
(x*-1) x =—0'56

Los intervalos de concavidad y convexidad son:
|-o0,-124] ; ]-124,-1[ ; ]-1,-0%6[ ; ]-0%6,1] ; |1,

f7(-2)=-0'30<0 = enelintervalo ]-o,—124[ lafuncién f(x) esconvexa
f7(-11)=139>0 = enelintervalo |-124,-1] lafuncién f(x) esconcava
f"(-0'7)=2'32>0 = enelintervalo ] -1,- 0'56[ la funcién f(x) es concava

f"(0)=-2<0 = enelintervalo ]-056,1[ lafuncién f(x) esconvexa

f7(2)=045>0 = enelintervalo 1,00 lafuncién f(x) es concava

En resumen, el esquema de concavidad y convexidad de f(x) es:

Signo de f "' B + * - *

Concavidad / Convexidad -124 -1 —0'56 1
AN
La funcion f(x) esconcava  Vxe]|-124,-1[U]-1,-056[ U |1,00]
La funcion f(x) es convexa Vxe]-o,-124[U]-056,1]
-49-
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Punto de inflexion (-124,-0'39) y (-056,-029)

8. Tabla de valores A
X f(x)
5 [ —0'007
-4 | -0'01 |
-2 | -012 :
-05| -024 ‘ } ; >
05 | —025 1
15 | 034
25 | 006
6 | 0004
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