Los numeros y la medida

Los primeros numeros conocidos, tanto en la historia de la humanidad como en la personal de
cada uno son los numeros naturales. Surgen de la necesidad de contar colecciones o conjuntos de
objetos, lo que es también una forma de medir. Los representamos por:

El conjunto de los numeros naturales se engrosa afiadiendo otros que se forman a partir de aque-
llos anteponiéndoles el signo menos. De esta forma se obtienen los nimeros enteros, y la nueva
coleccion de nimeros se designa con la letra Z

z={....-4,-3-2,-1,0,1,2,3,4,......... }

Ejemplo: Desde la madrugada la temperatura ha aumentado en 15°. Ahora estamos a 10°C.
¢Qué temperatura hacia al amanecer?

La respuesta a la pregunta esta en la ecuacion x+15=10, cuya solucion es x = -5.
En lenguaje coloquial hacia 5° bajo cero, pero es mas comodo sustituir bajo cero por
el signo menos. Con los nimeros negativos se pueden medir temperaturas.

Pero otros problemas de medida revelan de inmediato la insuficiencia del conjunto Z. Ningln
numero entero puede darnos la longitud de L.

Sin embargo, el nuevo numero o fraccion 3 lo indica fielmente: L contiene 8 terceras partes de

la unidad.
Los nuameros enteros junto con las Ilamadas fracciones forman lo que se conoce como conjunto
de los numeros racionales y que se designa con la letra Q. Obviamente,

NcZcQ

Por increible que pueda parecer Q no proporciona sufi-
cientes nimeros para medir: ningun namero racional
1 puede darnos la medida de L.

L'=1"+1"=2

LE.S. Historiador Chabds -1- Juan Bragado Rodriguez



Al necesario numero se le puso el nhombre 21 su cuadrado es 2. Como no era racional, se le
Ilamo irracional. Este nimero y otros como él, que hubieron de afiadirse para medir cualquier
longitud, forman, junto con Q, el conjunto de los nimeros reales. Se le llam6 R y es evidente
que:

NcZcQcR

Ecuaciones de segundo grado con soluciones imposibles

Resuelto el problema de la medida parecio que los matematicos no iban a crear ya mas nimeros.
Sin embargo, no fue asi.

Desde el siglo XVI al XVIII llamaron la atencién por la forma de sus soluciones, problemas de
enunciado tan simple como el que sigue:

Ejemplo: Dividase 12 en dos partes cuyo producto sea 40.

Si x es una de esas partes, las ecuaciones Xx(12-x)=40 6 x°—-12x+40=0
proporcionan:

+./144 — + — +24/—
X:12_ 1;14 160:12_ 4(236 40):12_§ 4:6J_r\/—_4

Pero estas soluciones son imposibles, pues +—4 nada significa.

A pesar de todo, comenzaron a utilizarse unos nuevos entes, soluciones de ciertas ecuaciones de
segundo grado, que tenian la forma:

a++/—-C conayc nGmerosrealesy ¢>0

Tal iniciativa se consideré al principio como un pasatiempo y sélo merecio de Newton el comen-
tario: Es justo que las raices de las soluciones sean a menudo imposibles para que no se expon-
gan casos de problemas que se presentan como posibles sin serlo.

El nUmero i

Con objeto de aligerar la escritura se introdujo el simbolo i para designar la unidad imaginaria
v=1 8, més precisamente para nombrar la entelequia cuyo cuadrado fuera —1. De manera que:

2 izl Ll=-1
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Se sobreentiende que i funciona respecto de las operaciones de adicion y multiplicacién con-
sigo misma y con los numeros reales igual que la familiar x de los polinomios. Con una sola
excepcion: i =-1 .

Nueva escritura de la expresién a-++/-C

Las condiciones impuestas a i permiten el céalculo siguiente:
(\/Ei)2 =(\/E)2 dP=ceif=c (D)==c 6 —c=+c-(=1) =~c-v—L=~C-i

De este modo las soluciones imposibles se pueden reescribir, poniendo b en lugar de Je,enla
forma:

a+b-i a,beR

Los numeros complejos

Llamamos nimero complejo a toda expresion de la forma:

a+b-i |

en donde a 'y b son nimeros reales e i> =1 . El conjunto de todos ellos se designa por C.
En un ndmero complejo a+ bi distinguimos:

a — Parte real

a+b-i - _ .
{b — Parte imaginaria

Un numero complejo escrito en la forma a+b-i se dice que estd expresado en forma binémi-
ca.

@}

Q Todos los numeros complejos en los que la
parte imaginaria es cero son de la forma
a+0-i=a por lo que todos los numeros
reales pueden considerarse también como
complejos.

e Si b=0,al nimero complejo le Ilamamos imaginario.
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e Si a=0y b=0, el nmero complejo es de laforma b-i y se le llama imaginario puro.

Igualdad de numeros complejos
Dos numeros complejos son iguales si lo son sus partes reales e imaginarias:

a+b-i=a’"+b’-i solo si a=a'" y b=b

Operaciones con numeros complejos

Sumay Diferencia

La suma y diferencia de numeros complejos se realiza sumando y restando partes reales
entre si y partes imaginarias entre si.

Suma — (a+bi)+(c+di)=a+c+(b+d)i
Diferencia — (a+bi)—(c+di)=a-c+(b-d)i
Propiedades

Conmutativa, Asociativa, Elemento Neutro (0+0i) y Elemento Opuesto (—a — bi)

Ejemplo: Calcula x paraque (2+Xxi)+(y—3i)=7+4i

2+y=7 — y=5

2 1 _3- :2 _3-:7 4
@+x)+(y-3)=2+y+(x-3i=7+4i = {x—3:4 S x=7

Producto de numeros complejos

El producto de dos numeros complejos se realiza aplicando la propiedad distributiva del
producto respecto de la suma y teniendo en cuenta que i’ = —1.

(a+bi)-(c+di)=ac—bd + (ad + bc)i

Propiedades

Conmutativa, Asociativa y Elemento Neutro ( 1=1+ 0i).
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Ejemplo: Halla el valor de x e y para que se verifique (2+i)(x—1)=y+3I
(2+D)(x=1) =2x=2i+ix—i* = (2x+1) + (x-2)i

Para que se cumpla la igualdad entre nimeros complejos debe ser:
2X+1=y X=5
=
—2+x=3 y=11

z-1-4

Ejemplo: Resuelve la ecuacion 2z+5i-4=

6z+15i-12=7z—-i—-4 — 5z=8-16i = z:%—%i

Cociente de numeros complejos

La division de numeros complejos se hace racionalizando el divisor, es decir, multiplicando
numerador y denominador por el complejo conjugado de éste.

Si llamamos al nimero a—bi conjugado de a -+ bi tenemos:

a+bi (a+bi)-(c—di) ac+bd+(bc—ad)i ac+ bd N bc—ad
c+di  (c+di)-(c—di) c? — (di)? ¢’ +d* ¢®+d?

(2-3i) -(1+6i)

Ejemplo: Efectia la operacién _
1+5i

(2-3i)-(1+6i) 2+12i-3i-18i° 20+9i (20+9i)-(1-5i)
1+5i - 1+5i © 1450 (1+5i)-(1-5i)

20-100i + 9i — 451> 65-91i 65 91 .

1— (5i)? 26 26 26

Potencias de numeros complejos

La potencia de un nimero complejo se hace desarrollando la potencia del binomio a+bi y te-
niendo en cuenta las potencias del nimero i.

En la potenciacién aparecen las sucesivas potencias de la unidad imaginaria i; su célculo es sen-
cillo:
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i°=1 Por definicién

i1

i =i Por definicion  ------ i

i?=—1  Por definicion  ------ 0 i i2=1. (<) =-1 - ilo:(iél)z'iz:_l
A N R - i (i) i =
FeP == P=(it) =1 e i (i) =1

Observa que los valores de las potencias de i se repiten de cuatro en cuatro, de tal manera que las
potencias del nimero i cuyo exponente es multiplo de 4 son iguales a la unidad.

Asi pues, para calcular las potencias de la unidad imaginaria dividiremos el exponente por 4 y
calcularemos la potencia del nimero i que tiene por exponente el resto.

Ejemplo: Calcular i**

Para i _» 6254 [+ > 6254=1563-4+2

22
55 1563

14
2

6254 _ j15634+2 _ {15634 {2 _ (i4)1553 2 =188 (L)) =1 (<1) = -1

Los numeros complejos como pares de numeros reales

Gauss y otros matematicos observaron, a principios del siglo XIX, que asi como cada punto de
una recta corresponde a un numero real, cada punto del plano podia asociarse a un nimero com-
plejo. Al eje horizontal, en el que se representan los numeros reales, se le llama eje real. Al ver-
tical, que corresponde a los imaginarios puros, eje imaginario.

A cada numero complejo a+ bi se le asocia el punto A(a,b) que recibe el nombre de afijo de
z.

A cada numero complejo le hacemos co-
rresponder un punto del plano y recipro-
camente. Si unimos el origen O con el pun-
to A obtenemos un segmento orientado que

A(a,b) N
5 —a+bi Ilamamos vector y representamos por OA.

»
>

Eje imaginario

0A Los nameros complejos son vectores cuya
base estd formada por la unidad real y la

unidad imaginaria {1,i}.

> »

0 1 Eje real
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Puesto que a-+bi y (a,b) pueden representar lo mismo, un punto, se acordo la identifica-
cion:

a+b-i=(a,b)

lo que justifica la definicién de que un numero complejo es un par ordenado de nimeros re-
ales.

Las operaciones de adicion y multiplicacion se definen ahora, entre pares, de modo que la suma
y el producto se correspondan con los resultados conocidos:

(a,b)+(a’,b’)=(a+a’,b+b")
(a,b)-(a’,b") =(aa’—bb’,ab’ + ba’)
Observacién 1  Segun la nueva definicidn, los nimeros reales pasan a ser ahora pares de
nameros, ya que

a=a+0-i=(a,0)

Observacién 2  Con la nueva definicidn, i deja de ser imaginario para convertirse, simple-
mente en el par (0,1).

i=0+1-i=(0,1)

Representacidn gréfica de la suma de nameros complejos

(a+bi)+(c+di)
b+d

c+di

Podemos sumar graficamente dos nimeros
complejos y lo haremos de igual forma que
sumabamos vectores.

b /a+b1

i
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
c a a+
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Representacion grafica del producto de un namero complejo por i

Multipliguemos por i el numero complejo
(a+bi)i=-b+ai a+bi:
,,,,,,,,,,, a .

(a-+bi)-i=ai+bi>=—b+ai
a+bi

De la gréfica se deduce que, multiplicar por
la unidad imaginaria supone girar 90° el
numero complejo inicial.

\/

Conjugado de un namero complejo
Se llama conjugado de z =a+ bi al namero complejo Z definidopor Zz=a-b-i.
Los nimeros complejos aparecen con frecuencia junto a sus conjugados. De modo natural, como

en el caso de las soluciones complejas de una ecuacion de segundo grado, o voluntariamente
introducidos como ocurre con la division.

w yZz=a-+Dbi
Desde un punto de vista geométrico un nu-
= mero complejo y su conjugado son simétri-
cos respecto del eje real.
w zZ=a—bi

Propiedades de la conjugacion

1. Coincide con su reciproca, es decir Z=2z para todo complejo.

2. Conserva la sumay la diferencia, es decir z,+z,=7,+z, 'y z2,-2,=27,-72,

: : - - z
3. Conserva el producto y el cociente, es decir  z,-z, =7, -Z, y (—1] =

n

4. Conserva la potencia, es decir z" =2

n

Las siguientes figuras ponen en evidencia algunas de estas propiedades:
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kz=Kkz ZTW=Z+W

N
Il
NI

kz
Z+ W

NI

|
€|
~— | T~
N

NI
g
I

gl

Las raices conjugadas de una ecuacion

Una ecuacion de segundo grado no puede tener una raiz real y otra compleja: si hay una raiz
compleja hay otra mas: la conjugada.

Ejemplo: Calcular las raices de la ecuacion x*+9=0

X, =3i
x*=-9 - x=\/—_9:{1 _

X, ==3i

En las ecuaciones de grado superior al segundo ocurre lo mismo: las raices complejas se dan
por pares.

Ejemplo: Calcular las raices de la ecuacion: x* —12x*+40x=0

X, =0

x® —12x* +40x=0 — Xx(Xx*-12x+40)=0 — )
X —-12x+40=0

144 — i (X, =6+2i

W2 —19%+40=0 — X=12J_r 144-160 _12+4i |X, !
2 2 Xy =6-2i

Ejemplo: Dado el tridangulo de vértices A(1,1), B(4,2) y C(3,4), hallese:

a) Los vértices del triangulo simétrico respecto al eje de abscisas.

b) Los vértices del triangulo que se obtiene al aplicar a ABC un giro de centro
en O (origen de coordenadas) y amplitud 90°.

c) Los vértices del transformado de ABC por una homotecia de centro en O y
razon 3.

a) Como hemos visto anteriormente, los vértices del tridngulo simétrico respecto al
eje de abscisas seran los afijos de los conjugados, es decir:
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A’(1,-1); B'(4,-2) y C'(3,-4)
b) En el plano complejo, multiplicar por 1,4, equivale a girar 90° con centro en O.
Los vértices del triangulo resultante seran:
(1+i)-i=i-1 esdecir A’'(-11)
(4+2i)-i=4i—2 esdecir B'(-2,4)
(3+4i)-1=3i—4 esdecir C'(-4,3)
c¢) En el plano complejo, multiplicar por 3 equivale a efectuar una homotecia de cen-

tro en O y razon 3. Por tanto, los veértices del tridngulo resultante de hacer la
homotecia seran:

3-(1+1)=3+3i esdecir A'(3,3
3-(4+2i)=12+6i esdecir B'(12,6)

3:(3+41)=9+12i esdecir C'(9,12)

Modulo y argumento de un numero complejo

Un namero complejo z = a+ bi se representa e identifica en el plano cartesiano respecto a la ba-
se {l,i} con un punto, llamado afijo del complejo, cuyas coordenadas son (a,b). Este punto

determina con el origen de coordenadas un vector al que llamamos vector de posicion del nime-
ro complejo. Su mddulo sera entonces:

| z|=+va® +b’

Se llama médulo del nimero complejo a+bi a la distancia de su afijo al origen de coorde-
nadas.

Propiedades del médulo

1. |z|]=0 & z=0
2. |z]=|-z]

3. |z|=| 7]
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4 |z, +2, |<]zy |+] 2, |

3. |Zl'zz |:|21 || Z, |
6. i :|Zl|
Z, |z, |

7.2.2=|z

Se llama argumento del nimero complejo z=a+bi al angulo que forma su vector de po-
sicion con la direccidn positiva del eje real.

b
o = arctg —
a

Teniendo en cuenta la definicidn de tangente trigonométrica de un angulo, se deduce:

A tgo =—
z=a+Dbi
o o =arctg — si a=0
"/X“
b >
Y o a="rad si a=0 y b>0
a i 3n
oc_7rad si a=0 vy b<0

El angulo lo mediremos utilizando como sentido positivo el contrario al de las agujas del reloj, y
como unidad el grado o el radian.

- b . ] .
La expresion o =arctg— no determina univocamente el argumento de un namero, pues
a

hay infinitos angulos que cumplen la igualdad. Ahora bien, restringiendo el valor de a para
0 < a <2x, hay dos angulos que difieren en zy tienen la misma tangente. Para saber cual de
ellos es el argumento tendremos en cuenta los signos de a y b, consiguiendo de esta forma
averiguar en qué cuadrante esta situado el afijo del nUmero complejo. A este argumento le
Ilamaremos argumento principal.
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Ejemplo: Pruébeseque |z |=+z-Z
Si z=a+bi entonces:

z-Z=(a+bi)-(a—bi)=a®—b%i* =a’+b*> de donde se deduce que:

Vz:Z=+a*+b*=|z|

Forma Trigonométrica y Polar de un numero complejo

A
a+bi Observando la figura adjunta, y teniendo en
b A(a,b) Cuenta las definiciones de seno y coseno se
tiene:
T
a=r-cosa
i
o b=r-sena
> T

Sustituyendo estos valores de a 'y b en la expresion del complejo en forma binémica a+bi se
tiene:

Zz=a+bi=rcosa+i-rseno=r-(cosa+i-sena)
Esta expresion se conoce con el nombre de forma trigonométrica del complejo.

Otra forma de expresar el nimero complejo a+bi es r, que se Ilama modulo argumental o
polar, donde r representa el médulo y o el argumento..

En resumen:
Forma Cartesiana | Forma Bindmica Forma Trigonométrica Forma Polar
(a,b) a+b-i r-(coso +isena) r,

Los complejos r, y r!, solo son iguales si sus modulos son iguales y sus argumentos difieren
en 27 -k rad, siendo k un nimero entero. Es decir:
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, r=r'
r =r., <
a0 oa=a'+2n-k

Ejemplo: Escribe de todas las formas posibles los siguientes complejos:

4+44/3i; P R P V3-i; —2-2i

2

4+44/3i

2
-_— 2 =
r=,/4 +(4\/§) =8 {Forma Polar — 8
—

i A 1 . 0 | (o}
o= arc tg¥ — 609 Forma Trigonome tica — 8¢ (cos60°+isen60°)

331:
2
. , L. 3t . 3n
r=3 Forma Trigonome tica — 3- cos7+ |sen7
o =270°

Forma Binémica — 3-(0+i-(-1))=-3i

- 1y

2 2
r=~+0"+1°" =1 {Forma Polar
=

o =arctg 1_ 9Q° Forma Trigonomé tica — 1-(cos90°+i-sen90°)
0

6225°

r=6 Forma Trigonomé tica — 6-(c0s225°+isen225°)

o = 225° Forma Binémica — 6-(-070+i-(-070))=-424 — 424i
V3-i

r:1/(\/§)2 L (-1)? =2

o =arctg L 3300 (4° cuadrante)

V3

Forma Polar — 2.,
Forma Trigonomé tica — 2-(cos330°+i-sen330°)
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—2-2i

r=v(-2)2 +(=2)% =8 =22

o =arctg _—i =225° (3% cuadrante)

Forma Polar — (2\/5)

225°

Forma Trigonomé tica — 2+/2 - (C0S225°+i - sen 225°)

Sumay Diferencia de numeros complejos en forma polar

La suma y diferencia de numeros complejos no es conveniente hacerla estando éstos expresados
en forma polar, pues ni el médulo, ni el argumento del vector suma tienen una expresion sencilla
en funcion de los modulos y argumentos de los sumandos. Es preferible efectuar estas operacio-
nes utilizando la expresion bindmica de los niameros complejos.

Producto de complejos en forma polar
Para multiplicar dos numeros complejos en forma polar los escribiremos en forma trigonométri-

cay operaremos con ellos como en forma binémica:

r, -, =[r(coso.+isena)]-[r'(cosa’ +isena’)]=rr'-(coso -cosa’+cosa -isena’ +

o
i-seno-cosa’ +i°-sena.-sena’) = rr' -(coso. -cosoL’ —seno -sena.’) +

rr'-i-(sena -coso +cosa -sena’) = rr'-[cos(o +a') +i-sen (o +a')]=(rr’)

a+o’

El producto de dos nimeros complejos en forma polar es otro niUmero complejo que tiene por
maodulo el producto de los médulos y por argumento la suma de los argumentos.

Representacién gréfica del producto de dos niumeros complejos

Supongamos los nimeros complejos r, y r/.. El proceso a seguir es el siguiente:
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1° Sobre unos ejes coordenados tomamos el
punto U(1,0). Tomando OU como lado
de un angulo, construimos o Yy sobre el

R(r-r',a+a')

—
otro lado se construye un vector OP de
madulo r. Ya tenemos el complejo r,.

y QO a) 2° De forma analoga representamos el
complejo r/,.. Tomando OU como lado

de un angulo, construimos a' y sobre el

—
otro lado se construye un vector OQ de
madulo r’. Ya tenemos el complejo r!..

A\

3° Determinamos el argumento o+ o’
4° Con centroen O giramosPaP'y UaU.
5° Unimos U' con P'y trazamos una paralela por Q a U'P". R es el afijo del complejo producto,

cuyo modulo es r-r’ y cuyo argumento es a +a'. Esto es asi porque los triangulos OU'P' y
OQR son semejantes:

oR| | o[ oG] _rr

o6 |
= Q = ‘OR‘: =r-r
op'| |ou| ou|
Ejemplo: Efectuar la operacion 3, - 7,5,
345° ' 72350 = (3 : 7) 45042350 — 21280°
Ejemplo: Efectuar la operacion z-w siendo z=5+2i y w=1_
n
r=+52 +22 =429
5+2i — 2 = 5+ 2i =29 g5
o =arc tgg =21°48'5"
Como lE =1, = Z-W= (@)M,s” 1, = V29 -

4
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Cociente de numeros complejos en forma polar

Sean z,=r, y z, =r!/ dosndmeros complejos en forma polary con z, #0.

. ., . z

Nuestra intencion es calcular el cociente z=—L. Supongamos que z se expresa en forma polar
ZZ

como p, Y calculamos los valores de p (médulo del cociente) y 6 (argumento del cociente) en

funcién de los modulos y de los argumentos de los numeros complejos dados.

.
r=p-r’ - p=—

w=Po e =(P 1)y, = r

a=0+0' — O=a-a’

El cociente de dos numeros complejos en forma polar es otro nimero complejo que tiene por
maodulo el cociente de los mddulos y por argumento la diferencia de los argumentos del divi-
dendo y del divisor.

o la

Ejemplo: Efectuar

2
3

Ejemplo: Efectuar la operacion i,siendo z=5+21i y w=1,

4

Z= 5 + 2' = @21048'5”

z @21048’5” _ (@j . \@
—= = = 2301155
w Lis 1 21048'5'—45°
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Potenciacion de numeros complejos

Es un caso particular de la multiplicacion cuando todos los factores son iguales:

A+ 0L+t

La potencia n-ésima de un complejo tiene por mddulo la potencia n-ésima del médulo y por
argumento n veces el argumento.

Demostracion
Para demostrarlo con cierto rigor hemos de emplear el principio de induccién completa: "si una
propiedad se verifica para un elemento cualquiera de un conjunto, y si, de suponer que se verifi-

ca para el que ocupa el lugar h—1, se deduce que también la verifica el siguiente h, entonces la
verifican todos los elementos del conjunto™.

Veamoslo teniendo en cuenta el producto de dos nameros complejos:

an=2 — Z’=r,r, =1’

b) Suponemos que se verificapara n=h-1 — z"*=r}" |

Multiplicando los dos miembros de la ultima igualdad por z=r, tenemos:

h

h-1+1
T =T =T,

a — (h-1)-ata

Por tanto:
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Representacién gréfica de las potencias de un nimero complejo Fo

Sir>1

Si representamos graficamente las sucesivas potencias de un nimero complejo cuyo modulo es
mayor que la unidad y unimos sus afijos, obtenemos una poligonal que da vueltas alrededor de

un punto (origen de coordenadas), alejandose continuamente de él.

Ejemplo: Representar graficamente las 29 primeras potencias del complejo 1'1,...

Las coordenadas de los seis pri-
meros afijos son las siguientes:

(114 ) =11,

(11 )" =121,
(11,5 )’ =1331,,
(1L,)" = 14641,

(11,5)° = 1'6105,,5,

(11,)° = 17715,

Ejemplo: Representar graficamente las 60 primeras potencias del complejo 1'009,,.

Las coordenadas de los seis pri-
meros afijos son las siguientes:

(1009, )" =109,
(1009, )* =101808,,
(1009, )’ =102724,,
(1009, )" =103648,,

(1009, )° = 104581,

(1009,,.)° = 1055229,
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Si 0O<r<l

Si representamos graficamente las sucesivas potencias de un nimero complejo cuyo modulo es
mayor que cero y menor que la unidad, y unimos sus afijos, obtenemos una poligonal que da
vueltas alrededor de un punto (origen de coordenadas), acercandose continuamente a él.

Ejemplo: Representar graficamente las 30 primeras potencias del complejo 0'9,..

Las coordenadas de los seis pri-
meros afijos son las siguientes:

(09,5) =09,
(09,5 )" =081,
(09,5.)° =0729,4,
(09,5)" = 06561,

(09,5)° = 05904,

(09,5 )" =05314,,,

Ejemplo: Representar graficamente las 60 primeras potencias del complejo 0'99...

Las coordenadas de los seis pri-
meros afijos son las siguientes:

(099, )" = 09702,
(099,,)* = 0'9605,,.

(099,,)° =099,

(099, )" = 09414,

\ (099, )" = 0'99,5,
(099,,,)" = 0'9801,,
-19-
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Férmula de Moivre

Si escribimos el resultado obtenido al elevar a una potencia (rm)n = (r”) en forma trigonomé-
no

trica, obtenemos:

[r-(cosa.+isena)]” =r"-(cosna +isenna)

Si hacemos r =1 obtenemos la Formula de Moivre:

(cosa +isena)” =cos(n-a)+isen(n-o)

Esta formula permite calcular el sen noe 'y cos na en funcién de seno y cosa..

Ejemplo: Calcular sen4a y cos4a en funcion de sena y cosa.
Por un lado: (cosa+isena)* = cos 4a. +isen 4a.

Por otro lado:

H 4 4 4 4 3 H 4 2 =2 2
(cosa +isena)” = 0 cos” a + 1 cos” o -isena + 5 cos“ a.-1°sen” a +
4 i3 3 4 4 4 4 3 i 2 2
cosa-i®sen® a + A i*sen*a=cos* a+4-cosda-iseno —6-cos? a-sen? o
—4.cosa.-isen®*a+sen* o = cos* o —6-cos? o -sen’ o+ sen* o +
i~(4-cos3a.sena—4.c03a-sen3a):

Igualando partes reales e imaginarias tenemos:
cos4a. = cos’ o —6-c0s” o -sen® oL +sen’ o

sendo =4 -cos® o -sena —4-cosa -sen® a
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Radicacion de numeros complejos

El calculo de las raices n-ésimas de un niamero complejo no puede hacerse en forma bindmica,
pero en cambio resulta muy sencillo en forma polar. Supongamos que la raiz n-ésima de un nu-
mero complejo p, es r,. Entonces escribiremos:

Yoo =t. & py=(r)" =1,

Sabemos que dos complejos son iguales cuando tienen el mismo médulo y sus argumentos se di-
ferencian en un multiplo de 2= radianes:

M=p = r=gp
Mo =Po = :
? n-a=0+2n-k = a:w k=0,1,2,3,....... ,n—-1
n

Dando a k los valores 0, 1, ...., n-1 obtenemos los n argumentos distintos que cumplen la condi-
cién impuesta, es decir 0 <o < 2r.

k=0 = alzg
n
6+2
0+2n-K k=1 = a,=—2"
o=—= n
n .
Ken-1 n:6+27c-(n—1)
n
Las raices n-ésimas buscadas son: F Toys Ty seneenenns Ty

Para k>n se obtienen argumentos que difieren de los anteriores en un nimero entero de 2n
radianes, y en consecuencia coinciden con los anteriores.

Un ndmero complejo z=p, posee n raices n-esimas distintas. EI modulo es el mismo en todas
ellas, la raiz n-ésima del médulo p del complejo z y sus n argumentos se obtienen al dividir el

argumento general 0 + 2n -k entre n, donde k toma los valores 0,1,2,...... ,n—1.
/e =(Q/5)Mn,k k=0,1,2,........ n-1
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Observaciones

., e ,  2n
e Los argumentos forman una progresion aritmética de razon —
n

Ejemplo:

Los afijos de las n raices n-ésimas de un n® complejo p, estan sobre una circunfe-

. . . . 27 .
rencia de radio Q/E y cada dos consecutivas forman un angulo de — radianes.
n

Si representamos las n raices n-ésimas de un n° complejo y unimos los afijos de
cada una de las raices, se obtiene un poligono regular de n lados.

Los numeros reales, considerados como nameros complejos, tienen n raices n-ési-

mas cualquiera que sea su signo.

Resolver la ecuacion x*+1=0

Las soluciones son x =4%/—1. Ponemos el complejo —1+0i en forma polar.

p=(cD)? + 0% =1
~1+0i — =  —1+0i=1,,

0 = arctag % =180°

0
Como los argumentos forman una progresion aritmética cuya razon es 0 =90°,
tenemos.
0

k=0 = al=1i0 =45°

Y-1= Vs = (A\/E)lsousesoo‘k =Ligpoiseok k=1 = a,=45°+90°=135°
4 4 k=2 = o,=135+90°=225°
k=3 = a,=225+90°=315°

Las raices son:

w, =1,, =1-(cos45°+isen45°) =0'70+0'70i
W, =1,, =1-(cos135°+isen135°) = -0'70+0'70i
W, =1, =1-(c0s225°+isen225°) = -0'70-0'70i

w, =1, =1-(cos315° +isen315°) = 0'70 — 0' 70i
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Los afijos estdn situados so-
bre una circunferencia de ra-
dio 41=1. Al unirlos deter-

minan un cuadrado inscrito en
la misma.

Ejemplo: Resolver la ecuacion x> —-1=0

=1 > x=31=%1+0i

p=41*+0° =1
1+0i — 0 = 1+0i=1,
0= arctagI: Q°

0

, S , 360
Como los argumentos estan en progresion aritmética de razon =720

00

k=0 = o,=—=0°
5
k=1 = a,=004720=720
1=5 Lo = (S\/E)O°+3600.k =y > K=2 = 05=7204720=144°
° 5 k=3 = a,=144°472°=216°
k=4 = a,=216°+72°=288°

Las raices son:

w, =1, =1-(cos0°+isen0®) =1

w, =1,,, =1-(cos72°+isen72°) =0'30+0'95i
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W, =1,, =1-(cos144°+isen144°) = -0'80+0'58i

W, =1, =1-(COS216° +isen 216°) = —0'80— 0'58i

W =1 =1-(c05288°+isen288°) =0'30—-0'95i

172°

Los afijos estan situados so-
bre una circunferencia de ra-

dio 41=1. Al unirlos deter-
1, minan un pentgono inscrito
en la misma. Hemos represen-

tado las coordenadas de los
afijos en forma polar.

1144°

1216°

1288°

Ejemplo: Resolver la ecuacion z°+1=0

Despejando z obtenemos: z=%/-1

p=4(-1)*+0° =1

-1+0i — 0 = —1+0i =1
0 = arctag 1 =180°

0

=40°

, . , 360
Como los argumentos estan en progresion aritmética de razon
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k=0 = o :1200 = 20°
k=1 = a, =20°+40°= 60°
k=2 = o, =60°+40°=100°
k=3 = a, =100°0+40°=140°
V1= = (%/i)1800+3600.k =L — K=4 = ag=140°440°=180°
? ? k=5 = o, =1800+40°=220°
k=6 = o, =220°+40° = 260°
k=7 = o =260°+40° = 300°
k=8 = a, =300°+40°=340°

Las raices son:

w, =1,, =1-(cos 20°+isen 20°) = 0'93 + 0'34i

W, =1, =1-(cos60° +isen60°) = 0'5+0'86i

W, =1, = 1-(c0s100° +isen100°) = —0'17 + 0'98i

W, =1, =1-(c0s140°+isen140°) = —0' 76+ 0'64i

W, =1, =1-(c0s180°+isen180°) = -1

W, =1, =1-(C05220°+isen 220°) = —0' 76 — 0' 64i

W, =Ly, =1-(05260°+isen 260°) = —0'17 — 0' 98i

Wy =1, =1-(c0s300°+isen300°) = 0'5-0'86i

W =1y, = 1-(C0S340°+isen340°) = 0'93— 0'34i
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1 100° 1
60°

Los afijos estan situados so-
bre una circunferencia de ra-
dio 41=1 . Al unirlos deter-
minan un eneagono inscrito
en la misma. Hemos represen-
1,00 tado las coordenadas de los
afijos en forma polar.

1 20°

1180°

1300°

1260°

La calculadoray los niumeros complejos
Tecla de conversién de coordenadas Rectangulares a Polares.

Introduciremos primero la coordenada "Xx", pulsaremos seguidamente la tecla de
conversion y a continuacion introduciremos la coordenada "y". Al pulsar la tecla
del igual nos aparecera en la pantalla un nimero que corresponde al valor del mo-
dulo p. Finalmente pulsaremos la tecla x <> y y obtendremos en la pantalla el valor
del argumento 6 en grados sexagesimales. Si trabajamos con radianes deberemos
tener activado el mode "RAD".

=EN¥=) Teclade conversion de coordenadas Polares a Rectangulares.

Introduciremos primero el mddulo, pulsaremos seguidamente la tecla de conver-
sion y a continuacion introduciremos el argumento en grados sexagesimales. Al
pulsar la tecla del igual aparecera en la pantalla un nimero que corresponde al
valor de la coordenada x. Finalmente pulsaremos la tecla x <> y y obtendremos

en la pantalla el valor de la coordenaday.

Ejemplos: @) Expresar en coordenadas polares un nimero complejo cuyas coordenadas
cartesianasson(1,—1)

1l rosp |21l = Aparecera en pantalla X <Y Aparecera en pantalla

el modulo p=1'4142 el argumento 6 = 315°

b) Expresar en coordenadas cartesianas el nUmero complejo cuyas coordenadas
polares son /255 .

2 \/_ PR |315] = Aparecera en pantalla X &Y Aparecera en pantalla

la coordenada x=1 la coordenada y=-1
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Los objetos fractales y los numeros complejos

El termino fractal proviene de la palabra latina “fractus” que significa roto, irregular, y fue acu-
fiado a finales de la década de los 70 por el matematico Benoit B. Mandelbrot del Centro de In-
vestigacion Thomas J. Watson de IBM en Yorktown Heights, Nueva York.

Un fractal consta de fragmentos geométricos de orientacion y tamafio variable, pero de aspecto
similar. Si lo ampliamos nos ird mostrando una serie repetitiva de niveles de detalle, de modo
que a todas las escalas que se examine, la estructura presentada sera similar. Asi un objeto fractal
ofreceria el mismo aspecto observado a una escala de metros o milimetros.

Una de las formas mas comunes de definir basicamente un fractal es de la de un objeto geo-
métrico que posee autosemejanzas, es decir, las partes mas pequefias del dibujo son altamente
similares (incluso idénticas) a las partes mas grandes. En una costa, por ejemplo, tomemos el
nivel de detalle que tomemos siempre observaremos ciertas similitudes con el nivel de detalle
anterior. Por ejemplo, si deseamos medir la Costa del Sol podemos efectuar una medicién a par-
tir de las fotografias realizadas por un satélite, pero qué duda cabe que si sobrevolamos la costa
con un helicéptero tomando fotografias podremos precisar ain mas la medida anterior, obtenien-
do a la vez una medida mayor. Pero si bajamos a la costa con una regla de un metro y realizamos
medidas sobre el terreno la medida obtenida serd méas precisa y mayor. Si repetimos la medicion
con una regla méas pequefia obtendremos una medida cada vez mayor, y asi hasta el infinito, con
lo que llegamos a la sorprendente respuesta de que la jjjCosta del Sol tiene longitud infinita!!!
Esta es una curiosa propiedad de gran numero de curvas fractales, ya que son curvas que ocupan
una region finita pero, sin embargo, su longitud es infinita.

Otra forma de definir los fractales es recurriendo al concepto de dimension euclidea (0jo, en este
caso el tiempo no vale como dimensidon). Por ejemplo, una linea tiene una dimension, la longitud
de la linea; una hoja de papel tiene dos dimensiones, el ancho y el largo; una caja tiene tres di-
mensiones, ancho, alto y profundidad. Dado que un fractal estd compuesto por estructuras simi-
lares de detalle cada vez més fino, su longitud no esta taxativamente definida. Cuando se intenta
medir la longitud de una linea fractal con una determinada regla, algunos detalles seran siempre
mas finos de lo que la regla puede medir. Asi, conforme aumenta la resolucion del instrumento
de medida, va creciendo la longitud de un fractal. Hablaremos por tanto de una longitud, en la
gue segun la resolucion L del instrumento con el que se efectle la medicion se obtendra una u
otra longitud.

Dado que no podemos hablar de una longitud concreta, sino de una longitud dependiente de L, la
nocion de longitud carece de significado en el caso de los fractales. Por ello se ha ideado un na-
mero Ilamado dimension para cuantificar de qué modo llena el espacio un fractal. Mientras que
una linea euclidea ocupa exacta y precisamente un espacio unidimensional, una linea fractal se
extiende en un espacio bidimensional. En consecuencia, una linea fractal tiene dimension com-
prendidas entre uno y dos. Cuanto mayor sea la dimension de un objeto fractal, tanto mayor es la
probabilidad de que una regién dada del espacio contenga una porcion de objeto fractal.

De esta forma podemos encontrar otra definicion de fractal diciendo que es un conjunto de di-
mensién no entera, es decir, que podemos encontrar objetos de, por ejemplo, una dimension y
media. Una costa, tal y como comentabamos anteriormente tiene una dimension entre 1’15 y
1°25.

LE.S. Historiador Chabds -27- Juan Bragado Rodriguez



Desde que Benoit B. Maldelbrot cred la revolucionaria definicion de objeto fractal, cientificos y
matematicos han dado grandes pasos en la comprension de como la naturaleza crea sus formas y
desarrolla un crecimiento basado en modelos fractales.

Hay cada vez maés pruebas de que la naturaleza siente una predileccion especial por las formas
fractales. Se han identificado fractales en la forma de las galaxias, de las costas marinas, las
montafas y rocas, los bosques y arboles, las nubes y relampagos, en nuestro propio organismo,
en hojas, plumas, escamas, etc., ademas de en un gran numero de procesos fisicos y quimicos,
como la cristalizacion, fractura, movimiento de particulas en un fluido, descargas eléctricas,
electrolisis, etc.

La mayoria de la mas bellas imagenes fractales provienen de la iteracion de funciones de una
variable compleja. En 1979, John Hubbard, matemético estadounidense, utilizando el método de
Newton (que sirve para resolver ecuaciones mediante tanteo), hizo que el ordenador fuera explo-
rando muchos de los infinitos puntos que componen el plano complejo, asignando colores a los
puntos y a medida que fue obligando al ordenador a realizar una exploracion mas detallada se
fue desconcertando pues obtenia imagenes que mucho tiene que ver con los fractales.

El “conjunto de Mandelbrot” Ilamado asi en
honor del matematico franco-polaco B.
Mandelbrot ha sido considerado por la revis-
ta Scientific American como el objeto mate-
matico més bello que existe. Basicamente es
una cardioide (semejante a un corazon) y
tangente a ella un disco de menor tamafio.
También podemos apreciar infinidad de dis-
cos tangentes a esta figura y otros tangentes
a estos ultimos y asi sucesivamente.
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