Problema 1 I

a) Calcula (2-i)-(3—-4i)+i* - (1-i)°

1 4-i

b) Calcula 72+(1+i)2 b
i

1-i 2+i

8) (2-1)-(3-4i)+i®~ (1-1)° =6-8i - 3i +4i* +i% —(1-3i +3i* - i) =3-0i

1+i  (A=0)-(2-D) o _

2+1)-(2-1)

7-6i . 5+51-14+12i+10i -9 27.
+i= =—+—i

2 : 1 4-i . 2i -
b) =+ (1+i)’ +—————iP = +1+2i+i° +
)i a4+ 1-i 2+i i’ 1> —i?
- _ ._ - -2 -
—m+1+m—1+1+l—§—iL$§iL+i=1+l—
2 2 4-i 2 2 5

Problema 2

[

a) Dados los complejos z, =5,,., z, =2, Y z, =4i, calcula:

i) Z, -1

3
b) Calcular M

(6o 13100 )

8) 1) 2,-23 =545 - (41) =545 - 4900 = 20,50

(5s)°

(21)3

125,

i)

Zl
2

(z.)

(

10 10 10

)

i) )
Z; '(23)2
Zl 545° —
(22)2 (215°)2
125,,, 125,

iD) -
Z

) -(23)2 215 ~(4i)2 B 245 - (~16) B 2y5 <1650 ) 32 150

—_
N

S

3
[N

b) 250)3 _ (4700)3 _ 64100
(650o 3100 )2 (2400 )2 4g00

= 161300

15, (%)
32/ 0o 32/ g0
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Problema 3 I

Determina x para que el producto (2-5i)-(3+xi) sea:

a) Un namero real.
b) Un nimero imaginario puro.

Hagamos el producto: (2 —5i) - (3+ xi) = 6+ 2Xi —15i —5xi* = (6 +5x) + (2x—15)i

a) Para que el producto sea un nimero real, la parte imaginaria ha de ser nula:

2x-15=0 = x:%

b) Para que el producto sea un nimero imaginario puro, la parte real ha de ser nula:

6+5x=0 = x:—E

5

Problema 4

]

Dados los numeros complejos 2—ai y 3-bi, halla los valores que deben tener ay b para
gue el producto de aquellos sea igual a 8+ 4i.

(2—ai) -(3— bi) = 6— 2bi — 3ai + abi? = (6 ab) — (2b + 3a)i = 8 + 4i

6-ab=38
6—-ab=38 —2p2 —
2b-4¢ — G—M:8 — 18+2b*+4b=24 =
—(2b+3a) =4 = 3
3
b=1 - a=-2
2b* +4b-6=0 = 2
=-3 > a=-—
3
2+21i y 3-i
Los numeros complejos pedidos son 0
2—-—1 y 3+3i
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Problema 5 I

Dado el niumero complejo z= J3+i, escribe su opuesto, su inverso, su conjugado y el in-
verso de su conjugado en forma bindémica y en forma polar.

Forma Bin6mica

Opuesto —z=—+3-i

Conjugado Z=+3-i

Inverso

11 \B-i JB-i AB-i 431
z @+i_(£+i).(@_i)_(@)2_iz_ 4 4 4

“Boi (B-i)-(B+i) (BY-iF 8- 4 4 4

1 1 J3+i V3+i V34 V3+i 4B 1i
z

Inverso conj

Forma Polar
r=y(3)? +12 =2
El complejo z en forma polar es 1 - V3+i= 2 300
o = arctag— = 30°
V3
Opuesto Z=2,
Conjugado Z=2
1 1, (1) (1)
Inverso = = = ==
Z 24 2/ 00 2/ 5500
1 1, (1) (1)
Inverso conj. —= == ==
Z 2330° 2 —-330° 2 30°
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Problema 6 I

a) Calcula el producto del nimero complejo 1+3i por su conjugado y comprueba que su
producto es igual al cuadrado del modulo de dicho nimero.

b) Determina un nimero complejo cuyo cuadrado sea igual a su conjugado.
a) (1+3i)-(1-3i) =10 — [1+3i[=v12+3 =410 = (1+3i)-(1-3i)=[1+3i[
b) Sea el nimero complejo z=a+bi — z°=7Z — (a+bi)’=a-bhi

a’-b*=a

a’ +2abi+b%i>=a—-bi » a’—b®>+2abi=a—-bi =
2ab=-b — 2ab+b=0

b(2a+1)=0 = 1

. ) ) a=0 = z=0+0i
Si b=0 » a°=a —» a"-a=0 - a(@-1)=0 — )
a=1 = z=1+0i

z +ﬁi
2 =+ —
Si az——a(—ij —b? _1_>l_b2:_1:> b:+£:> 2
2 2 4 2 2 1 J3.
Z=————Ii
2

Problema 7 I

La suma de dos numeros complejos conjugados es 8 y la suma de sus modulos es 10. ¢De
gué nameros complejos se trata?

a+bi+a—-bi=8 2a=8 —> a=4
Va? +b? +4/a% + (-b)? =10 24a? +b% =10 — a?+b?=25 = b=4+3

Por tanto los niumeros complejos son: 4+3i y 4-3i
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Problema 8 I

El producto de dos numeros complejos es -27. Calcula sus modulos y sus argumentos sa-
biendo que uno de ellos es el cuadrado del otro.

Sean r, y s; los dos numeros complejos. Segun el enunciado del problema se verifican las si-
guientes condiciones:

r-s=27
Vo~ Sp _2727180"} o+ =180°
=

o :(Sﬁ)z

r=s?

o=2p

Como r=5* —» §*.5=27 — §=27 = s=3 = r=9

Como a=2p — 2B+P=180° — 3p=180° = P=60° = o =120°

=9 1200

e - r(l
Por tanto, los nimeros complejos son S
B 60°

Problema 9 I

Cbmo debe de ser un niumero complejo para que su cuadrado sea:
a) Imaginario puro.
b) Un nimero real positivo.

c) Un numero real negativo.

- - . -\ 2 . . .
Sea el nimero complejo z=a+bi — z*=(a+bi)” =a® +2abi + (bi)’? =a® — b* + 2abi
a) z° serd imaginario puro si la parte real es nula:

a+b=0 = a=-b

2_p*=0 b)(a-b)=0
a — (a+b)(a-hb) - {a—b:O ~ acp

b) z® serd un nimero real positivo si la parte imaginaria es nula y la parte real es positiva; es

decir:
a’-b%*>0 a’>0
2ab=0 b=0
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c) z° sera un nimero real negativo si la parte imaginaria es nula y la parte real negativa; es de-

cir:
a’ —b?<0 b?>0
2ab=0 a=0

Problema 10

[

a) Halla dos numeros complejos sabiendo que el triangulo que forman sus afijos con el ori-
gen de coordenadas es equilatero y su area vale 24/3.

b) Los afijos de 5+2i y —1+4i son dos vértices opuestos A y C de un cuadrado ABCD.
Halla las formas bindmicas de los nUmeros complejos cuyos afijos son los otros dos vér-
tices B y D de cuadrado.

c¢) Halla los nimeros complejos correspondientes a los vértices de los siguientes hexagonos.
Son las raices sextas de numeros complejos. ¢ Cuéales?

O

a) Supongamos que el lado del triangulo equi-
latero es a. Trazando la altura sobre uno de
sus lados y aplicando el T2 de Pitagoras te-
nemos:

— (.0

2 2
aZ:b2+(%) — aZ:b2+aT — 4a’=4b*+a®> — 3a’=4b> — a=

Qll\)
wl|| T

Por otra parte sabemos que el area es 24/3, por tanto:

b

2b
3 L _ _2b 25
A= 5 =23 > \/5—2\/5 — b=vJ6 = a_ﬁ_ﬁ_zﬁ

Las coordenadas cartesianas son (2+/2,0) 'y (v/2,/6).
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Considerando esta distancia como el mddulo de los afijos tenemos para las coordenadas:

242 o = 24/2(Cos0%+isen 0°) = 2+/2
2\/500 y 2\/560" = . .
242 6 = 24/2(C0s60°+isen60°) =/2 — /6 i

b) Por geometria tenemos:

B(x,y)
M(_1+5,4+2) _ME@.3)
2 2
C(-1,4) M A(5,2) o
WA |<| B |
D(d] ’dZ)

MA-MB=(3,-1)-(x=2,y-3)=0 - 3x—-y=3

‘m ‘:‘ W?:‘ > J9+1=y(x-2)? +(y—-3)2 > X2 +y?—4x—6y+3=0

3X-y=3 x=3 —> y=6 B(3,6) — 3+6i
= = _
X? +y® —4x-6y+3=0 D(1,0) — 1+0i

Z, = 2o0 Z,= 260° Z;= 21200

Z,= 2180° Z; = 2240° Zg= 2300°

: ofr. =2, = 1, =(2,)° =64,

Son las raices sextas del complejo 64,

LE.S. Historiador Chabds -7- Juan Bragado Rodriguez



Z, = 230° Z,= 2900 Z;= 2150°
Z,= 22100 Z; = 22700 Zg= 23300
6
\/6 Fo :2300 = I, :(2300) = 64180"

Son las raices sextas del complejo 64,

Problema 11 I

a) Una de las raices ctbicas de un ntimero complejo es 1++/3i.Halla las otras dos raices y
ése numero complejo.

b) Opera en la expresion (9 + 3i)? - (% - 2i) y calcula las raices cubicas del resultado.

- 3 , - , .
a) (1+ \/§|)3 = (2600) =840 - TENEmMos que calcular las raices cubicas de este nimero complejo.

0

3/8isoe = 21gpeszeek  —> Larazones
3

=120°, por tanto las raices cubicas son:

k=0 = w, =2, =2(cos60°+isen60°) =1++/3i
k=1 = w,=2,,=2(cos180°+isen180°) =-2
k=2 = W, =2, =2(c0s300°+isen300°)=1—-+/3i

b)
(9+3i)° - LY = (81+54i+9i°)- L 2i) = (72 54i) [ 2 - 2i] = 24 - 144i + 18 - 108i% =
3 3 3

r=4/1322 + (-126)? =182'48
132 -1261 — -126 = /18248555 =567 55330, 3600
o = arctag 132 =—43'66° = 316'33° 3

La razon de la progresion es 120° por tanto las raices son:
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— 1
1 5 67105026'36”

= W
= W, =367 y50630-
= W

~ X X
Il
N P O

1
3 567 345°26'39"

Problema 12 I

Calculas las raices quintas de la unidad. Si z y w son dos de estas raices, comprueba si tam-
bién son raices quintas:

k=0 = w,=1,
3600 k = 1 = W2 720
/1400 =81y =Ly —> Larazones =72°,porlotanto: {k=2 = w,=1,,
5 k = 3 = W4 — do1pe
k = 4 = W5 — ogge

Son todas de la forma 1., con keZ,luegosi z=1,,, y wW=1,,, con k,heZ, enton-
ces:

. JA : 2 . 2
Z-W = 1(k+h)-72°’ W = 1(k—h)-72°’ yA— le-72°’ W- = 12h-72°

por tanto también son raices quintas.

Problema 13

[

Busca una ecuacion de segundo grado cuyas raices sean v2s Y /215
\/5450 =\/§(cos45°+isen 45°) =1+ \/53150 =\/§(005315°+isen 315°)=1-1i
[x—(1+i)]-[x—(1—i)]=[(x—1)—i]-[(x—1)+i]= (X-1D*>-(i)>=x>-2x+1-i*=

X2 —2x+2

LE.S. Historiador Chabds -9- Juan Bragado Rodriguez



Problema 14 I

Describe las imagenes geométricas de los nimeros complejos que verifican respectivamen-
te:

a)|4=3 b)Argz=60°

a) Se trata de una circunferencia de centro
el origen y radio 3.

60°
3 b) Es la semirrecta que parte del origen y
forma un angulo de 60° con la direccién

positiva del eje real.

Problema 15

Im

a) ¢Qué figura determina en cada caso cada una de las igualdades siguientes?
|7 =2; lz—(1+i)|=5 |z—(5+2i)|=3

b) Escribe todos los nimeros complejos cuyos afijos estén en la circunferencia de centro
(1,1) y radio 3.

lz—(5+i)|=5

¢) Resuelve graficamente el sistema ]
lz-(2+i)|=2

a) Son tres circunferencias con centros en (0,0); (1,1); (5,2) y radios 2,5y 3 respectivamen-
te.

b) {z/]z-(1+1)=3|

c) Lasoluciones z=i.

Problema 16

[

¢ Qué expresion verifican los nimeros complejos que tengan su afijo en la franja de la figu-
raizquierda? ¢Y los que lo tengan en la zona coloreada de la figura de la derecha?
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Para la franja de la izquierda se verifica: 2<z+Z<8.

Para la franja de la derecha se verifica: -4<z+7Z<6 y -2<z+Z<4

Problema 17 I

Halla todas las soluciones reales e imaginarias de la ecuacion:

22-27°+4z2-8=0

Factorizando esta expresion tenemos:

(2-2)- (22 +4)=0 = {2_220 = 2

22 +4=0 = z=+-4=+2i

N N N
N -
([
NN

Las soluciones de la ecuacion son:

w
Il
|
N

Problema 18 I

Halla todas las soluciones reales e imaginarias de la ecuacion:

7% -282°+27=0

t
Haciendo z°=t = t?2-28t+27=0 — <{°'
t, =27

LE.S. Historiador Chabds -11- Juan Bragado Rodriguez



e Sit=1 » 2°=1 —» z=31=3%1+0i

p=+1'+0°=1
1+0i — 0 = 1+0i=1,
49=arctagI:O0

0

0 =120°

La razon de la progresion es
(0]
k=0 = a,= % =0°

1= Yip = (%)0°+3600.k =Ly ™ (k=1 = o, =0°+120°=120°
s 3 k=2 = o, =12004120°= 240°

Las tres raices son:
w, =1, =1-(cos0°+isen0°) =1

W, =1,, =1-(c0s120°+isen120°) = —0'5+0'86i

W, =1, =1-(c0s240°+isen240°) = —0'5—-0'86i

e Sit=27 — 72°=27 = z=327=3/27+0i

p=+/27* +0% =27
27+0i — 0 — 27 +01=27,,
9=arctagE=O°

0

La razon de la progresion es 0 =120°

0
k=0 = oclz%:O"

V27 =327, = (V27 )pais =B = K=1 = 0, =0°4120°=120°
? 3 k=2 = o,=120°+120°=240°

Las tres raices son:
w, =3, =3-(cos0°+isen0°) =3
W, = 3,0 = 3-(€0s120°+isen120°) = —-1'5+ 2'59i

W, = 3,0 = 3-(C05240° +i5en 240°) = —1'5— 2'59]
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Por tanto las seis soluciones de la ecuacion de partida son:

1, 3, —05-086i; —05+086i; —15-2591 y —15+259i

Problema 19 I

—1+i

1++/3i

Calcula 3

p=y(-1)* +1* =42

-1+i - 1
0 = arctag 1 =135°

—1+i=(\/§)

135°

p= 12+(\/§)2 =2
1+31 - N& 1+\/§i=260°
0= arctagT =60°

(\/E) 135° \/E \/E \/E !
I~ =3| = =3 5 =13 5 = 089 75 3500
2 60° 2 1350600 2 750 2 75°+360°k 3

3

0
La razon de la progresion es

=120°, por tanto los argumentos seran:

0
0 = -T2

089 s — k=1 = o, =25+120°=145°
3 k=2 = o, =145+120°=265°

Las raices son:
w, =0'89,,, =0'89-(cos25°+isen25°) =0'80+ 0'37i
W, = 0'89,,., = 0'89-(c0s145° +isen145°) = —0'72 + 0'51i

W, = 0'89,, = 0'89 - (C0S265° +isen 265°) = —0'08 — 0'88i
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Problema 20 I

7 T i3 i-5
=1 51° +3i
Calcula el valor de de ———

6
|

y representa los afijos de sus raices cubicas.

_ i _ i _ 3/_1 _3 _
- R - . - B - - 1 1 - 1180u - 1180°+360"-k

3

(0]
La razon de la progresion es

=120°, por tanto los argumentos seran:

Lgoo

0
k=0 = %21830 = 60°

1180"

k=1 = o, =60°+120°=180°
k=2 = o,=180°+120°=300°

1300"

5343 Ot SItT 523 g g .
- = - S L_ - =—=—>=28I 38|:3\/8900:2900+360°-k

3

) L 360°
La razon de la progresion es

=120°, por tanto los argumentos seran:

(0]
k=0 = al:%:fﬂoo

k=1 = a,=30°+120°=150°
k=2 = o,=150°+120°=270°

270°
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Problema 21 I

Explica detalladamente cudl es el resultado geométrico de multiplicar un nimero complejo
io:2 3 4
pori, i<, i° e i".

Forma Bindmica Sea el nimero complejo a+ bi

(a+bi)-i=ai+bi2=ai—b=—b +ai

-b+ai _— a
; a4 bi El resultado de multiplicar un nimero com-

b plejo por i es otro nimero complejo cuya
90° parte real es el nimero opuesto de la parte
imaginaria del namero complejo de partida,
-b a y cuya parte imaginaria coincide con la par-
te real del numero complejo de partida.

Geométricamente equivale a girar el afijo
del complejo de partida 90°.

(a+bi)-i2 =ai? + bi® = —a — bi

\ a4+ bi El resultado de multiplicar un nimero com-

b plejo por i* es otro nimero complejo cuya

parte real es el nimero opuesto de la parte

-a real del nimero complejo de partida, y cuya

a parte imaginaria es el nimero opuesto de la
parte imaginaria del numero complejo de
777777777777777777 b partida.

Geometricamente equivale a girar el afijo
del complejo de partida 180°.

(a+bi)-i®=ai® +bi* =—ai +b=b —ai

\ a4+ bi El resultado de multiplicar un nimero com-
b plejo por i® es otro nimero complejo cuya
parte real coincide con la parte imaginaria

b del numero complejo de partida, y cuya

a parte imaginaria es el nimero opuesto de la
parte real del numero complejo de partida.
Geometricamente equivale a girar el afijo
S R b del complejo de partida 270°.
—al
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Como i* =1, al multiplicar un complejo por i* obtenemos el mismo niimero complejo.

Forma Polar

Sea el nimero complejo r,. teniendo en cuenta que:

=1y IP=-1=1g,; i‘=-i=1,, e i‘=1=1,

M, Lo = (1), 00 =l —> Modulo el mismo y el argumento aumenta en 90°
I, Lo = (1) 160 = Mgese  —> MoOdulo el mismo y el argumento aumenta en 180°
Lo = (N1 iome = Mrese —> Modulo el mismo y el argumento aumenta en 270°

r,-le =(r-1),.0 =re., — Moduloel mismoy el argumento el mismo

Problema 22 I

-\ 100
. . 1+1 .
Calcula las raices quintas de (1—j expresando el resultado en forma binomica.
—i

- - \/E 0 100
1+i=42 450 1-i=+2 315° = ( 2 = = (1—27o° )100 - (1900 )100 = Logore = 1o
315°

0]
Como la razon de la progresion es

=72°, tenemos:

w, =1, =c0s0°+isen0°=1+0i

w, =1,, =C€0s72°+isen72°=0'30+0'95i

w, =1,, =C€05144°+isen144°=—0'80+ 0'58i
w, =1, =C€05216°+isen216° = —0'80 — 0'58i
W, = 1. = 05288°+isen 288°= 0'30 - 0'95i

5 _
\/10D =gk

5

.hwll)l—\o
LeL b
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