Introduccion

En los temas anteriores nos hemos preocupado de representar graficamente y de procesar numé-
ricamente los datos relativos a una variable de un colectivo. Nos interesaba, por ejemplo, cono-
cer la distribucién de las alturas de los jugadores de los diferentes equipos de baloncesto de la
ciudad. Se trataba de estudiar distribuciones unidimensionales. Pero cada miembro de un colec-
tivo presenta diversos aspectos por los que nos podemos interesar. Esto nos lleva a consideracio-
nes muy importantes para establecer con cierta confianza la presencia o ausencia de relaciones
significativas entre estos aspectos diferentes.

Lo que ahora vamos a estudiar es la relacion o dependencia que existe entre dos variables, y no
un estudio aislado de cada una de ellas como ya hicimos en el tema anterior. Se trata pues de
cuantificar la relacion entre dos variables. En un colectivo bien amplio podemos establecer una
medida de la gordura y del grado de buen humor, cosas ambas bastante subjetivas. Cada miem-
bro del colectivo tiene dos nimeros asignados y asi, en un plano con dos ejes rectangulares, el
eje de la gordura y el eje del buen humor, podemos asignar a cada miembro un punto. Obtene-
mos una nube de puntos. Es la representacion de una distribucion bidimensional.

Si en el espacio tridimensional pudiésemos pintar y manejarnos tan bien como el plano, seria
posible estudiar graficamente las relaciones conjuntas de tres variables distintas, por ejemplo
gordura, buen humor e ingresos anuales. Nos llevaria a una distribucion tridimensional. Esto
que es dificil a mano se hace con la ayuda del ordenador. La nube de puntos que se origina se
puede manipular y observar desde diferentes angulos y adquirir asi una buena idea de las rela-
ciones conjuntas entre las tres variables.

Relacidon estadistica y relacion funcional. Correlacion

El importe de la factura de teléfono depende del nimero de llamadas realizadas y del tiempo
empleado en cada una de ellas (del nimero de pasos); aparte lleva un suplemento por el alquiler
de los equipos telefénicos. La expresidn que da este importe es de la forma | =a+np, donde a
es el precio de alquiler de los equipos, n el nimero de pasos realizados y p el precio de cada pa-
so. La relacidn que existe entre a 'y n es funcional y se ajusta a una recta.

Si lanzamos una piedra hacia arriba, llegard tanto méas alta cuanto mas fuerte la lancemos. Y
existe una férmula que nos permite calcular, exactamente, la altura que alcanzara en funcién de
la velocidad con que se lanza. Es una relacion funcional

Las relaciones funcionales se verifican siempre: globalmente y para cada valor particular.

Las personas, en general, pesan mas cuanto mas altas son, pero no se podria dar una férmula
que permitiera obtener el peso de cualquier persona conociendo su estatura. La relacion que exis-
te entre el peso y la estatura de una persona no es funcional. Una relacion similar cabria esperar
entre el rendimiento de una cosecha y los kilogramos de fertilizantes empleados. Pero en ningu-
no de estos casos la relacion es precisa, exacta.
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Dichas relaciones, de algin modo, estan sujetas al azar y son efecto de otras muchas causas:
ademas de la altura, la edad o la dieta influyen en el peso de una persona. El agua y la tempera-
tura también afectan al rendimiento de las cosechas.

En los factores asociados al comportamiento humano, la interrelacion de efectos y causas es to-
davia mas complejas pues, ademas de las circunstancias, muchas de ellas azarosas, en las perso-
nas juega un papel decisivo la libertad, y este factor si que es impredecible.

A pesar de las dificultades apuntadas, la Estadistica es capaz de dar respuesta a muchos de los
problemas fenomenol6gicos o sociales que pueden presentarse. Y es capaz de dar respuestas
porgue no pretende que éstas sean univocas, funcionales, de causa efecto.

Las relaciones estadisticas solo se verifican de una manera global; para cada valor particular
la respuesta puede ser multiple.

La Estadistica da soluciones en clave probabilistica; por eso siempre hay que hablar de posible
error, y hay que hacer el contraste de hipotesis pertinente (aunque a este nivel, para simplificar
las cosas, no lo hagamos). Por lo mismo matizaremos las palabras, y mas que de relacion entre
variables preferimos hablar de correlacion entre ellas.

Las ciencias exactas tratan, casi exclusivamente, con relaciones funcionales. Sin embargo, para
las ciencias sociales y humanas el instrumento de la correlacion es muy importante. Por ejemplo:

e En un conjunto de paises, ¢qué relacion hay entre la renta per cépita y la expectativa de vida
al nacer? ;Y entre la renta per capita y el indice de natalidad?

e En la promocion publicitaria, ¢qué relacion hay entre el nimero de minutos que cada produc-
to se anuncia en T.V. y el incremento de ventas que se produce?

En estos ejemplos se aprecia una relacion estadistica mas o menos estrecha. Nuestro objetivo es
sistematizar este estudio de modo que lo que comienza siendo una idea intuitiva acabe suficien-
temente estructurado y pueda ser medido mediante una expresion matematica.

Tampoco tendremos en cuenta todas las causas: fertilizantes, lluvia, temperatura, tipos de suelo,
destreza y esmero del agricultor...Nos limitaremos a considerar dos variables solamente, de ahi
el titulo de este tema: distribuciones bidimensionales.

Diagramas de dispersion. Nubes de puntos

A las variables estadisticas resultantes de la observacion de un fenémeno respecto de dos moda-
lidades se las llama variables estadisticas bidimensionales.

Las variables estadisticas bidimensionales las representaremos por el par (X,y), donde X es una
variable unidimensional que toma los valores X;,X,,Xz,........... ,X,, € Yy es otra variables unidi-
mensional que toma los valores y,,y,,Yz,.......... ,Y,. Por tanto, la variable estadistica bidimen-
sional (X,y) toma estos valores:
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(X0, Y1) (X0 Y2 ) (Xgu Vg )reeeoveiainns (X,,y,) o también (x;y;), (I1<i<n)

Supongamos un ejemplo, en el que la variable x representa la edad e y el grado de psicomotrici-
dad de un grupo de 44 minusvalidos mentales.

Edad (afio9 | Grado de psic. | N° de personas
X y f
5. 7) [25, 30) 4
[5.7) [30, 35) 2
[5.7) 35, 40) 1
[7, 9) [25, 30) 3 Laz:,I tablastctc))lmo I_as clle IaRizftIqu_ierdall
se llaman tablas simples. Reflejan e
[7' 9) [30’ 35) ! comportamiento de la variable esta-
[7,9) 35, 40) 1 distica bidimensional (x, y) a partir
[7,9) [40, 45) 2 de los valores individuales que to-
man cada una de las variables esta-
[9, 11) [30, 35) 2
[9 11) [35 40) 1 disticas unidimensionales x e y.
[11, 13) [25, 30) 1
[11, 13) 35, 40)
[11, 13) [40, 45)
[11, 13) [45, 50) 3
44

Variable | Variable | Frec. absoluta
X; Yi £
X f - .

! Yi ! En general, toda tabla bidimensional
X, Y, f, de frecuencias se puede expresar
X, & f, como muestra la tabla al margen,

donde x e y designan las variables
estadisticas unidimensionales, x; e
y; los valores que toman respecti-
vamente, y f; son las frecuencias ab-
X, Ya f, solutas.
f,
i=1

Dado que los valores de una variable estadistica bidimensional son pares de nimeros reales de
la forma (x; ,y;), si los representamos sobre un sistema de ejes cartesianos se obtiene un con-

junto de punto sobre el plano. A este conjunto de puntos se lo denomina diagrama de disper-
sion o nube de puntos.
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Ejemplo: A los 12 primeros alumnos (por orden de lista) de un colegio se les toma las notas de
los dltimos examenes en Matematicas, Fisica y Filosofia.

Representar graficamente las notas de Matematicas frente a las de Fisica en un dia-
grama de puntos, y las notas Matematicas frente a las de Filosofia en otro.

Alumnoja b ¢ d e f g h i j k |
Mat. 2 34 45 6 6 7 7 8 10 10
Fis. 1 32 4 4 46 46 7 9 10
Filoss. |2 57 8 5 3 4 6 75 5 9
10 °
9 °
8
7

8 6 ° °

n 5

L 4 ° ® ® °
3
2 °
1 °
0 1

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
Matematicas

Filosofia
O FP N W D O1 ) N 0 ©

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
Matematicas
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Cuando se tienen muchos datos, y por tanto los

pares de valores se repiten muchas veces o y X [5’7) [7’9) [9,11) [11’13)
bien los valores se encuentran agrupados en [25,30) 4 3 — 1
intervalos, se utilizan las tablas de doble en- [30,35) | 2 7 2 _
trada como la representada a la derecha. En
ellas los datos se disponen de tal manera que [35'40) 1 1 11 1
en la primera fila se colocan los valores de la [40,45) | — 2 - 6
variable x y en la primera columna por la iz- [45,50) — — — 3
quierda se colocan los valores de variable y. 24
y
Este tipo de datos también admite un dia- A
grama de dispersion. En este caso, se reti-
culara el plano cartesiano segun estos in- >0 3
tervalos y en cada rectangulo inscribi- 45 5 6
remos tantos puntos como nos indique la o o
tabla de frecuencias absolutas. 40 iyl
) 35 5 17 1 2
Como a veces el nimero de puntos es ex- ¢ | o | o
cesivamente grande, se suele colocar un 30 4 | 3 1
s6lo punto y encima de él un nimero equi- 25 * 0 *
valente a la frecuencia > X
s 7 9 11 13

Otras veces, la representacion grafica se hace, bien hinchando los puntos proporcionalmente a su
frecuencia o bien levantando barras de altura proporcional a la frecuencia de cada casilla.

Personas

Psicomotricidad
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Tratamiento estadistico de datos bidimensionales

Aunque el objetivo es tratar de determinar el posible efecto de una variable sobre otra, empeza-
remos estudiando cada una de las variables por separado.

Si el conjunto de datos es de la forma (X,,Y,), (X, ¥, ). (X3, Y3 )eeereeeene .(X,.Y,), podemos
calcular los parametros estadisticos de cada una de las componentes.

Recordemos las definiciones de media y varianza para distribuciones de variables estadistica
unidimensional:

Medias
infi
Media de la variable X x:_i—if
ZYifi
Media de la variable y y= i_if
Varianzas
0 -%)° X,
Varianza de la variable x s? ==t _ =t _x?

Varianza de la variable y s =

Distintos diagramas de dispersion. Correlacion

Lo que nos interesa observar en un diagrama de dispersion es si la relacion entre las dos varia-
bles es lineal o curvilinea, si al crecer una la otra también crece o por el contrario disminuye, si
la relacion es funcional, etc. Sera funcional cuando ambas variables estan relacionadas por una
funcién. En caso contrario, la relacion sera tanto mas fuerte 0 mas débil dependiendo de la ma-
yor o0 menor tendencia de los puntos del diagrama a acercarse a la representacion de una funcién.

Los siguientes diagramas de dispersion reflejan la relacion existente entre dos variables, x e y.
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Relacién lineal positiva fun-

cional
y
A
S~
ra
P
///
”1111111111>X

Relacion lineal positiva
fuerte

Relacién lineal positiva dé-
bil
y
A
I
:;.:.z
— f f » X

Relacién lineal negativa
funcional

<

Relacién lineal negativa

fuerte
y
A
;M X

Relacién lineal negativa
débil

.
o Qe

Relacién curvilinea positiva | | Relacion curvilinea positiva | | Relacion curvilinea positiva
funcional fuerte deébil
y y y
A
/ / . Qe "' .. :
e : — > ) >
X —t f f —+» X X
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Relacion curvilinea negati-

Relacién curvilinea negati-

Relacion curvilinea negati-

va funcional va fuerte va débil
y y y
A A A
\\ I 1 | i
b X O S O B L » X
No existe relacion
y
A

En los ejemplos anteriores hemos analizado lo que significa relacion entre variables. Llamare-
mos correlacion a la teoria que trata de estudiar la relacion o dependencia que existe entre
las dos variables que intervienen en una distribucién bidimensional.

e La correlacion es lineal o curvilinea segun que el diagrama de puntos se condense en torno

a una linea recta o a una curva.

e La correlacion es positiva o directa cuando a medida que crece una variable también crece

la otra.

La correlacion es negativa o inversa cuando a medida que crece una variable la otra decre-

Ce.

La correlacién es nula cuando no existe ninguna relacion entre ambas variables.. En este
caso los puntos del diagrama estan esparcidos al azar, sin formar ninguna linea, y se dice que
las variables estan incorrelacionadas.

e La correlacion es de tipo funcional si existe una funcién tal que todos los valores de la dis-
tribucidn la satisfacen. En caso contrario, sera tanto mas fuerte o mas débil dependiendo de la
mayor o menor tendencia de los valores de la distribucion a satisfacer una determinada fun-
cion. Nosotros nos centraremos en el estudio de la correlacion lineal.
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Medida de la correlacidon

Supongamos que a los 12 primeros alumnos (por orden de lista) de un colegio se les toma las
notas de los Gltimos examenes en Matematicas, Fisica, Filosofia y educacion Fisica (ver tabla).

Alumno a bcdefghi j k |
Matematicas |2 3 4 4 5 6 6 7 7 8 10 10 —> X=6
Fisica 1 32 4 4 46 46 7 9 10 - y=5
Filosofia |2 5 7 8 5 3 4 6 7 5 5 9 — y=55
Ed.Fisica |5 8 6 8 9 5 7 6 8 5 6 9 — y=6'83

Vamos a estudiar la relacion que hay entre las notas que han obtenido en Matematicas y las que
han obtenido en Fisica, Filosofia y Educacién Fisica.

Las distribuciones bidimensionales:
Notas de Matematicas - Notas de Fisica
Notas de Matematicas - Notas de Filosofia
Notas de Matematicas - Notas de Educacion Fisica

pueden representarse a través de los siguientes diagramas de puntos:

Fis Filo Ed. Fis

A

10 + L 10 10

9 + . 9 9

8+ 8 8

7+ - 7 7

6 + LK) 6 6

5+ 5 5

4 + o0 o0 4 4

3+ . 3 3

2+ . 2 2

14+ e 1 1

0 +—4—4—+—+—+—+—+—+—+—+» Mat 0 Mat 0 Mat
012345678910 012345678910 012345678910

Algunas nubes de puntos sugieren rectas. Cuanto mas apretados estan los puntos a su corres-
pondiente recta, mayor es la correlacion.

Para cuantificar ese efecto, trazamos unos nuevos ejes de coordenadas con origen en el punto de
coordenadas (7,7) , €s decir, por un punto cuya abscisa es la media de la primera variable y cuya

ordenada es la media de la segunda variable. Este punto se llama centro de gravedad de la dis-
tribucion.
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OFRPNWAUIONOWOO
[ Ly
T L —

+—t—t—t—t+—+—+—+—+—++» Mat

0123456780910

Filo Ed. Fis
A A
10 + 10 +
9+ . 9 + . L
8 + . 8 + o0 .
7t . ) 7 ¢
6 + . 6 + . . .
5 e o ° . 5+ e p o
4 + 3 4 4
3t p 3+
2+ e 2+
1+ 1+
0 4+ Mat 0 4—————F——+—+—+—+» Mat
0123456782910 012345678910

y
| ®
X; — X (Xi’yi)

Yi—Vy

% y) ot

X, —X |y, -y (X'_i)'(}’i_y)
en A + + +
en B — + -
en C - - +
en D + - -

Cuanto mas fuerte es la correlacion, cuanto
mas apretados estan los puntos en torno a la
recta, mas puntos hay en los cuadrantes A y
C y menos en los cuadrantes B y D.

Si tenemos en cuenta que en los cuadrantes
Ay Cel producto (x; —X)-(y; —¥) es po-
sitivo, mientras que en los otros dos cua-
drantes es negativo, deducimos que, cuanto
mas fuerte es la correlacion, mas puntos
hay para los que el producto

(x; =X)-(y; —¥) es positivo menos puntos
para los que el producto es negativo.

Cuanto mayor es la correlacion mayor es la
suma:

Zn:(x -X)

i=1

En el razonamiento anterior, hemos supuesto que todos los puntos tienen la misma importancia.
Esto no es asi. Los puntos, cuanto méas alejados estan del centro de gravedad més influyen en la
correlacion, tanto visual como cuantitativamente.

Vamos a calcular los productos (x; —X)-(y,

—37) correspondientes a la distribucién que rela-
ciona las notas de Matematicas con las de Fisica.

(10-6)-(10-5)=20  (10-6)-(9-5)=16 (8-6)-(7-5)=4 (7-6)-(6-5)=1
(7-6)-(4-5=-1 (6-6)-(6-5=0 (6-6)-(4-5=0 (5-6)-(4-5)=1
(4-6)-(4-5)=2 (4-6)-(2-5) =6 (3-6):(3-5)=6 (2-6)-(1-5)=16
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Observamos que los puntos més alejados como el (10,10) y el (2, 1) dan los productos mayo-
res de todos.

Hasta ahora hemos razonado suponiendo la correlacion positiva. Si hacemos un razonamiento
similar para la correlacion negativa llegaremos a la conclusion de que en estos casos la suma

n

2 (i =%)-(y: =)

i=1

es negativa y tanto mas grande en valor absoluto cuanto mas estrecha sea la relacion entre ambas
variables.

n
Lasuma > (x; —X)-(y; —¥) nos ha parecido un buen indicador para saber cémo es la correla-
i=1
cion. Sin embargo, tiene un serio inconveniente. Para apreciarlo observemos estas dos distribu-
ciones:

y y
A A
10 10 +
° ° o o °
° o o ° ° °
°
5 ) 5+ )
° o. °
L L ° ° °
°
0 ® o o °
| f » X
0 w —» X
0 5 10 0 5 10

Es evidente que la correlacion de la primera es mayor que la de la segunda. Sin embargo, en la

n
primera la suma » (x; —X)-(y; —¥) da 50, mientras que en la segunda da 80'7. Es légico: la
i=1
segunda tiene los mismos diez puntos que la primera y otros diez mas. Para evitar el efecto pro-
ducido por el nimero de puntos, Zfi , dividimos por él, obteniendo asi un nuevo pardmetro

estadistico llamado covarianza.

Un nuevo parametro estadistico. La covarianza

Se llama covarianza de una variable bidimensional (x,y) a la media aritmética de los produc-
tos de las desviaciones de cada una de las variables respecto a sus medias respectivas. La co-
varianza se representa por s, . A la covarianza se le llama también varianza conjunta o sin-

cronizada de las variables x e y.
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n

Zfi(xi - i)(yi

_V) ifixiyi

La deduccidn de la altima formula es la siguiente:

3 8 (x, =Ry, - u >y

s = i=1

2. fyi

—|l

Zn:flxl

ifixiyi

? 2.t ) Zf

SRR

21
Ry

Una covarianza positiva y grande significa que ambas variables se mueven al unisono cre-
ciendo o decreciendo de modo bastante acorde. Una covarianza préxima a cero significa que
ambas variables funcionan independientemente. Una covarianza negativa y de valor absoluto

grande significa que al crecer una variable la otra decrece.

Calculo de parametros estadisticos

Para realizar los célculos de los parametros estadisticos que acabamos de estudiar, dispondremos

los datos en una tabla del siguiente modo:

Xi yi fi Xifi Xizfi yifi y|2f| Xiyifi
o |yo | | oxf | xR | v | oyif | xyf
X, |V, | B | X6 | x| oyvf | v, | xy,f
R VAR I PR 'R AR G A I PR Y74 AU YA

DoE DS | DI | Dy | Dy | D Xy,
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Coeficiente de correlacion lineal

La covarianza, que parecia un optimo parametro para medir la correlacion presenta también al-
gun inconveniente.

Las siguientes distribuciones son idénticas, salvo en la unidad utilizada en los ejes.

y y
A A
1071 o 100 + °
L4 )
L4 °
® o o o
ST 50 +
o o o o o o 0 o
° °
L4 °
L4 °
0 —» X 0 : X
0 5 10 0 50 100

La covarianza de la primera es 5'92 y, la de la segunda, 592. El cambio de escala influye en la
covarianza de tal manera, que multiplica o divide el resultado en el cuadrado de la equivalencia
de la escala (si consideramos cm. en vez de m la covarianza queda multiplicada por 10.000). En
nuestro ejemplo, la escala estd multiplicada por 10 y sin embargo la covarianza queda multipli-
cada por el cuadrado, es decir, por 100.

Por eso, ese parametro todavia no es suficientemente bueno para medir la correlacion.

Para medir la correlacién, definimos el coeficiente de correlacion lineal de Pearson como:

que no cambia de magnitud al hacerlo la escala, pues la covarianza y las desviaciones tipicas
lo hacen a la vez anulandose mutuamente (se puede expresar la estatura en metros o en cen-
timetros y el dinero en pesetas, dolares o libras y no por eso se modifica el coeficiente de co-
rrelacion en el que intervenga esa variable, lo cual no pasa con la covarianza).
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Propiedades fundamentales del coeficiente de correlacion

e El coeficiente es una medida objetiva de la correlacion lineal entre dos variables y su valor

oscilaentre -1y 1

e Si r=-1or=1, se
puede demostrar que
todos los valores de la
variable bidimensional
(X,y) se encuentran si-
tuados sobre una recta y
en consecuencia satisfa-
cen su ecuacion. La co-
rrelacion entre las va-
riables es perfecta y se
dice que entre ellas
existe una dependencia
funcional.

r=1
Dependencia funcional

A

r=-1
Dependencia funcional

En los dos casos, una variable explica de manera absoluta a la otra (por ejemplo: importe de la
factura eléctrica y kilovatios consumidos).

e Si —1<r<Q0 la correlacion es negativa
y serd tanto mas fuerte a medida que r se
aproxima mas a —1 y tanto méas débil a
medida que se aproxima a 0. La nube de
puntos es alargada y el riesgo de hacer
estimaciones de una variable a partir de
la otra es escaso. Se dice que las va-
riables x e y estan en dependencia alea-

toria.

e Si r=0 no existe ningun tipo de corre-
lacion entre las variables (linealmente).
Este caso se asocia a nubes de puntos re-
dondeadas. se dice que las variables x e
y son aleatoriamente independientes.

Dependencia aleatoria -1<r<0
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e Si O<r<1 lacorrelacién es positiva y

sera tanto mas fuerte a medida que r se
aproxima mas a 1 y tanto mas débil a y
medida que se aproxima a 0. La nube de
puntos es alargada y el riesgo de hacer +
estimaciones de una variable a partir de .
la otra es escaso. Se dice que las varia- +
bles x e y estdn en dependencia aleato-
ria. +

Dependencia aleatoria 0<r<1

e Si r es positivo, la correlacion es directa: el aumento de una variable es seguido por el au-
mento de la otra. Si r es negativo, la correlacion es inversa: al aumentar una variable dis-
minuye la otra.

e El signo de la correlacion viene marcado por el de la covarianza, pues s, y s, son siempre
positivas.

Correlacion y causalidad

Muchas veces se confunde el hecho de que dos variables estén correlacionadas con el hecho de
que una sea la causa de la otra.

Por ejemplo, podemos leer en un diario: "Segun un estudio hecho en los Estados Unidos, la uti-
lizacion de microondas para cocinar produce anemia”. Suponiendo que el estudio esté bien he-
cho, y la muestra bien escogida, lo Unico que podemos deducir, de hecho, es que se observa una
correlacion positiva entre las variables "cocinar con microondas” y "padecer anemia”; pero de
aqui no se puede concluir taxativamente que la anemia es la consecuencia de cocinar con micro-
ondas. Podria ser que la falta de glébulos rojos fuese debida al tipo de alimento que el hombre
acostumbra a preparar con este aparato y no al uso del aparato por si mismo; o también, que fue-
sen personas mas bien mayores o delicadas de salud la que mayoritariamente utilizan el micro-
ondas para cocinar.

Cualquier experimento que quiera establecer relaciones de causa efecto debe ser disefiado con
mucho cuidado. Debe repetirse muchas veces en condiciones variables y debe tener en cuenta la
posible influencia comin a las dos variables de una tercera que no esta controlada por el experi-
mento.
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Ejemplo: Calcular la correlacion entre las variables nota en Matematicas-nota en Fisica de
la distribucion dada anteriormente.

2

2 72 5 60

i | Yi | XYi| Xi |Yi X=—= y=—=5
5T 1 12 12
3|3 9

4|2 16 504
4104|1616 16 =15 % =6 =245
5142 | 25|16

6|4 | 24|36 16 s, = /%_52 _ J6'66 = 2'58
66|36 |36 36

71428 |49 |16

7016|4249 | 36 sxy=ﬂ—6-5=5'92
8|71 56| 64|49 12

10| 9 | 90 | 100 81

10 | 10 | 200 | 100 | 100 592

72| 60 431 | 504 | 380 "= 245258

Ejemplo: Define fendmenos que puedan adaptarse a los diagramas siguientes dados por
este orden a), b), ), d), e), f):

a) La latitud y la temperatura. A medida que la latitud de un punto de la Tierra va
siendo mayor, la temperatura media de ese lugar es mas baja.

b) El consumo de tabaco y el riesgo de contraer cancer de pulmén. La posibilidad de
contraer cancer de pulmén es pequefia para fumadores moderados y aumenta ra-
pidamente en fumadores empedernidos.
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c) El nimero de kilovatios gastados y la factura de la compaiiia eléctrica.

d) Los ingresos y gastos familiares. EI aumento de ingresos permite que los gastos
sean mayores.

e) La simpatia personal y el nivel cultural. Hasta ahora nadie ha demostrado que
exista correlacion entre ambos aspectos.

f) La altura y el peso de las personas cuando no se distingue el sexo. Los hombres
suelen pesar mas que las mujeres, para alturas iguales. En este caso habria que tra-
tar a los varones y a las hembras por separado.

Ejemplo: En la siguiente tabla se dan marcas femeninas de cierta reunion de atletismo.

Distancia(m) | Tiempo a) Calcula el coeficiente de correlacion lineal
100 011" entre las distancias medidas en metros y
los tiempos medidos en seg.
200 022"
400 048" b) Sin efectuar célculos, razona si debemos
800 1'54" esperar correlacion positiva o negativa
1500 353 entre las variables velocidad y tiempo.
a) X, (distancias) |y, (tiempos) X y? XY,
100 11 10.000 121 1.100
200 22 40.000 484 4.400
400 48 160.000 | 2.304 | 19.200
800 114 640.000 | 12.996 | 91.200
1500 233 2.250.000 | 54.289 | 349.500
3000 428 3.100.000 | 70.194 | 465.400
X = 3000 600 y= 428 _ 856 s, = \/ 3100000 _ 600” =509'90
5 5 5
s, = ‘/Lég“—se 6°=81'92 s, = 4655400 —600-85'6 = 41720
41720 0'998

r p— p—l
509'901-81'923

b) La velocidad y el tiempo estan inversamente relacionadas, luego debemos esperar
correlacion negativa.
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Regresion

En la mayor parte de las cuestiones, el estudio de la relacion entre dos variables tiene como fina-
lidad el hacer predicciones acerca de los valores de una de las variables. El coeficiente de corre-
lacion permite estudiar la relacion entre las variables, pero no resuelve el problema de la predic-
cion.

El objetivo de la regresién es hallar una relacién funcional y=f(x) entre las dos variables,

que nos de la posibilidad de hacer predicciones. Evidentemente no todos los puntos disponibles
verificaran exactamente dicha ecuacion; es mas, en la mayor parte de las ocasiones ninguno de
ellos la verificard. No obstante, el conjunto de ellos se ajustara de forma aproximada a dicha fun-
cion.

Supongamos que tenemos una distribucion bidimensional y que representamos la nube de puntos
correspondiente. Observamos que los puntos adoptan una forma marcadamente lineal y quere-
mos trazar la recta que mejor se ajuste a la nube de puntos. Esta recta se llama recta de regre-
sion.

Hasta ahora ese "mejor ajuste” lo hemos hecho a ojo poniendo, por ejemplo, una regla transpa-
rente sobre la nube de puntos, para no perder de vista ninguno, y moviéndola hasta que su posi-
cion nos parece satisfactoria. Es facil comprender que este método es poco riguroso y muy subje-
tivo, dependiendo en gran medida del acierto y la pericia del sujeto que la realice.

Ahora tratamos de obtener un método mas preciso, que nos permita obtener, sin ambiguedad,
una Unica recta que cumpla la condicion requerida. Hay varios métodos para buscar un buen
ajuste de una nube de puntos mediante una recta, pero, matematicamente se demuestra que el
mejor ajuste es aquél que minimiza la suma de los cuadrados de las diferencias de ordenadas
entre puntos y recta.

Supongamos que una vez estudiada la correlacion existente entre las dos variables x e y que
componen una variable bidimensional (x, y) se observa que dichas variables estan fuertemente

correlacionadas y que el diagrama de puntos se puede ajustar mediante una recta.

Consideremos x como la variable independiente e y como la variable dependiente de x. Entonces
el problema consiste en encontrar la ecuacion de una recta de la forma y =ax+b que sea la que

mejor se ajuste a la nube de puntos.

y
A ( ) Para cada valor x;, la correspondiente or-
X., V. , ;
i Yi denada en la recta sera ax;+b. La dife-
Vi rencia
dj
ax; +b d, =y, —(ax, +Db)

y=ax+b

se denomina desviacion o error, que puede
ser positivo, negativo o nulo.

A\
>

Evidentemente d, =0 < vy, =ax;+b
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Con los puntos:
(G20 PR (X, Y,)
se obtienen n-desviaciones.

d,=y,—(ax, +b); d, =y, — (ax, + b) ........

(X5,Y5)

d,=y,—(ax, +b)

Intuitivamente se ve que la recta estara mejor ajustada cuanto mas préximos estén de ella los
puntos, es decir, cuanto mas pequerias sean las desviaciones en valor absoluto.

Consideremos la expresion: D =d? +d5+:-------- +d2.
Seobservaque D=0 <« d’=0 Vi < lospuntos (X;,y;) estan sobre la recta.

Cuanto mayor sea D tanto peor sera el ajuste, luego nos interesa minimizar D (problema de mé-
Ximos y minimos condicionados), ya que para conseguir una aproximacion optima entre la recta

y el conjunto de puntos, interesa que D sea lo menor posible.

Se Ilama recta de regresion de minimos cuadrados de los puntos (X;,Y;), .-........ (X,,Y,) a
aquella para la cual la expresion D=d? +d5+--------- +d? sea minima.

La razon por la que se toman las desviacio-
nes o errores al cuadrado es para evitar las
posibles compensaciones entre errores posi- N
tivos y negativos al considerar la totalidad i
de los puntos, pues podemos encontrar Si-
tuaciones como la de la figura. La suma

n
Zei es practicamente nula, con lo que
i=1

obtendriamos conclusiones erroneas en la
mayor parte de los casos.

Vamos a buscar la recta que mejor se ajuste a la nube de puntos siguiendo el siguiente criterio:
a) La recta debe pasar por el punto (X,y).

b) Los cuadrados de las diferencias de ordenadas entre puntos y recta deben sumar lo menos
posible.
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(Xia Yi)

La condicion a) impone que la recta tenga
la ecuacion y—y=m(x—X). La pendiente
se calcula teniendo en cuenta la condicion
b).

Yi
y=y+m(x—-X)

Si consideramos un punto (x;,y;) implica
que la ordenada de la recta para la abscisa
X; serd y+m(x;, —X)

y+m(xi -X)

La diferencia de ordenadas entre el punto y la recta para la misma abscisa sera:

Yi _[7+m(xi _Y]: (Yi —¥)—m(x; = X)

La condicion b) dice que: > [(y; —¥) - m(x ~x]" debe ser minimo.
i=1

En esta expresion X;,y;,X e Yy son numeros, y solo es variable la m. Hemos de encontrar el
valor de m para el cual la funcion:

D(m) = (¥, ~5) ~m(x, -]

Ilamada variacion total presenta un minimo.

D(m) serd minimo < D’(m) =0.

D'(m) =2 Y[, ~Y) ~mlx, =] (=D =0 = [(~9)-(x, %)~ m(x,~X)*] =0

n C Zn:(Yi_y)'(Xi—i)
S -Yx-X)-mY (5, -%) =0 m=

> (X =%)*

i=1

Dividiendo por Z f. arriba y abajo tenemos: m=—-
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. . S
luego la recta para la cual D(m) es minimo es aquella para la cual la pendiente es m=—-, es
X

decir:

y se llama recta de regresion de y sobre X.

. S - L
A la pendiente %y se le llama coeficiente de regresion de y sobre x y se representa por m,, .
S

X

A esta recta de regresion se le llama recta de regresion de y sobre X, ya que hemos considera-
do la variable x independiente y la variable y dependiente. Al calcular la recta de regresion
hay que tener absolutamente clara la nocion de cual es la variable independiente (x) y cual es
la variable dependiente (y). No son intercambiables; una cosecha puede depender de la lluvia
caida, pero la lluvia no depende de la cosecha.

Analogamente se puede obtener la recta de regresion de x sobre y. En este caso la variable in-
dependiente es y, siendo x la variable dependiente de y.

La ecuacion de la recta seré de la forma:

1 _ _

%+ m(y, - ) X=X+m{y-y)

Xi Diferencia de abscisas:
X=X+m(y-Yy)
(xi, ;) Xi_[7+m(yi_7)]
Variacion total:
> X D(m) = > [(x,—X) -m(y, -y)]
i=1

La ecuacion de la recta de regresion de x sobre y es de la forma:
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Observaciones

1. Cuando la correlacion es fuerte (es decir, cuando | r| es grande), las dos rectas estan muy
proximas y coinciden, a su vez, con la recta que trazamos a o0jo. Sin embargo, si la correla-
cion es floja, las dos rectas forman un angulo grande.

2. Larecta que trazamos a ojo pretendiendo seguir la tendencia de la nube, estd entre medias
de ambas. Es aproximadamente su bisectriz.

3. Existe un procedimiento (TEST) encaminado a valorar hasta qué punto es aceptable la hi-

potesis de linealidad. Cuando la disposicion de los puntos es tal que no resulta plausible la
idea de que se amolde a una recta, el test lo pone de manifiesto y se rechaza la hipotesis de

linealidad.

Uso de la calculadora

Los célculos de la recta de regresion y del coeficiente de correlacion lineal se automatizan con
una calculadora que tenga analisis de regresion. Hay que colocarla en el modo de regresion li-
neal (en muchas LR, iniciales del inglés "linear regression™) y borrar el contenido de la memo-

ria (MR) asi como el nimero de datos (n).

Vamos a hacer los célculos ayudandonos de un ejemplo:

Un pais ha registrado las rentas y gastos anuales siguientes en billones de pesetas:

Afio 1964 1965 1966 1967 1968 1969 1970 1971 1972 1973
Renta=x; | 09 11 12 13 15 16 19 2 2'5 27
Gasto=y, | 06 07 07 08 09 1 11 13 15 17

Introduciremos los datos asi:
09| Xp,Yp |06 DATA |11 X,,y, | 0'7 | DATA |12 Xp,Yp | 0'7 | DATA [1'3
X5,Yp |0'8 | DATA 15| Xp,y, |0'9| DATA |16 Xp,Yp |1]| DATA [1'9 | X5,Y,
11| DATA | 2| X5,y | 13| DATA | 2'5( X,,Y, | 15| DATA | 2'7 | x5,y | 1'7 | DATA
Latecla| X,y | enlaza los pares de datos. La tecla | DATA | los introduce en la memoria.

e Si la frecuencia no es unitaria y queremos introducir por ejemplo 15 veces el dato

X=2 e y=7 operaremos asi:

2| Xp,Yp | 7-15| DATA
Si ahora queremos borrar 3 de esos datos escribiremos:
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2[ %5, | 7-3[ SHIFT || DEL

El registro | DEL | esta en la misma tecla que | DATA

e Si queremos introducir x, =1 e y, =3y por error tecleamos 2| X,,Yp | entonces con

latecla | C | volvemos al 0 y podemos volver a teclear.

Si advertimos el error cuando ya hemos introducido en memoria el par de datos, ten-
dremos que borrar ese dato de la memoria de la siguiente manera:

2[ x5, | 3[ SHIFT || DEL

(3 cCalculo de la recta de regresion de y sobre x

Para obtener la constante a de la recta de regresion lineal y=ax+b basta con pulsar la
tecla | B | precedida de la tecla | SHIFT |, para obtener la constante b basta con pulsar la te-

cla| A | precedida de la tecla | SHIFT | y para obtener el coeficiente de correlacién lineal r
basta con pulsar la tecla precedida de la tecla | SHIFT |.

En el ejemplo se obtiene:

SHIFT |[ A [[SHIFT |[ B ][ SHIFT

\ \ \
b=9127-10° a=06113 r=099287

Célculo de la recta de regresion de x sobre 'y

El proceso de calculo es el mismo que para la recta de regresion de y sobre x, pero en este
caso hay que introducir los datos al revés, es decir, primero los valores de la variable y y
luego los valores de la variable x. En nuestro ejemplo:

0'6]x,,y, |09 DATA]07[%,,y, |11 DATA ] ..coccooee..

3 cCalculo de la media y desviacion tipica de ambas variables.

SHIFT || X || SHIFT | | xo, || Kout || D" x* || Kout || > x

n

\ \ \ \
167 056753 3111 16'7
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SHIFT ||V || SHIFT || yo, || Kout || > y? || Kout || >y
\! \2 J J
103 0'3494 1183 10'3

donde los registros | X | e representan la media aritmética de las variables x e y respec-

y
tivamente, y donde | xo, |y | Yo, | representan las desviaciones tipicas, que en los apuntes
vienen simbolizadas por s, y s, .

(3 cCalculo de los productos x,y; y del nimero de datos Zfi

Kout | | > xy || Kout || n

\ \
1917 10

O Calculo de f(x;)

La calculadora proporciona el valor f(xi), que es la aproximacion a y;, con las instruccio-
nes:

X; | ¥

Por ejemplo obtendriamos f(0'9), f(1'1) y f(1'2) asi:

oo[ylrily|12]y
J J \’
0559 0'682 0743

31y

Con la renta de 3 billones el valor de f(3) sera: J
1'843

que serd una prediccion o estimacion aproximada del gasto, suponiendo que la funcion de
regresion lineal continta aproximandose bien a los valores y, fuera del intervalo donde se
tienen los datos.

También da la calculadora el valor de x que hace que f(x) sea igual a cierto niUmero. Para
calcular para que valor de x es f(x) =1'5 operaremos de la siguiente manera:

15 | SHIFT
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Larecta de regresion para hacer predicciones

¢Que fiabilidad podemos conceder a estos calculos obtenidos a través de las rectas de regre-
sion? La fiabilidad serd tanto mayor cuanto mayor sea el coeficiente de correlacion lineal en
valor absoluto. Asi pues:

e Sires muy pequefio, no tiene sentido realizar ningun tipo de estimaciones o predicciones.

e Siresproximoa -1 o a 1, probablemente los valores seran proximos a nuestras estima-
ciones.

e Sir=-1 o0 r=1, las estimaciones realizadas coincidiran con los valores reales.

Pero incluso para valores de r proximos a uno, las estimaciones que obtengamos pueden resultar
poco fiables; por ejemplo, cuando se pretende extrapolar mas alla del recinto de los datos ob-
servados. Es cierto que muchas veces es necesario realizar extrapolaciones, pero es conveniente
tener en cuenta siempre el elevado riesgo que se corre de obtener resultados totalmente erroneos.

Ejemplo: Supongamos que el numero de casos de SIDA detectados desde su aparicion hasta el
momento tiene una fuerte correlacion con el nimero de individuos fallecidos. En el
supuesto de que dentro de 15 afios se presenten 5000 casos, ¢se puede predecir cuan-
tos individuos falleceran de esos 50007

No es posible contestar afirmativamente, ya que es facil que durante ese periodo se
haya podido obtener algun tipo de tratamiento que haga disminuir la mortalidad.

La recta de regresion sirve para predecir la variable dependiente (o regresor), y por eso suele
hablarse de recta de regresion de y sobre x.

A partir de la recta de regresion de y sobre x podemos calcular con cierta aproximacion los
valores de y conocidos los de X, sin mas que sustituir estos altimos en la ecuacion. A estos cal-
culos se les suele llamar estimaciones o predicciones. A partir de la recta de regresion de x
sobre y podemos calcular con cierta aproximacion los valores de x conocidos los de y, sin mas
que sustituir estos Gltimos en la ecuacion.

Ejemplo: Dada la tabla adjunta, donde la variable x significa el nUmero
de hermanos de una persona y la variable y representa el nu-
mero de hermanos de su padre, calcular:

a) El coeficiente de correlacion.
b) Las rectas de regresion de Y/X'y de X/Y.

c) Si Pedro tiene 3 hermanos ¢cuantos tenia su padre? Si Juan
tiene 7 hermanos ¢cuantos tenia su padre?

d) Si el padre de Jaime tiene 6 hermanos ¢cuantos tendra Jai-
me?

N O 4 O O & W W kR

0 O OO O B~ NN O OfX
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Xi Y| XE Ly Xy
0|1 0 0 Yz%l:S'?S y=3—96=4
0| 3 0 0
21 3| 4 9 6
S, =@—3'78-4=2'44
2 14| 4 16 8 Y 9
4 | 5|16 | 25| 20
, 196 ___, ,
6| 6|3 | 36| 36 SX:T—378 =7'49
6 | 71|36 | 49 | 42
6|53 | 25| 30
s2 =E—42 =333
8|2 |64]| 4 16 Y 9
34 136|196 | 174 | 158
Coeficiente de correlacion
Sy 2'44
r=—> _ =0"4885
S.*S, 7494333
Recta de regresién de y sobre x
S 1
y-y=—r-(x-%) - y—4:%-(x—3'78) — y=032x+279
S

X

Esta ecuacion nos indica cuantos hermanos tenia el padre de una persona que tiene X
hermanos.

Recta de regresion de x sobre y

S 1
=2 (y-y) - x—3'78:%-(y—4) — Xx=0'73y+0'86

X=—X= >
y

Esta ecuacion nos indica cuantos hijos es previsible que tenga un hombre que tiene y
hermanos.

Estimaciones o predicciones

Si Pedro tiene 3 hermanos su padre tenia 4, como se comprueba a continuacion.

X=3 = y=0382-3+279=375 = y=4

Si Juan tiene 7 hermanos, su padre tenia 5:

X=7 = y=032-7+279=503 = y=5
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Si el padre de Jaime tiene 6 hermanos, Jaime tendra 5.

y=6 = x=073-6+086=524 = x=5

¢Queé fiabilidad hay en estas estimaciones? En este caso, en el que el coeficiente de
correlacion es 074885, no hay garantia de que las predicciones sean muy fiables. Sin
embargo, en distribuciones cuya correlacion sea proxima a 1 0 a —1, probablemente
los valores coinciden con las predicciones.

Es interesante observar, que en los datos del problema aparece un punto (8,2) bas-

tante alejado de la recta de regresion que hace que el ajuste de esta recta sea inferior
al que obtendriamos si dicho punto no estuviera.

Estos puntos especiales, cuando no
son errores de medida, suelen tener
explicaciones particulares que hacen
que se puedan excluir de los datos
iniciales, en caso de que convenga, sin
pérdida de generalidad.

x =073y + 086

=0'32x +2'79
Por ejemplo, en nuestro caso podria
ser que el hombre estuviera casado en
segundas nupcias, de donde se deduce
que el nimero de hijos aumentase, a ‘
pesar de que tuviera pocos hermanos. 0 1 2 3 4 5 6 7 8

o K N W A~ OO N 00 ©

En general, el método de los minimos cuadrados da lugar a una recta que tiene muy en cuenta los
puntos alejados, es decir, el ajuste resultante favorece la prediccion de estos puntos, en detrimen-
to de los mas cercanos. Es pues importante asegurarse de que no se trata de un error de medida y
debe estudiarse si es 0 no conveniente su inclusion.

Para calcular el valor de Y conocido el de X, hay que hacerlo en la recta de regresion Y/X por-
gue se trata de hacer minima la suma de los cuadrados de las diferencias entre las ordenadas de
los puntos y las correspondientes de la recta de regresién, mientras que para calcular el valor
de X conocido el de Y, hay que hacerlo en la recta de regresion X/Y porgue se trata de hacer
minima la suma de los cuadrados de las diferencias entre las abscisas de los puntos y las co-
rrespondientes de la recta de regresion.
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Analogias y diferencias entre correlacion y regresion

Las técnicas de correlacion y regresion lineal tienen ciertas analogias y diferencias, aunque estas
Gltimas son mas acusadas que las primeras.

Analogias

e Tanto la correlacion como la regresion lineal estudian conjuntamente dos variables y tratan de
averiguar si existe o no relacion entre ellas. Asi, por ejemplo, en el caso lineal (el Unico que
hemos estudiado) el signo de r es el mismo que el de la pendiente de la recta de regresion, pe-
ro su valor no es igual. Es méas, podemos estar ante un caso en el que r tiene un valor grande y
la pendiente uno pequefio o viceversa. Solo coinciden en el caso en que s, =s,, conclusion

facilmente deducible si se observan las expresiones de r y la pendiente.

e La recta de regresion se puede obtener siempre, pero sélo es util en el caso de que | r| sea
grande y X sea préximo a X.

Diferencias

e Dado que las dos técnicas parten de puntos de vista diferentes, nos facilitan distinta informa-
cion.

e La correlacion mide el grado de covariacion entre las dos variables sin exigir ningun tipo de
relacion entre ellas.

e La regresion nos proporciona una relacion funcional entre las variables y por tanto una rela-
cion causal y lo méas importante, y aqui radica la diferencia fundamental, nos permite predecir
la variable dependiente en funcion de la independiente.

e La eleccidn entre una técnica y otra dependera, por tanto, del tipo de estudio que se desee
realizar.

Otras regresiones basadas en la regresion lineal

Directamente basadas en la regresion lineal estudiada, podemos intentar el ajuste a los datos de
otro tipo de curvas menos simples. Son las regresiones logaritmica, exponencial y potencial.

Regresion logaritmica

Si dados los datos (x;,y,) por la tabla, introducimos los valores (Inx;,y,), la recta de regresion
obtenida para la nube de puntos es, en consecuencia:
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| y=a+b-Inx |

Se utiliza, cuando los datos y; experimentan un crecimiento (o decrecimiento) suave con respec-
to al crecimiento de los datos x,. Plantea problemas si los valores x; estan proximos a 0 y no
tiene sentido si son negativos.

Regresion exponencial

Si dados los datos (X;,y;), introducimos los valores (x;,Iny,), la recta obtenida es
Iny =a+bx.

De aqui, despejando y tenemos: y =e*™™ =¢*.e™, y tomando A =e® resulta:

y=A-e

regresion que ajusta bien los casos de crecimiento (o0 decrecimiento) rapido de los valores vy,
respecto de los valores X;.

Regresion potencial

Si dados los datos (x;,y;), introducimos los valores (Inx;,Iny,), la recta de regresién obteni-
daes Iny=a+b-Inx. De aqui, despejando y y aplicando propiedades del logaritmo:

. . b
y=ea+b Inx — @ _eb Inx —g? .(elnx) —g? _Xb

Tomando A =¢?, resulta: y= A-x"

Para determinar si es adecuado alguno de estos ajustes se utiliza el papel semilogaritmico (en el
que sobre uno de los ejes se toman medidas en logaritmos) y el papel log-log (en el que las me-
didas en logaritmos son tomadas sobre los ejes).

Ejemplo: Asocia razonadamente las rectas de regresion y las nubes de puntos siguientes:

y=X-2; y=-1'5x+3'5; y=0"5x+1

A\
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Ejemplo:

Ejemplo:

Un conjunto de datos bidimensionales (X,y) tiene coeficiente de correlacion
r=0'8 y las medias respectivas son X =3, y=10. Sin efectuar célculos, razona

por qué las siguientes ecuaciones no pueden corresponder a la recta de regre-
sion de y sobre X.

y =—-2X+16; y=1'5x+1, y=-35x-1

Sabemos que el signo de la pendiente de la recta de regresion es el mismo que el de
la correlacion. Por otra parte, la recta de regresion debe contener al punto (Y : y) :

Como la correlacion es positiva, la primera y tercera rectas hay que descartarlas. Nos
queda como posible s6lo la segunda recta.

Como el punto (3,10) no pertenece a ella, tampoco puede ser la recta de regresion.

En la siguiente tabla se dan las alturas de diez padres y del primer hijo varén de
cada uno de ellos:

Padrgx) | 170 168 172 177 182 177 175 171 173 172
Hijo(y) | 173 167 173 170 187 175 182 172 178 180

Dibuja el diagrama de dispersion y las recta de regresion de y sobre x y de x
sobrey.

2 2

X y X y Xy
170 | 173 | 28900 | 29929 | 29410
168 | 167 | 28224 | 27889 | 28056
172 | 173 | 29584 | 29929 | 29756
177 | 170 | 31329 | 28900 | 30090
182 | 187 | 33124 | 34969 | 34034
177 | 175 | 31329 | 30625 | 30975
175 | 182 | 30625 | 33124 | 31850
171 | 172 | 29241 | 29584 | 29412
173 | 178 | 29929 | 31684 | 30794
172 | 180 | 29584 | 32400 | 30960
1737 | 1757 | 301869 | 309033 | 305337
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Ejemplo:

1737 _ 1757

X=——=1737 —=175'7

y 10 y 10

A
188 +
186 + st = 301869 -173'7° =15'21
184 +
182 +
e | 2 = 309933 17572 328

y = 0'96x + 885 10

176 +
174 +
172 +
170 +
168 +
166 +
164

s, =39 5,=5728

X

305337
S.. =

Xy

-173'7-175'7 =14'61

—» X

166 168 170 172 174 176 178 180 182

s, 14'61

F=—% - 0'654
5,5, 395728

La recta de regresion de y sobre X es:

— Sxy ~ 1 14I61 1 1 1
y-y=—(XX-X) —» y-1757= (x=173'7) — y=0'96x+8'852
s 15'21
La recta de regresion de x sobre y es:
S 1
X-X=—X(y-y) — x—l?3'7=%(y—l75‘7) — X =0'445y +95'462

y

Una compairiia de seguros considera que el numero de vehiculos (y) que circulan
por la autopista Vasco-Aragonesa puede ponerse en funcién del nimero de ac-
cidentes (x) que ocurren en ella. Durante cinco dias obtuvo los siguientes resul-
tados:

X (enunidades) | 5 7 2 1 9
y (en miles) 15 18 10 8 20

a) Calcula el coeficiente de correlacion lineal.

b) Si ayer se produjeron seis accidentes, ¢cuéntos vehiculos podemos suponer
gue circulaban por la autopista?

c) ¢Es buena esta prediccion? Razona la respuesta.
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24 71

X y X2 y2 Xy X:?=48 y:€:l42

5 15| 25 | 225 | 75 160

7 (18| 49 | 324 | 126 s, :?—4'82 =806 — s =2'993
2 10| 4 | 100 | 20

Ljg 16478 =TS 1402 _ 0096 > 5, =457
9 |20 81 | 400 |180 5

24 | 71160 | 1113 | 409 409

S =?—4'8-14'2 =13'64

Xy

S
a) El coeficiente de correlaciones: r=—"=0'995

5,8,

b) Hallamos la recta de regresion del nimero de vehiculos sobre el de accidentes.
S 1
~(X-X) — y—14'2=13 o4

s 8'98

X

y-y= (x—4'8) — y=152x+6'89

Si el nimero de accidentes de ayer fue de 6, podemos suponer que circularon:

y=1'52-6+6'89 =16.000 vehiculos

¢) Como la correlacion es muy alta, la prediccién puede considerarse muy buena.

Ejemplo: Considera el siguiente conjunto de datos bidimensionales:

1 1 2 3 4 4 5 6 6
2'1 2'5 3'1 3 3'8 3'2 4'3 39 4'4

a) Sin efectuar ningun calculo razona cual de estos valores es su coeficiente de
correlacion: 0'3, —0'9, —0'1, 0'92, y cual de las siguientes rectas es la de re-
gresion de y sobre x:

y=2'03+0'37x; y=5'53+0"37x; y=2'3-1'37x; y=2'03-0"72x

b) Para el valor x = 3'5, ¢qué prediccion de la variable y es razonable efectuar?
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a) Representamos la nube de puntos:

y La correlacion es directa, luego
A su coeficiente tiene que ser po-
sitivo; ademas, por el alarga-
miento de la nube de puntos,
debe ser alto. Por tanto tiene
que ser 0'92.

Por disposicion de la nube de
puntos, la recta debe tener pen-
diente positiva y su ordenada en
el origen debe estar en torno a
dos. La Unica posible es:

y=2'03+0'37x

b) Para x =3'5, y debe tomar un valor proximoa y=2'03+0'37-35=3'325
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