Funciones

Ejemplo 1
Pedro y Ana han escrito varias cartas a algunos Cartas Servicio Nacional
amigos que incluyen recortes de prensa. Al
llegar a Correos para poner los sellos les han Hasta 20 gr -----------=-----m-mmmmm e 0’12 €
ensefiado la tabla del margen por la que se rige  De mas de 20 hasta 50 gr -------------- 0’15 €
el franqueo. De maés de 50 hasta 100 gr------------- 0’23 €

De maés de 100 hasta 250 gr ----------- 0’51 €
Observa que a cada carta le corresponde de De mas de 250 hasta 500 gr ----------- 1’02 €
modo Unico un franqueo. Por tanto, diremos  De mas de 500 hasta 1000 gr---------- 1’41 €
que el franqueo depende del peso de la cartao  De mas de 1000 hasta 2000 gr -------- 1’92 €
que esta en funcién del peso. Este es un ejem-
plo de funcion dada por una tabla.
Ejemplo 2
La grafica adjunta muestra el consumo de agua
en un determinado instituto a lo largo de un dia 50
normal.

40 +

Observa que a cada hora del dia le corresponde 30
un numero de litros de agua gastados. Por ello 20 / [\
decimos que el nimero de litros de agua con- / / \
sumidos depende de la hora del dia, o bien que 10 / \
estd en funcion de la hora. Este es un ejemplo 0 ; —
de funcion dada por una grafica. 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Ejemplo 3

Gema quiere construir circulos de papel de plata y no sabe cuanto papel necesitara para cada
circulo. Busca en un libro y ve que la expresion A = nr® permite hallar el area del circulo para

cada valor del radio. Por tanto, decimos que el area del circulo esta en funcion del radio. Este es
un ejemplo de funcion dada por una férmula.

A la vista de los ejemplos anteriores se tiene:

Definicion de Funcién

Es una relacién (correspondencia) entre dos magnitudes, de tal manera que a cada valor de la
primera le corresponde un Unico valor de la sequnda.

A la variable que se deduce de la anterior se le llama variable dependiente, ya que esta ultima
depende de los valores de la otra variable previamente fijados.

Para la determinacion completa de una funcion, es necesario conocer:

LE.S. Historiador Chabds -1- Juan Bragado Rodriguez



1. El conjunto inicial, donde toma valores la variable independiente.
2. El conjunto final, donde toma valores la variable dependiente.
3. La regla que permite asociar a cada elemento del conjunto inicial su correspondiente en el

conjunto final. A este elemento le llamamos imagen. La regla puede venir dada por medio de
una tabla de valores, una grafica o un formula matematica.

Dominio 0 campo de existencia de una funcién

Es el conjunto de valores de la variable independiente, y se suele representar con la letra D.
La variable independiente se representa siempre sobre el eje horizontal (abscisas).

Recorrido o imagen de una funcién

Es el conjunto de valores de la variable dependiente.

La variable dependiente se representa siempre sobre el eje vertical (ordenadas).

En matematicas es frecuente utilizar la letra x como o

. . . X ./ X f(x)
variable independiente y la letra y 0 la expresion
f(x) como variable dependiente. Sin embargo, no

siempre se utilizan estas letras para designar las
variables y la funcion. En realidad, la notacién que
empleemos es indiferente, porque lo importante es
la regla que define la funcion. Cuando las variables
representan magnitudes geométricas o cientificas
concretas, es frecuente denotarlas mediante la ini-
cial del nombre. Asi, en Fisica, el espacio se desig-
na por e, el tiempo por t, la aceleracion por a, etc.

Recorrido

Si el conjunto inicial y final de una funcion es el de los nimeros reales R, la funcion se llama
real de variable real.
Interpretaciéon geométrica de laimagen de un numero

Para hallar sobre una grafica la imagen de un nimero X, se sitla este valor sobre el eje horizontal
y se dibuja la vertical que pasa por él. Pueden darse dos posibilidades:

a) La vertical de x no corta a la gréafica. Entonces x no tiene imagen, es decir, X no esta en el
dominio de f.

b) La vertical de x corta a la grafica en un punto P. Entonces la imagen de x es la ordenada de P
(Figura 1).
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Si alguna vertical cortara a la grafica en mas de un punto, entonces dicha grafica no seria de
una funcién real (Figura 2).

Figura 1 Figura 2

P T
£(x) C ,
/ P

\/
\/

Interpretacion gréafica de las antiimagenes de un numero

Para hallar graficamente las soluciones de la ecuacion f(x) =k, se dibuja la gréafica de la fun-
cion f(x), se traza la horizontal del punto (0,k) y se tiene en cuenta lo siguiente.

a) Si dicha horizontal no corta a la grafica, la ecuacion dada no tiene solucion, es decir, el nime-
ro k no tiene antiimagenes.

b) Si dicha horizontal corta a la grafica en puntos P, Q, R, etc. entonces las abscisas de dichos
puntos son las soluciones de la ecuacién f(x) =k, o sea, las antiimagenes de k.

Las antiimagenes del nimero 0 se llaman raices de f(x) y coinciden con los puntos en que la
grafica de f(x) corta al eje de abscisas.

f(p;)=1(q)) =1(r) =k

/

Pi

_><
>
[38)
=
=
v
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Ejemplo: Dada la funcion f(x) =

5 , calcular:
X°+4

4
a) f2) y f( 3)
b) Hallar laimagen de Oy de —2'5.
c) Hallar las antiimagenes de 4 y de 6.
d) Dominio de f(x).
e) Gréfica de f(x) en el intervalo [-5,5].
f) Basandonos en la gréafica, estimar el valor aproximado de la antiimagen o an-
tiimagenes del n° 3.

g) ¢Pertenece al recorrido el nimero 1? ¢y el 7?
h) A partir de la gréafica ¢cual crees que sera el recorrido de la funcion?

a) f(2)=25 f(— %) =346

b) f(0)=5 f(-2'5) =195
c) Halla las antiimagenes de 4 y de 6

220 =4 = x=t1 220 =6 = X= —ﬂ
X +4 X® +4 6

Para el numero 6 no tiene solucién, por tanto el nimero 6 no es imagen de ningun
otro nimero en la funcién f(x).

d) D=VxeR
e)
X—m A
5] 068
3| 153
2| 25
1] 4
0| 5
1] 4
2 | 25 1!
3 | 153 1 >
5 | 0'68

f) xz14 y xz=-14
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20

9) — 1 =1 = Xx=44.Portanto, el nimero 1 si pertenece al recorrido.
X+
20 8 . .
T, 4" 7 => X=+% - Por tanto, el nUmero 7 no pertenece al recorrido.
X

h) Elintervalo ]0,5].

Ejemplo: Las expresiones y = Jx e y = x* ¢son funciones?

f(X) = VX
0
+1
+4/2
+4/3

v

g

U'I-bool\)HO|><

+/5

La expresion f(x) = VX no es una funcion ya que a cada valor de la primera magnitud (varia-

ble independiente) le corresponden dos en la segunda (variable dependiente), o lo que es lo
mismo, cada elemento del conjunto inicial posee dos imagenes. Para que la expresion

f(x) = +/x sea una funcién es preciso especificar delante de la raiz cuadrada uno de los dos sig-
nos, + 0 — para que de esta manera cada elemento del conjunto inicial posea una sola imagen.
Asi, son funciones f(x) = +v/X y f(x) = —/X.

x | f(x)=x°

© A B, O L, b ©

La expresion f(x) = x* si es una funcién, ya que a cada valor de la primera magnitud (variable

independiente) le corresponde un Unico valor en la segunda (variable dependiente) o lo que es
lo mismo, cada elemento del conjunto inicial posee una sola imagen.
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Clasificacion de las funciones

En la practica suele conocerse algin procedimiento que permita deducir de cada valor de x el
correspondiente de y. Segun la naturaleza de esta ley, las funciones se clasifican en: Empiricas y
Analiticas 0 Matematicas.

Las Empiricas, son aquellas en las que su dependencia con la variable independiente resulta de
la observacion o experimentacion de algin fendmeno (la temperatura del medio ambiente es fun-
cion de la hora en que se realiza la observacion). Las Analiticas son aquellas en las que la de-
pendencia entre ambas variables esta definida mediante relaciones matematicas, generalmente
una ecuacion.

Las funciones Analiticas (son la mayoria) se dividen a su vez en Algebraicas y Trascendentes.

Las funciones Algebraicas son aquellas en las que las operaciones que hay que hacer con la va-
riable independiente son las de adicidn, sustraccion, multiplicacion, divisién, potenciacion y ra-
dicacion. Las Algebraicas pueden ser Explicitas o Implicitas. En las Explicitas se puede hallar
la imagen de x por simple sustitucion, mientras que en las Implicitas es preciso hacer operacio-
nes. Las Explicitas se dividen a su vez en Racionales e Irracionales. En las Racionales la va-
riable independiente no figura debajo del signo radical, ni lleva exponente fraccionario. Pueden
ser Enteras o Fraccionarias segun que la expresiéon del segundo miembro sea entera o fraccio-
naria con relacion a la variable independiente. En las Irracionales la variable independiente apa-
rece bajo el signo radical o esta con exponente fraccionario.

Las Trascendentes son aquellas en las que la variable independiente figura como exponente o0

indice de una raiz o se halla afectada del signo logaritmo o de cualquiera de los signos que em-
plea la trigonometria.

Polinémicas: f(X) = x* —2x +1

2X+1
X—2

Algebraicas 1 Racionales: f(x) =

Irracionales: f(X) =v/x*—3

: Analiticas
Funciones
Exponenciales: f (x) = 3"
Trascenden tes {Logaritmicas: f(x) = log(3x —1)
Trigonométricas: f (X) = COSX
Empiricas
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Célculo del dominio de una funcidn
Funciones polinémicas

Sondelaforma f(x) = a X" +a, X" 4o +a,X+4a,.
El dominioes: D=V¥x eR

Funciones racionales

Estan formadas por el cociente de dos funciones polindmicas.

n n-1
ax' +a, X

ann + bn_lxn_l g +b1X+ bO

Sondelaforma  f(x) =

Las funciones racionales existen para cualquier de la variable independiente excepto para aque-
llos valores que anulan el denominador, en los cuales no estan definidas.

Ejemplo: Calcular el dominio de las funciones:

2x-1 1 1 7x-1
a) f(x)= by y=1+= o) agX)=—— d) h(x)=—"—
) 1) X+1 )y X ) 9 x?> —5x+6 ) hx) x® —3x%+x
e) j(x) = X j) F=G- M- m (G, My m son constantes)

X3 +3x2—4x-12 r?

Funciones con radicales

Son aquellas en las que intervienen expresiones de la forma f(x) = {/f(x) . Se pueden presen-
tar dos casos:

a) Sinesimpar

Siempre existe la raiz, por tanto el dominioes: D = VX e R

b) Sines par

Se debe de verificar que f(x) >0

Ejemplo: Calcular el dominio de las siguientes funciones:

a) f(x)=3/x*-1 b) g(x)=4x* -1 ¢) h(x)=vx*-x d) j(x)=

1
4

VX' +1

J3x+1 T3 13X —Ax—12

1
e)y= oy

f)f(x)a/gx—j g y="X"1 py- Vot
7
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Funciones formadas por trozos de rectas

En general, la ecuacién de una recta viene dada por la expresion y = ax+b, donde a es la pen-

diente de la recta y b es la ordenada en el origen o punto donde la recta corta al eje de ordenadas.
En esta ecuacion, x es la variable independiente (que se representa siempre en el eje horizontal o
eje de abscisas) e y es la variable dependiente (que se representa siempre en el eje vertical o eje
de ordenadas), pero las variables varian segun el problema que se trate, como se observard mas
adelante.

Toda recta queda determinada por dos puntos. Los puntos mas comodos para su representacion
gréafica (salvo para las rectas paralelas a los ejes) son aquellos en los cuales la recta corta a
los ejes de coordenadas, es decir, uno cuya abscisa vale 0 y otro cuya ordenada vale 0.

Si tenemos la representacion grafica de una recta y queremos plantear su ecuacién, debemos
buscar dos puntos de la recta (cuyas coordenadas conozcamos) y hacer que verifiquen lu
ecuacion y = ax + b, para obtener las constantes ay b.

Ejemplo 1
y
A
| Calcular la ecuacion correspondiente a
cada uno de los tramos de recta repre-
T sentados en la grafica adjunta.
1
f f f f —» X
1 2 4 55 7

Esta funcion formada por cuatro trozos de rectas verifica las siguientes condiciones para cada
tramo.

En el primero tramo x €[0,2[. En el segundo tramo x €[2,4[. En el tercero tramo
x €[4,55[. Enel cuarto tramo x €[55,7].

Primer tramo

La recta pasa por los puntos (0,0) y (2,1). Como tienen que verificar la ecuacion y=ax+Db
se tiene:

(0,00 > 0=a-0+b (21) —> 1=a-2+b

Resolvemos el sistema formado por estas dos ecuaciones:
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b=0 1
= a=—
2a+b=1 2

- . 1
Por tanto la ecuacion del primer tramoes y = Ex

Sequndo tramo

La recta pasa por los puntos (2,1) y (4,25). Como tienen que verificar la ecuacion
y = ax+b se tiene:

(2,1) > 1l=a-2+b (4,25) —> 25=a-4+b

Resolvemos el sistema formado por estas dos ecuaciones:

3
2a+b=1 a=7
4a+b=25

. 3. 1
Por tanto la ecuacion del segundo tramoes y = ZX -3

Tercer tramo

La recta pasa por los puntos (4,2'5) y (55,4'5). Como tienen que verificar la ecuacion
y = ax+b se tiene:

(4,25) — 25=a-4+b (55,45) — 45=a-55+b

Resolvemos el sistema formado por estas dos ecuaciones:

4
4a+b=25 a=3
55a+b=4% b——ﬂ
6
., 4 17
Por tanto la ecuacién del segundo tramoes y = §x Y

Cuarto tramo

La recta pasa por los puntos (55,4'5) y (7,8). Como tienen que verificar la ecuacion
y = ax+b se tiene:

(55,45) — 45=a-55+b (78) — 8=a-7T+b
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Resolvemos el sistema formado por estas dos ecuaciones:

5
55a+ b = 4'5 a=3
7a+b=28 b 25
3
., 7 25
Por tanto la ecuacion del segundo tramoes y = §x - ?

Los cuatro tramos se expresan conjuntamente mediante la expresion:

1 }

EX Si XE[O,Z[
%x—% si Xe[2,4[

f(x) =

-1 x €[4,55]
3 6
Zx—é Si XE[5'5,7]
3 3

Ejemplo 2
T
A

1 Esta funcion representa el fendmeno de
100 > un cazo con agua puesto al fuego. Al
cabo de 6 minutos el agua hierve y a
partir de aqui la temperatura del agua
seguira siendo de 100 °C hasta que el
agua se evapore totalmente.

Deducir las ecuaciones correspondien-
tes a cada tramo.

10 4

En este problema, las variables independiente y dependiente son respectivamente ty T, por tanto
la ecuacion de la recta viene dada por la expresion T=at+b.

Primer tramo

La recta pasa por los puntos (0,10) y (6,100). Como tienen que verificar la ecuacion
T=at+Db setiene:
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(0,10) —» 10=a-0+hb (6,100) —» 100=a-6+b
Resolvemos el sistema formado por estas dos ecuaciones:

b=10

= a=15
6a+b:100}

Por tanto la ecuacion del primer tramoes T=15t+10

Sequndo tramo

Por ser una recta paralela al eje de abscisas, cuya prolongacion cortaria al eje de ordenadas en el
punto (0,100), laecuaciénes T=100.

15t+10 si te<]0,6]

Los dos tramos se expresan conjuntamente mediante la expresion: T = )
100 si te[6,00]

Ejemplo 3

El pago por consumo de agua en una zona de veraneo es de 6 € por los primeros 10 m*. A
partir de esta cantidad el precio aumenta a razon de 30 céntimos por cada m?.

Deduce las ecuaciones correspondientes a cada tramo y haz una representacion grafica.

En este problema, las variables independiente y dependiente son respectivamente C y P, por tan-
to la ecuacion de la recta viene dada por la expresion P=aC+Db.

Primer tramo
Durante los primeros 10 m® el precio es constante por tanto la gréafica correspondiente a este

tramos es una recta paralela al eje de abscisas que corta al eje de ordenadas en el punto (0,6).
La ecuaciénes P =6.
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Sequndo tramo

Un punto es el (10,6) . Como nos dicen que el precio aumenta a razon de 30 céntimos cada m?®,
el segundo punto es por ejemplo (11, 6'3) . Estos dos puntos tienen que verificar la ecuacién de la
recta P=aC+Db.

(10,6) —» 6=a-10+b (11,63) 0 — 6'3=a-11+b
Resolvemos el sistema formado por estas dos ecuaciones:

10a+b=6 . a=03
1la+b=6'3 b=3

Los dos tramos se expresan conjuntamente mediante la expresion:

[ 6 si Cel0,10]
~10'3C+3 si C>10

Ejemplo 4
\'%

60 La grafica adjunta correspondiente al
movimiento de una moto. Describe di-
cho movimiento y calcula las ecuaciones
correspondientes a cada tramo.

30

v—okmh t—>h
10
>t
1 3 4 6 7

En este problema, las variables independiente y dependiente son respectivamente t y v, por tanto
la ecuacion de la recta viene dada por la expresion v=at+b.

Primer tramo

La moto parte del reposo y acelera durante 1 minuto hasta alcanzar una velocidad de 60 km/h. La
recta pasa por los puntos (0,0) y (1,60). Como tienen que verificar la ecuacion v=at+b

se tiene:

(0,0) — 0=a-0+b (1,60) — 60=a-1+b
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Resolvemos el sistema formado por estas dos ecuaciones:

b=0

= a=60
a+b:60}

Por tanto la ecuacion del primer tramoes v =60t

Sequndo tramo

Durante dos minutos (del 1 al 3) mantiene la velocidad constante e igual a 60 km/h.

Por ser una recta paralela al eje de abscisas cuya prolongacion cortaria al eje de ordenadas en el
punto (0,60), laecuaciones v==60 .

Tercer tramo

A partir del minuto 3 y durante 1 minuto (hasta el 4), la moto va frenando hasta que alcanza la
velocidad de 30 km/h.

La recta pasa por los puntos (3,60) y (4,30). Como tienen que verificar la ecuacion
v=at+b setiene:

(3,60) — 60=a-3+b (4,30) — 30=a-4+b

Resolvemos el sistema formado por estas dos ecuaciones:

3a+b=60 a=-30
4a+b=30[ — Jb=150

Por tanto la ecuacion del tercer tramoes v =-30t +150

Cuarto tramo
Durante dos minutos (del 4 al 6) la moto mantiene la velocidad constante e igual a 30 km/h.

Por ser una recta paralela al eje de abscisas cuya prolongacion cortaria al eje de ordenadas en el
punto (0,30), laecuaciénes v=30 .

Quinto tramo

Del minuto 6 al 7 la moto va freneando hasta que se para.

La recta pasa por los puntos (6,30) y (7,0). Como tienen que verificar la ecuacién
v=at+b setiene:

(6,30) —» 30=a-6+b (7,00 > 0=a-7+b
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Resolvemos el sistema formado por estas dos ecuaciones:

6a+b=30 a=-30
7a+b=0 b=210

Por tanto la ecuacion del cuarto tramoes v=-30t+ 210

~-60t  si te]0,1]
60  si tell,3]
Los cinco tramos se expresan mediante la expresion:  f(x) =<—30t+150 si te]3,4]
30  site4,6]
~30t+210 si te]6,7]

Elemplo 5
v Esta grafica representa el movimiento
de una bola de billar que se dirige fron-
talmente hacia la banda a una velocidad
s de 1'5 m/seg. Al cabo de 1 seg. choca y
de forma instantanea retrocede habien-
It do perdido un 20 % de su velocidad en
el choque
1 : Pt Deduce las ecuaciones correspondientes
a cada tramo.
12} o 15 si t<1
v(t) = :
-1'2 si t>1
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Funciones escalonadas

P(t)
A Llamada desde una cabina telefonica
15 si 0<t<3
60  GE— 30 si 3<t<6
P(t)=445 si 6<t<9
=1 — 60 si 9<t<12
30 | Q‘_% . .
15 1 Funcion que asocia a la duracion de una
| | llamada el importe de la misma en cénti-
| mos.
| | } | > t
3 6 9 12
P(t) . . . .
Variacion del precio del litro de gasolina
920 — en céntimos durante los afios 1974 a
1983.
75
—C
i 20 si 74<t<75
60 :
— 24 si 75<t<76
4 26 si 76<t<77
> [ 54 si 80<t<81
b 68 si 8L<t<82
— : >t 86 si 82<t<83
75 76 77 80 81 82 83
P(t) )
A Tasa de un aparcamiento de coches.
10001 r—
900T o= 100 si 0<t<1
800T o= 200 si 1<t<2
7007 ' P(t)={300 si 2<t<3
6007 ' 400 si 3<t<4
5001 o= : :
4001 o
3007 o . -
200+ o= | En un aparcamiento cobran 100 céntimos
100 R de euro la hora o fraccion con un maximo
T_‘ ‘ ‘ IIIIII R de 1000 céntimos por dia.

T >t
] 23456789
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Parte entera de x

Se representa con el simbolo [ x ]y se
define como el mayor numero entero
gue sea menor o igual a x.

f(x) = Ent(x) =[x]

6/[X]
A
T —
6
f(x)=—
[x]
1--
E » X
| ! Se observa que en el intervalo [0,1] la
—° funcion no existe, ya que el denominador
E— es siempre cero
"
Parte decimal de x
X-[x]
Su expresion es:
1 f(x) =x-[x]
X
1
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Funciones formadas por trozos de rectas y parabolas

Cualquier funcion cuadréatica se representa mediante una parabola. Una funcion cuadratica, en su
forma completa viene dada por la expresion: f(x) = ax*+bx+c. Si a> 0 la parabola esta
abierta hacia arriba y si a < 0 la parabola esta abierta hacia abajo.

Calculo del vértice

La abscisa del vérticees x, = —3 y laordenadaes y, = f(—ij
2a 2a

Puntos de corte con los ejes

Con el eje de abscisas (eje x)

~b+,/b*-4ac
2a '
e Si b*>—4ac> 0, laparabola corta en dos puntos al eje de abscisas (eje x).

e Si b®—4ac=0, la pardbola corta en un punto al eje de abscisas (eje x). La parabola seria
tangente al eje x.

e Si b®—4ac <0, laparabola no corta en ningun punto al eje de abscisas (eje x). Estaria toda
ella por encima del eje x, si a > 0, o por debajo, si a < 0.

Se obtienen resolviendo la ecuacién ax®*+bx+c=0,donde x=

Con el eje de ordenadas

Se obtiene haciendo x = 0, por tanto es el punto (0,c).

Obtencion de algunos puntos proximos al vértice

Calcularemos el valor de la funcidn en el propio vértice y en abscisas enteras proximas a él, a su
derecha y a su izquierda.

Representacion grafica

Es importante escoger bien la escala.

3

1
\ / Calcular la ecuacion correspondiente a
= > 4 cada uno de los intervalos representa-
) dos en la gréafica adjunta

/ .
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Primer tramo

En el primer tramo hay un trozo de recta que pasa por los puntos (-3,-25) y (-1,-15).
Como tienen que verificar la ecuacion y = ax+ b se tiene:

(-3,-25) > -25=a-(-3)+b (-1,-15) —» -15=a-(-1)+b
Resolvemos el sistema formado por estas dos ecuaciones:

—3a+b=-25 a=05
—a+b=-15 b=-1

La ecuacion del primer tramoes y=05x-1

Sequndo tramo

El segundo tramo es una parabola que pasa por los puntos (-1,1),(0,-1) y (1,1). Como tie-
nen que verificar la ecuacion y = ax® + bx+c tenemos:

(-1,1) - l1=a-(-)°+b-(-D+c (0,-1) - —-1=a-(0)°+b-(0)+c

(L) »>1=a-"+b-1+c

a-b+c=1 a=2
a-h=2

c=-1 - = b=0
a+h=2

a+b+c=1 c=-1

La ecuacion del segundo tramo es: y = 2x* -1
Tercer tramo

Es el punto (15,-05).

Cuarto tramo

Es una recta paralela al eje de abscisas (eje x) cuya prolongacién corta al eje de ordenadas en el
punto (0,2), por tanto su ecuaciones y = 2.

05x-1 si -3<x<-1
. - 2x*-1 si  -1<x<1
Los cuatro tramos se expresan mediante la expresion:  f(x) = i
-05 si x =15

2 Si 2<x<4
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Valor absoluto de x

[ x|
A

-Xx si x<0

fx)=|x|=4 0 si x=0

X si x>0

La grafica de la funcién y = |f(x)| es muy facil de representar si conocemos la de y = f(x),

pues basta pasar "hacia arriba™ toda la porcién de curva que esta bajo el eje x. Esto signi-
fica que, cuando f(x) es positivo hay que dejarlo como estd, y cuando f(x) es negativo hay

que hacerlo positivo cambiandole el signo.

Para conocer la expresion analitica de |f(x)| hay que conocer las abscisas en que f(x) cam-

bia de signo, es decir, donde f(x) =0.

f(x) =

f(x) =

f(x) =|2x-1

—(2x-1) si 2x-1<0
0 si 2x-1=0
2x-=1 si 2x-1>0
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f(x)=5-3x+2|

f(x)
A

—(Xx+2) si  x+2<0
x+2|= 0 si. x+2=0
X+2 si x+2>0

5-3:[-(x+2)] si x<-2
f(x) = 5-3-0 si Xx=-2
5-3-(x+2) si X>-2

11+3x si x<-2
f(x)= 5 si x=-2
-1-3x si x>-2

X

% f) ="

-X .
— si x<0

1 f(x) =

X
X .
— st x>0
X

X £(x) — -1 si x<0
() = 1 si x>0

En x =0 lafuncién no esta definida.

i
A(lX) f(x) =[x/ —x

X=X Ssi x<0
f(x) = 0 si x=0
X—X si x>0

-2x si x<0
f(x)=4 0 si x=0
0 si x>0
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f(x) f(x) =% —|x|
A
-X si x<0
14 |x|=1 0 si x=0
X si x>0
» X
1
X*+x si x<0
f(x) = 0 si x=0
X2 —=x si x>0
fx) F() = —
A x+1]
-x—-1 si x+1<0
| x+1|= .
Xx+1 si x+1<0
1 si x<-1
=17
: —F——» X —— s x>-1
-1 1 x+1
La funcion no esta definida para x = -1
f(x)
A
f(x)=[x*-1
Representamos graficamente la funcién
f(x)=x* —1 y posteriormente pasamos
hacia arriba, simétricamente respecto al
eje de abscisas, la porcion de grafica que
\ > x esta situada debajo de dicho eje.
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Funciones periddicas

y
A
1=

0'5|

Funcion que relaciona la distancia posi-
tiva entre x y el entero méas proximo.

X y

-2 —2+2=0
17 | -17-(-2)=0'3
~15 | -1'5-(-1) =05
13| -1'3-(-1)=0'3
—0'8 | -0'8—(-1)=0'2
—0'5 | -0'5—(-1)=0'5
—0'4 | -0'4-(-0)=04

Periodo =1

Funciones de proporcionalidad inversa

V= % (V en litros y P en atmdsferas)

En la grafica se observa que a medida que
aumenta la presion el volumen disminuye
y viceversa, a medida que disminuye la
presion el volumen aumenta, lo que ex-
presamos de la siguiente manera:

La funcion no esta definida ni para pre-
siones negativas ni para P=0
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Composicidon de funciones

Consideremos las funciones f y g aplicadas una a continuacién de la otra, de la siguiente forma:

R f(x) = x? . R g(x) =3x-1 ;R
2 s £(2) = 4 > g(4) = g[f(2)] = 11
3 s £(3) =9 > 9(9) = g[f(3)] = 26

Vemos que aparece una nueva funcién, que llamamos composicion de f con g y que simboliza-
mos con go f . Su accidn sobre X es:

X T 8 5 g[f(0)]

0 T 0
Dada una Obtenemos su Y a continuacion
cantidad imagen por la imagen de f(x)
cualquiera la funcion f por la funcion g

Es decir, en el ejemplo concreto que estamos siguiendo:
(gof)(x)=g[f(x)]=g(x*)=3x* -1
Con esta formula compacta podemos calcular directamente, sin seguir los pasos de la cadena:
(9-f)2) =glf(@]=9(2")=3-2°-1=11  (g-f)d) =0[f(3)]=9(3*) =33 -1=26

Observa que el orden de aparicion de fy g en el simbolo gof y en el diagrama en cadena estan

invertidos.

R f s R g s> R

\/

(gof)x) = g[f(x)]

pero de ambas formas queda claro que primero se aplica la funcion f y luego g.

(92 )9 = g[f(x)]

Ejemplo: Muchas veces una funcion dada puede considerarse como compuesta de dos funcio-
nes mas sencillas. Asi se facilita su estudio.
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La funcion y=+/x>+2 se calcula claramente en dos etapas, haciendo
f(x) =x°+2 y g(x) = /X, es decir:

X LN 9, g[f(x)]

En consecuencia, se puede expresar dicha funcién como la composicion de las fun-
ciones f(x)=x°+2 y g(x)=/x. Tenemos por tanto:

y=(g°f)00=09[f (] = g0 +2) =Vx"+2

Ejemplo: La funcion y=(x*-2)" es composicionde f(x)=x>-2 y g(x)=x’

y=(gof)x) =g[f()]=9(x*-2) = (x* - 2)"

La composicion de funciones no es conmutativa

Se verifica  (f o g)(x) =(gef)(x)
Ejemplo: Dadas las funciones f(x)=2x—-3 y g(X)=3x*+4, hallar gof y fog

(gof)(x)=g[f (x)]=g(2x —3) =3(2x —3)? + 4 =12x* —36x + 31
(Fog)(x) =flg(x)]=f(3x* +4) =2(3x* +4) -3 =6X" +5 = @Dk (o)

Se pueden componer tres funciones o mas

Si tenemos tres funciones f(x),g(x) y h(x) y queremos hallar la funcibn compuesta
(hogof)(x) obtenemos

X LI 7% S g[f(9)] "

> hlg[fOI]]

es decir:

(hogef)(x) = h[(ge H)] = h[g[f()]
Ejemplo: Sean las funciones f(x) = x> g(x) =x+3 y h(x) = 2x.Hallar (hogof)(x).
(hogof)(x) = h{(gF)()]= hlg[f (0= hlglx* = hx* +3]=2(x* + 3) = 2x* + 6
Ejemplo: Construye fog y gof,siendo:

a) fX)=3x+2 vy g(x)=§ b) f(x):\/; y g(x)=x*-2x
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S 5 15+ 2x
5
(90 F)(x) =g[f(x)]=g(3x +2) -

b) (Fog)(x) = F[g(x)] = (* - 2x) =x* — 2x
(9o F)() = g[f(0] = g(vVx) = (v) - 24x =x-2+/x
Ejemplo: Dadas las funciones:
fxX)=x2+3x-5 gX)=+x Yy h(x)=x+a conheR,calcular:
fog:gef:hog: goh :hogoef : fogoh : f(x+h)—f(x) y w
o (Fog)(x)=f[g(x)]=F(vx)=(vX) +3vx ~5=x+3Jx -5
e (goF)(X) =g[f(x)]=g(x* +3x—5)=/x* +3x—5
e (hog)x) = hlg(x)] = h{vx)=vx +a
e (goh)x) = gh()]=g(x+a)=Vx+a

o (hogof)(x)=hl(go)(x)]=h[glf ()] =hlg[x + 3x - 5]|=

h[x/x2 +3x—5]: Jx2+3x-5+a
e (fogoh)(x) =f[(geh)(x)]=f[g[h()]] = Flolx+a]] = flx+a =

(«/x+a)z+3«/x+a—5:x+a+3«/x+a—5
o f(Xx+h)-f(X)=(x+ h)2 +3(X+ h)—5—(x2+3x—5)=2xh+h2 +3h

. Ix+h)-g(x) _~vx+h ~Jx
h h

Ejemplo: Expresar las siguientes funciones como composicion de dos funciones:

7 1++/x
a)y= b) y=
VY=ois YT

c) y=(7x*-3)°
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N 2
f(x)=2x“+5 7

2) g(x):g > y=(goN09 =g[f(9]=g[2x" +5]=
T =x 14X

b = Of = f = =
)g(x)=i_§ > ¥=(@°N0 =0[fC0]=gl¥x| = —=

y H9=7 ‘3} Y= (9o 0 =g[f (9] = g[7x" - 3]=(7x* -3

g(x) =X’

Ejemplo: Expresar y= como composicién de tres funciones.

2
Vx?+3

: y=(hegef)(x) = h[(g>F)(x)]= hg[f ()] =
f(x)=x“+3
g =Vx | - hlg[x? +3]/= h[yx? +3] = —2
h(X):g 3] [ o ] Vx*+3
X

Simetrias de una funcién

Simetria respecto al eje de ordenadas

Si una funcion f(x) verifica que f(x) =f(—x) cualquiera que sea X, es decir, toma los mis-
mos valores a los dos lados del eje de ordenadas, entonces es simétrica respecto a este eje.

A esta funciones se les llama pares A
porque las funciones polindmicas que
cumplen esta condicion s6lo tienen térmi-
nos con exponente par.

Para construir la grafica de una funcion
simétrica respecto al eje de ordenadas,
sera suficiente representar graficamente f(-a) fla)
los valores positivos, x> 0; el resto de la
grafica se obtendrd por simetria respecto
al eje vertical

\{

Ejemplo: Lafuncién y=x*+3 es par, pues:

f(x)=x*+3

f(=x)=(-x)" +3=x +3} = T)=1(=)
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Simetria respecto al origen de coordenadas

Si una funcion f(x) verifica que f(—x)=-f(x), cualquiera que sea x, entonces es simétrica
respecto al origen de coordenadas.

A esta funciones se les llama impares
porque las funciones polindmicas que
cumplen esta condicion solo tienen térmi-
nos con exponente impar.

Para construir la grafica de una funcién
simétrica respecto al origen de coordena-
das sera suficiente conocer la grafica co-
rrespondiente a los valores positivos de x;
x> 0. El resto se obtendrd por simetria
respecto al origen.

Ejemplo: Lafuncion y= x®+3x es impar, pues:

f(—x) = (=x)® + 3(—x) = —x* - 3x

() = —(x° +3x) = x° ~ 3 = T0=-1

Simetria respecto al eje de abscisas

No tiene demasiado interés, porque las correspondencias que presentan estas simetrias no
son funciones.

Para que la curva representativa de una funcion f(x) sea simétrica respecto al eje de absci-
sas, es condicion necesaria y suficiente que la ecuacion no se modifique al sustituir y por

La ecuacion tiene la forma y = +f(x), es decir, para cada valor de x obtenemos dos valores

de y de signos opuestos, pero 0jo, esto no es una funcién salvo si la consideramos como dos
funciones diferentes y=+f(x) e y=-f(x).

Ejemplo: y= VX es simétrica respecto al eje de abscisas, pues a cada valor de x le co-
rresponden dos valores opuestos en y:
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Funciones inyectivas

A En una funcién, cada elemento del domi-
£(x,) = £(x,) nio tiene una imagen y sélo una. Esto im-
plica que la recta vertical trazada por cual-
quier valor de x perteneciente al dominio

f(x) corta a la gréafica de la funcion en un solo
punto. Por el contrario, un namero del re-

/ corrido puede tener dos 0 mas antiimage-
nes. Dicho de otra manera, es posible que

\/

dos 0 més valores distintos de x tengan la
misma imagen.

Sin embargo, existen algunas funciones en las que no se da esta posibilidad y tienen suficiente
importancia como para merecer un nombre especial: funciones inyectivas.

Una funcidn es inyectiva cuando cada elemento de su recorrido tiene solamente una antiima-
gen.

Esto equivale a que dos nimeros de su dominio no pueden tener la misma imagen, es decir, que
en el caso de las funciones inyectivas f(x,) = f(x,) = X, =X,

En las funciones inyectivas, la recta hori-
zontal trazada por cualquier valor del re-

f(x) corrido corta a la grafica en un unico pun-
to.
Todas las funciones estrictamente cre-
/ cientes o estrictamente decrecientes son
> inyectivas.

Funciones inversas o reciprocas

Una funcidn es una correspondencia entre dos cantidades variables y, dentro de ciertos limites,
somos libres de elegir cual de ellas va a desempefiar el papel de variable independiente. Vamos a
ilustrar esta idea con un ejemplo muy sencillo:

El 4rea A de un cuadrado depende de la longitud del lado x, segun se la funcién A = x*. Pero,
reciprocamente, podemos decir que el lado del cuadrado depende del &rea, segun la funcion

X =JA.

Decimos que estas dos funciones son inversas o reciprocas entre si. Representan la misma rela-
cion, pero en cada caso hemos tomado como variable independiente a una de las dos magnitu-
des relacionadas.
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La funcion inversa de la funcion f se representa por .

y =1(x) y

/ /

X x=f"(y)

v
v

Dada una funcién y = f(x), su funcién inversa se genera intercambiando los papeles de va-
riable independiente y dependiente, es decir, despejando, con lo que se obtiene x = f(y).

Ejemplo: Calcular la inversa de la funcion y = 2x—4

. . . . +4
Su inversa se obtiene despejando la variable X x = yro

Podriamos dejar asi las cosas, pero como lo mas habitual es denominar x a la va-
riable independiente e y a la dependiente, intercambiamos los nombres, con lo que la
funcién inversa resulta:

_ X+4
2
. . a X+ 4
Por tanto, la inversa de la funcion y =2x-4 es f~(x) = i

Observacién importante

Cuando las variables representan magnitudes concretas, para invertir la funciéon Gnicamente
se despeja, y no se intercambia el nombre de las variables.

Ejemplo: En los paises anglosajones la temperatura se mide en grados Fahrenheit. La escala
Fahrenheit se expresa a partir de la centigrada, segun la funcion:

9
tF :gtc + 32

(t.: temperatura Fahrenheit, t.: temperatura centigrada).

Invirtiendo la funcion anterior, obtenemos los grados centigrados a partir de los Fah-
renheit:

5
te 25 (tr —32)
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Si to,lesegmos convertir Iunff[l tltimhperart]u_rta Ta congelacién | 0° | 32°
centigrada en su equivalente Fahrenheit,

J 2 Lo T@ ebullicion | 100° | 212°
emplearemos la primera funcién; en caso

contrario, la segunda. Fiebre 37° | 98'6°
Ejemplo: Para una determinada sensibi- tiempo de exposicion | abertura de diafragma

lidad de una pelicula de foto- 1/8 29

grafia y unas condiciones da- 1/1 16

das de iluminacion, el tiempo 5

de exposicion y la abertura de 1/30 11

diafragma de una camara fo- 1/ 60 8

tografica dek_)en estar mutua- 1/125 5'6

mente relacionados. Supon-

gamos que en un caso concre- 1/250 4

to esta relacion es: 1/500 2'8
1/1000 1'8

Si las circunstancias en las que hay que tomar la fotografia exigen un determinado
tiempo de exposicion (por ejemplo, un tiempo pequefio porque se trata de una foto-
grafia en movimiento), habra que leer la tabla de izquierda a derecha; en concreto, fi-
jar el tiempo en 1/500 implica una abertura de diafragma de 2’8.

Por el contrario, si las condiciones impusieran un valor determinado de la abertura
(ejemplo: un namero alto de abertura para conseguir un enfoque mas nitido), la tabla
se leeria de derecha a izquierda: a 16 le corresponde 1/15. Vemos asi como en cada
caso se ha considerado una de las dos funciones mutuamente inversas que define la
tabla
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Gréficas de las funciones inversas
Vamos a construir las tablas de valores y las gréficas de las funciones analizadas al principio, es

decir, f(x)=2x—4 y f(x) = XZ“
X |y=2x—-4 y:X+4
1] 6 — 2
B E—
0 -4 4| 0
1| - Ll
2 0 0 5
3 2 , 3
4 4 A .
5 6 6 c

Como era de esperar, las tablas de las dos funciones mutuamente inversas son las mismas, salvo
que las columnas estan intercambiadas. Por consiguiente, los puntos representativos de ambas
funciones tienen permutadas sus coordenadas, luego son simétricos respecto a la bisectriz del
primer cuadrante como se aprecia en la grafica. En consecuencia, como regla totalmente general,
las graficas de dos funciones inversas son simétricas entre si, respecto a la bisectriz_de los
cuadrantes primero y tercero.

Ejemplo: Determinar la inversa de f(x) :%x3 y representa graficamente f y f!
Despejamos x:  x=3/8f(x)

Permutamos los nombres de la variable y la funcion: f*(x) =3/8x

X f(x):%xi’* x | £71(x) = ¥8x
—3| -3375 -3| -2¢88
) -1 -2 —2'52

-1| -o0125 1 -2

0 0 0 0

1| 0125 1 2

» 1 2 2’52

3 | 3375 3 2’88

En la figura se puede observar que las graficas de f y f~ son simétricas respecto a
la bisectriz de los cuadrantes 1°y 3°.
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Composicion de una funcion y su inversa

Ejemplo: Sea f una funcion inyectiva y f™ su inversa. ;Cuanto da f‘l[f(5)]’? ¢ Que fun-
cion se obtiene al componer dos funciones inversas entre si?

f‘l[f(5)] =5, ya que al realizar el trayecto de ida y vuelta recuperamos el nimero
inicial.

El resultado del apartado anterior es valido para cualquier valor de X, por lo tanto:

ff(x)]=x 6 f[f-l(x)] =X

Al componer una funcion con su inversa obtene- L\ () — (£ o B
mos la funcion identidad 1(x) = x. (f o1 )(X)_(f f)(x)_x I

¢,Como invertir funciones no inyectivas?

La funcion y = x* es una funcion no inyectiva, pero dividiendo su dominio en dos partes se ob-
tienen sendas funciones inyectivas. Veamos la inversa de cada una de ellas:

La funcion y =x? para x>0 es inyectiva, y su inversa es y = ++/x . La funcién y =x? para
x <0 esinyectivay su inversaes y = —Jx.

En la primera funcion y=x”, para x=2 = y=4 mientras que en la funcion inversa
y:+x/; para x=4 = y=2.En la segunda funcion y=x°, para x=-2 = y=4
mientras que en la funcién inversa y = —Jx para Xx=4 —= y=-2.

En general, cuando una funcién no es inyectiva se divide su dominio, de forma que las dos
nuevas funciones asi obtenidas sean inyectivas. Posteriormente, para cada una de ellas se cal-
cula su inversa en su dominio de definicion.
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Problemas sobre Funciones

1) Calcula el dominio de las siguientes funciones:

a) y=+/x—4 b) h(x):2X+i c) y =+vx® — X d) f(x) = 71

X — Ix" -1

9=+ 2L =t oex8  g)heg=—2
2X+3 NER

2) ¢Cudles de las siguientes gréficas a), b) o ¢) respectivamente corresponden a una fun-

cion? Razona la respuesta. Calcula el dominio y el recorrido de las que correspondan.
y

Yy
y

5

N
_5 AN

3)
T (°C) Consumo (m®)
A A

i:) 100 A La primera gréfica representa la
“ . evolucion de la temperatura de
sl / un enfermo y la segunda repre-
ol “ senta el consumo de agua en un
iy s / colegio.

12345678910 Dias 6 8 121416 20 24>

Tiempo (h)

a) Estudia el dominio y recorrido de las dos funciones, dando los resultados a través de
intervalos.
b) Elabora un pequefio informe interpretando tus resultados.

4) %
Esta curva muestra la audiencia de una A
cadena de television en Espafia en un 50
dia promedio del mes de Abril de 2007. 4
40
Estudia el dominio y el recorrido, dan- 33 \
do los resultados a través de intervalos. Z(S) |

Elabora un pequeiio informe interpre- 4 1\ 1/
20
tando tus resultados.

0 >

0 2 4 6 8 101214 16 18 20 22 24 horas
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5)

e (metros)
A P
1000+ b

750

Tres atletas participan en una carrera de
1000m. La grafica describe de forma
aproximada el comportamiento de los
atletas en dicha prueba. Si tu fueras el lo-
450 cutor que estas transmitiendo la prueba,
¢como describirias lo mas detalladamente
posible lo que esta sucediendo alli?

600

50 100 150 > 1@
6)
v (m/min) 1) ¢Qué clase de movimiento corresponde
A a cada uno de los tramos de la gréafica?
2) Calcula las ecuaciones de cada uno de
300 e los tramos.
200 3) ¢Cual es la aceleracién en cada tramo?
4) ¢Cual es el espacio recorrido por la ves-
pino en cada tramo asi como el espacio
total?
1 75 7 » t (min)
7) Representar graficamente las funciones:
) . 0'5x-1 Si -3<x<-1
-X“+9 Si x<3 o _1 . L 1
. X" — Si -1<x<
a) f(x)= 3 si Xx=3 b) 9(x) = _
. -0'5 Si x=1'5
3x-1 si xe]5,0[ .
2 Sl X>2
c) h(x)=|2x-1 d) y=[x-3|+2

8) El sueldo mensual de un vendedor consta de una cantidad fija de 600 € mas una comi-
sion del 15% de sus ventas mensuales. Escribe la formula que expresa el sueldo en fun-
cion de las ventas. Representa la funcidn graficamente.

X>—x-6 si  x>-2

9) Representa graficamente la funcién: f(x) = -2 si x=-2

x| si x<-2

3
- -4 : - . .
10) Traza la gréafica de y = X . Determina su dominio y recorrido. ¢Es una funcion
inyectiva?
x> +9 si x<1

11) Representar graficamente la funcién f(x)={ [2x—1 i xe[1,5]

x-1 Si XE]S,OO[
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12) Dadas las funciones f(x) = +vx y g(x) = calcular:

a) (fog)) y (9of)(X)
b) Funcién inversa o reciproca de f(x) y funcién inversa de g(x)
c) Dominio de (f o g)(x)

x*—9

13) Dadas las funciones:
fx)=2x-1; gx)=vx*-1; h(x)= 21 . y i) =x*-1
X i
a) ¢Qué funciones son pares y cuales impares? Compruébalo.
b) Calcular foh y hof.;Esconmutativa la composicion de funciones? ;Por qué?
c) Calcular goi e iog Yy susdominios respectivos.
d) Calcula el dominio de g(x).

14) Escribe las funciones fog y gof,siendo:

a) f{x) =Vx-2 y g(x) = (x+2)* bWX):%g y g(x):%

15) a) Calcula las inversas de las funciones f(x)=vx*-1 'y h(x) :il

b) ¢ Qué resultado da la composicion de una funcion con su inversa? Compruébalo pa-
ra f(x).
¢) Calcula el dominiode foh

16) Calcula la inversa de cada una de las siguientes funciones, trazando, en cada caso, la
gréfica de la funcion y la de su inversa:

3
Ay=2x+3 b)) =—— oy=2T8% g =X
X+ 2 4 X—3

17) Dadas las funciones f(x) =2x-3 y g(x) = E comprueba que: (fog)' =g of™.
X

18) Invierte la funcion y = 2x*+ 3 y comprueba que se obtienen dos funciones inversas.

Representa graficamente la situacion y determina el dominio y el recorrido de todas las
funciones.

19) Determina una funcién polinémica de segundo grado f(x) = ax® + bx + ¢, sabiendo que
f0)=9,f2)=1y f(5) =4.

20) En las siguientes graficas estudiar las simetrias. ¢ Cuales admiten inversa? Represénta-
las graficamente de forma aproximada. Razonarlo todo.

A ]

\/
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Soluciones

1)
a) D=Vx>4 b)D=VxeR-{-2,2} ¢)D=Vxe[-1,0JUfl,0] d) D=VxeR

e) D=Vxe[-0,~15[Ul4,0] f)D=Vxe[-»,2[U[4,0] g) D=VxeR

2) Son funciones laa) y la b).
a) D=vxeR R=Vye[-55] b)D=vxeR R=Vye[-2,2]

6) a) Uniformemente acelerado b) Uniforme c¢) Uniformemente acelerado d) Decelerado
Tramo a)v =200t Tramob) v=200 Tramoc) v=100t—200 Tramod) v=-150t+1050

7)
a)

54

b)
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8)

0
2 15 1 0 05 1 15 2 25
4
3
2
1
]
1 0.5 0 05 1 2 5 3 35 4 45 5 55 1]
25004
2000+
y=600+0"15x
1500
1000
600
5004
0
] 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 8000 10C
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9)

154
104
5_
0
14 12 10 -B B -4 0 2 4
L ]
5.
5-
3
X -4
¥=7
44
3-
2-
1-
0
3 2 1 0 1 2
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11)

-204

16)
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b)

d)
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18)

19) y=x*-6x+9
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