Trigonometria

Es la parte de las matematicas que estudia las relaciones metricas entre los elementos de un
tridngulo, siendo éstos los lados y los angulos.

Trazada una circunferencia, a cada angulo central corresponde un arco, y a cada arco un angulo
central de tal forma que a arcos iguales corresponden angulos iguales y viceversa. Para medir un
arco es necesario precisar su origen, su sentido y su unidad de medida.

Origen  Convenimos en tomar el punto A como origen de arcos. A es el punto en el que la di-
reccion positiva del eje de abscisas corta a la circunferencia de centro O, que es el
origen de coordenadas.

Extremo El arco AB tiene por extremo B.

Sentido  Se considera sentido positivo el que recorre la circunferencia en sentido contrario a
las agujas del reloj y negativo el que la recorre en el mismo sentido.

Sentido positivo Sentido negativo

I

A =
N

Escribiremos AOB si la orientacion del arco es AB, y escribiremos BOA si la orien-
tacion del arco es BA.

Medidas angulares

Medidas sexagesimales

Para medir un angulo se utilizan habitualmente los grados sexagesimales y sus divisores, los mi-
nutos y los segundos.

Un grado sexagesimal es la noventava parte de un angulo recto, por consiguiente, un angulo
recto mide 90 grados sexagesimales.

Un minuto es la sesentava parte de un grado sexagesimal.
Un segundo es la sesentava parte de un minuto.

Los grados minutos y segundos se expresan respectivamente por °, *,
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Medidas Centesimales

Un grado centesimal es la centésima parte de un angulo recto.

Un minuto centesimal es la centésima parte de un grado centesimal.
Un segundo centesimal es la centésima parte de un minuto centesimal.

Se expresan respectivamente por g, my's.

Medidas en Radianes

El Radian es un angulo al que le corresponde un arco
cuya longitud es igual a la del radio con el que se ha tra-
r zado el arco. Su simbolo es rad.

-

18 cm. Para medir un angulo en radianes tendremos que averiguar
cuantos radios mide uno de sus arcos correspondientes. Pa-
ra ello mediremos uno de ellos y dividiremos por la lon-
gitud de su radio.

% = 2radianes

En cualquier circunferencia, si dividimos su longitud entre el diametro de la misma siempre nos
da la misma cantidad constante

1 =n = 3'1415927.....
2R

Por tanto, la longitud de la circunferencia es siempre | =2nR. De esta expresion obtenemos:

L=2n
R

lo que significa que el radio de la circunferencia esta contenido en la misma 2n veces, por tanto
la circunferencia completa equivale a 27 radianes y la semicircunferencia a © radianes

360°=2nrad =  180°= wradianes
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Longitud de un arco de circunferencia

2nR —— 360°
) | —— a°
‘ 1
2tR —— 21
I — «
P
Si a se mide en grados = 27R -a
360°
Si o se mide en radianes 1= 2% _R .o,
2n
Area de un sector circular de o.°
nR* —— 360°
A — af
‘ 1
mR? — > 21
A — «a
. . mR? -a°
Siase mideengrados A=
360°
2, 2,
Si o se mide en radianes A = R o = R”-a
2n 2
Cuadrantes angulares
1 I Al trazar dos ejes de coordenadas rectangu-

lares, dividimos el plano en 4 regiones, lla-
madas cuadrantes. Estos cuadrantes se or-
denan y numeran tal como se indica en la
figura.

111 v
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Para dibujar un angulo orientado, colocaremos siempre el primer lado en el semieje positivo
del eje de abscisas y el vértice en el origen de coordenadas. El cuadrante en el que queda si-
tuado el segundo lado se utiliza para decir a qué cuadrante pertenece el angulo.

4° Cuadrante

1€rCuadrante 2° Cuadrante 3€I Cuadrante
R o
o N A T

N\

Los Unicos angulos que no pertenecen a ningn cuadrante determinado son:

iy
21 90°
+
180° 0°/360°
T 0/2m
270° | 3T
2

-270°

=31
2

0°/-360°

—-180°

-
2

0/-2n

-90°

Razones trigonomeétricas de un angulo cualquiera

Consideremos un angulo o tal que el vértice coincida con el origen de coordenadas y un lado con
el semieje positivo del eje de abscisas. Con centro en el origen de coordenadas trazamos una cir-

cunferencia que corta al otro lado del &ngulo a en el punto P(Xx,y).

y y
A A
(P(Xy)
a
'y
o
o) ra—T > X > X
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En la primera figura el angulo o es agudo mientras que en la segunda figura el angulo o es obtu-
so. En las dos figuras se cumple que:

e El cateto P'P es la ordenada del punto P.
e El cateto OP' es la abscisa del punto P.
¢ La hipotenusa es el radio

Para un angulo a cualquiera, las razones trigonométricas directas e inversas son las siguientes:

Razones directas Razones inversas
y ordenada r radio
seno =+ =—"—— coseCoL=—=——— y#0
r radio y ordenada
X abscisa r radio
coso. =—= - seco=—= - #0
r radio X abscisa
ordenada X  abscisa
tga:X:—_ x#0 cotgo=—=—— y#0
X  abscisa y ordenada

Sin embargo, las razones trigonométricas de un angulo cualquiera son independientes del radio
de la circunferencia elegida para definirlas.

Ejemplo:  Un movil se para en el punto P(—4, 3) de una circunferencia de radio 5. ;Cudles
son las razones trigonomeétricas del &ngulo de giro?

senoa =

4 3
cosoo=—— tga=——
) 4

5 5 4
coseco=— Sseco=-— cotgo =——
3 4 3
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Circunferencia unidad o circunferencia goniomeétrica

Las razones trigonométricas de un angulo cualquiera son independientes del radio de la cir-
cunferencia. Si consideramos otra circunferencia de radio r’ = r obtendremos otro punto de cor-
te P'(x',y") # P(X,y).

De la semejanza de triangulos OPQ y OP'Q'
se obtiene:

Las razones trigonométricas son iguales
cualquiera que sea la circunferencia, es de-
cir no dependen del radio de ésta. Por ello
en adelante elegiremos el radio como la
unidad.

A la circunferencia de radio unidad se la
denomina circunferencia goniométrica.

Lineas trigonométricas

Tracemos una circunferencia de radio unitario OA = OB = 0D =1. Calculemos las razones tri-
gonometricas del angulo a.

sen a

\4

(@) cosa C A
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Teniendo en cuenta que los tridngulos OBC y OTA son semejantes tenemos:

L_BC_TA_TA_
OC OA 1

BC_BC _

BC _oc_oc_
oB 1

=——= TA
oB 1

seno = BC cosa oC

El sena coincide con la ordenada del punto B, y el cosa coincide con la abscisa de dicho
punto.

La tga coincide con el segmento que va desde el origen de &ngulos hasta el punto de corte de
la recta tangente a la circunferencia, trazada por el origen de angulos, con el lado variable del
angulo a..

Teniendo en cuenta que los tridngulos OBC y OTA son semejantes asi como los triangulos OEB
y ODT' tenemos:

OB_OB_OT'_OT'_. o,  .,_OB_OT _OT_ ..
BC EO DO 1

oC OA 1

cosecoa =

OC EB DT’ DT _

= = = DT’
BC EO DO 1

cotga =

Observamos que las razones trigonométricas del angulo o, cuyo arco esta trazado con un radio
unitario, coinciden con la medida de los segmentos orientados BC, OC, TA, OT, OT'y DT, de-

nominados lineas trigonométricas.

Signo de las razones trigonométricas

El signo de las razones trigonométricas se calcula facilmente conociendo el cuadrante en que se
encuentra el angulo, ya que entonces conocemos el signo de la ordenada y de la abscisa.

sena.=PQ >0 cosaa=0Q >0

tgo =RS>0 coseca =0T >0

A\

seca=0R>0 cotga=MT >0
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A
T M
X sena=PQ>0 cosaa=0Q<0
> tgo = RS <0 coseca =0T >0
seca =0R <0 cotga=MT >0
sena=PQ <0 cosa=0Q<0
> tgo =RS>0 coseca =0T<0
seca=0R <0 cotgo = MT >0
sena=PQ<0 cosaa=0Q>0
> tga =RS<0 coseca =0T<0
X seca=0R>0 cotga=MT<O0
R

Asi como el seno y el coseno pueden calcularse siempre para todos los angulos, no ocurre lo
mismo para la tangente. Si el punto P tiene su abscisa igual a cero, no existe la tangente del an-

gulo porque el lado variable del mismo y la recta tangente a la circunferencia trazada por el
origen de &ngulos son paralelos.
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0° o0° // % 27% \
I

sen0°=0 sen90°=1 sen180°=0 sen270°=-1
cos0°=1 c0s90°=0 cos180°=-1 c0s270°=0
tg0°=0 tg90°="? tg180°=0 tg270°="7

La representacion grafica de las razones trigonométricas de un angulo ponen de manifiesto las
desigualdades siguientes:

-1<sena <1 —-1<cosa <1 —oo<tga <o

Relaciones entre las razones trigonométricas

0 En general, dados dos angulos a. y B, si se verifica que
su diferencia es un mdltiplo de 2n radianes (o 360°)
tienen las mismas razones trigonomeétricas.

sena =senP =sen(a + 27 - k)
B-—a=2n-k = <cosa=cosP=cos(a+27-K)
tga=tgp =tg (a0 + 27 - k)

Las razones reciprocas de éstas tienen el mismo comportamiento. Estas relaciones podemos
enunciarlas mediante la siguiente propiedad:

El valor de las razones trigonométricas de un angulo depende Unicamente del extremo del
arco (para una misma circunferencia).

a~B < B-a=2rn-k; o bien, los angulos ay £ son equivalentes si al dividirlos por
2z dan el mismo resto.
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En general, para calcular las razones trigonométricas de angulos mayores que 360° divi-
diremos el angulo dado entre 360°. El cociente nos da las vueltas enteras que da a la cir-
cunferencia y el resto es un angulo cuyas razones trigonomeétricas son iguales a las del

angulo dado.

Ejemplo: Calcular las razones trigonométricas correspondientes a 7210°

sen7210°= sen(10°+360°-20) = sen10°= 01736
€057210°= c0s(10°+360°-20) = c0s10°= 0'9848

tg7210°= tg(10°+360°-20) = tg10°= 0'1763

Al hacer el célculo no conviene simplificar el dividendo y el divisor, pues aun-
que el cociente es el mismo, no ocurre lo mismo con el resto.

7210 360 7214 364
0010 2 — BIEN 001 2 — 5 MAL
Resto = 10 Resto = 1
a De la figura adjunta se deduce:
. sena=2  cosa=>
r r
LY
X Elevando al cuadrado ambas igualdades y sumando se
obtiene:
2 2 2 2 r2
(sena)® +(cosa)? =y—2+x—2= Y tx =—=1
r- r r r

En la practica el cuadrado de sena y coso suelen escribirse asi: (sena)® =seno vy
(cosa)® = cos® a.. Con esta notacion la relacion anterior es:

sena +cos’ o =1

que se denomina relacion fundamental.
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(3 Por otro lado:

seno. .
tga:X: si cosa =0 tga:sena
X  cosa p—
(3 Dividiendo la relacién fundamental por sen? o # 0, se tiene:
sen’a. . cos’ o 1 ,
2 2 7 ean? 1+cotg®a =
sen“o  sen‘o  sen‘a -
[ Dividiendo la relacién fundamental por cos® a. = 0, se tiene:
sen® o . oS’ o 1 . ,
2 2 T 2 tg°a +1=
Cos“a  COS“ar  COS“ o cos? o

Utilizando estas relaciones y las obtenidas a partir de las definiciones pueden calcularse las razo-
nes trigonomeétricas de un angulo conocidas una razon trigonométrica cualquiera y el cuadrante
en el que se encuentra dicho angulo.

Ejemplo: La tangente de un angulo del tercer cuadrante es 1. Calcula su seno y su coseno.

seno
cosa

tga=1= = Ssena = Ccosa

1
sena+cosfa=1 — sen‘a+sena=1 — 2-sena=1 — senoc:ir\/;

. - 1
En el tercer cuadrante el seno es negativo, luego la solucion es: seno = — >

cosa = v1—sena =

: 1
En el tercer cuadrante el coseno es negativo, luego: coso = — >
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Ejemplo:

Ejemplo:

. 3n . . .
Si cosa=-047y a € [RT} calcula las demés razones trigonométricas.

sena =+/1-cos’ o = /1— (-0'47)? = +0'88

Como a esta en tercer cuadrante, y alli el seno es negativo = sena. =-0'88

tgo = 088 g7
—0'47
1 1 1
coseca = —— = -113 seca = —— =-212 cotgao = —— =053
—-0'88 —-0'47 187

- . 5 -
Dibuja un angulo del segundo cuadrante cuyo coseno valga 3 utilizando la

circunferencia goniomeétrica. Calcula las demas razones trigonométricas.

Las divisiones se hacen a través de un
segmento auxiliar que dividiremos en
13 partes utilizando el compas.

seno+cos’a =1 = sena = +,/1-(-038)° =092 = sena =092

SLL I
—0'38
1 , 1 : 1 ,
coseco. =——=1'08 seco =———=-2'63 cotgoo =———=-0'41
0'92 -0'38 —-2'42

Estos problemas se pueden resolver utilizando solamente la calculadora, viendo el cua-
drante en el que se encuentra el &ngulo.
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Reduccion al primer cuadrante

Si queremos conocer los angulos menores que 360° con un valor conocido de una razon trigo-
nomeétrica deberemos utilizar la reduccion al primer cuadrante ya que la calculadora s6lo nos da
un angulo, y en cambio veremos que siempre existen dos angulos menores que 360° con el
mismo valor para una determinada razén trigonométrica.

Reduccién del segundo cuadrante al primero (angulos suplementarios)

Angulos suplementarios son aquellos que suman = radianes.

En la figura aparecen dos angulos suple-
mentarios. Observa que los puntos P y P'

/ b son simétricos respecto del eje de orde-
- o nadas.
y y
a Las ordenadas (valores de los senos) son
X X iguales mientras que las abscisas (valores

de los cosenos) son opuestas.

Las otras razones las obtenemos a partir del
seno y del coseno.

sen(t—a)=y=sena cos(m—a) =—X=—Ccosa tg(n—a):ixz—¥:—tga

Observando la figura se deduce que la suma de ambos angulos es un angulo llano; son angulos
suplementarios.

O+T—O=T

Por consiguiente se deduce que, dos angulos suplementarios tienen sus senos y cosecantes igua-
les y opuestas las demas razones.

sen(mn—a)=sena  cos(mr—a)=-cosa  tg(m—a)=-tga
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Reducciodn del tercer cuadrante al primero (angulos que difieren en © rad.)

En la figura aparecen dos angulos que difie-
ren en 7 radianes. Observa que los puntos P
y P' son simétricos respecto del origen.

Las ordenadas (valores de los senos) son
opuestas, 1o mismo que las abscisas (valo-
res de los cosenos).

Las otras razones las obtenemos a partir del
seno y del coseno.

sen(n+a)=-y=-sena cos(m+a) =—X=—Ccosa tg(n+a):_—y:¥:tga

Por consiguiente se deduce que, dos angulos que difieren en & radianes tienen sus tangentes y
cotangentes iguales y opuestas las demas razones.

sen(m+a)=-sena  cos(m+a)=-cosa  tg(m+oa)=tga

Reduccidn del cuarto cuadrante al primero (dngulos opuestos)

En la 12 figura aparecen dos angulos opuestos (suman 2 radianes). Observa que los puntos P y
P' son simétricos respecto del eje de abscisas. En la 22 figura tenemos un angulo negativo -o. que
pertenece al cuarto cuadrante. Al reducirlo al primer cuadrante se obtendria el &ngulo opuesto a.
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Las ordenadas (valores de los senos) son opuestas, mientras que las abscisas (valores de los co-
senos) son iguales.

Las otras razones las obtenemos a partir del seno y del coseno.

sen(2n—a) =sen(—a)=-y=-sena cos(2n—a) = cos(—a) = X = cosa
tg (27— ) = tg(~a) :%’:--:-tga

Por consiguiente se deduce que, dos &ngulos opuestos tienen cosenos y secantes iguales y opues-
tas las demas razones.

sen(—a)=-sena  cos(—a)=cosa  tg(-a)=-tga

Razones de angulos complementarios (dngulos que suman /2 rad.)

En la figura aparecen dos angulos comple-
mentarios. Observa que los triangulos
OAA' y OBB'son iguales.

La ordenada AA' (valor del seno) es igual a
la abscisa BB' (valor del coseno). La absci-
sa OA' (valor del coseno) es igual a la or-
denada OB’ (valor del seno)

Las otras razones las obtenemos a partir del
seno y del coseno.

5-¢) 5-¢) G-o)-3-7%
sen| ——o | =X=C0So.  COS| ——oa|=Y=Ssena tg| ——a|=—=—=——=cotga
2 2 2 y Y tga
X

Por consiguiente se deduce que, dos angulos complementarios tienen el seno de uno igual al co-
seno del otro y viceversa, y la tangente de uno es igual a la cotangente del otro..

IS IS T
sen (E_ Otj = CoSsa COS[E_ OL) = Sena g (E_ 0(,) = cotga
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Ejemplo: Si sena =05 ¢Cuénto vale asi o €[0,2x]?

Tenemos o =arcsen0'5

La calculadora nos da para ese valor
150° del seno un angulo de 30°. Una vez
dibujado este &ngulo, el otro se ob-
0's 0'5 tiene_ trazando una paralela al eje de
30° abscisas por el punto donde el segun-
do lado corta a la circunferencia.

senaa=05 — a=arcsen0b

o = 30°
o = 180°-30° = 150°

Ejemplo: Si cosa =-0"2363 y a pertenece al tercer cuadrante ¢Cuanto vale a.?

Tenemos o = arccos(—0'2363)

103°40°6" La calculadora nos da para ese valor
\ del coseno un angulo de 103°40'6" ,
\ que no pertenece al tercer cuadrante.
256°19'54 Una vez dibujado este angulo, el otro

se obtiene trazando una paralela al eje
de ordenadas por el punto donde el
segundo lado corta a la circunferen-
cia.

Nuestro angulo como se ve en la figura serd: 360°-103°40'6" = 256°19'54"” que
pertenece al tercer cuadrante.

cosa =—-02363 — o =arccos(—02363) = 256°19'54"

Ejemplo: Si cos(nm—a)=0"7. Calcular a.

45°34'23" + 360°-k keZ

180°—q, = arccos0' 7=
314°25'37" + 360°-k keZ

o =180°0-45°34'23" — 360°k =134°25'37" — 360°k
o =180°0-314°25'37" — 360°-k = —134°25' 37" — 360°-k
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Ejemplo: Si tga =-2. Calcular a.

Tenemos: o = arctg(-2)

La calculadora nos da para ese valor
de la tangente un éangulo de

\ —63°26'6", que  equivale a
\\ 296°33'54" .

29603354 | \ 03 26'6] Todos los angulos cuya tangente vale
lo mismo se van obteniendo al sumar
o0 restar 180° al anterior como se ob-
serva en la figura.

-=0F

4

En el caso de la tangente, el periodo
es 180°.

a =arctg(—2) =296°33'54"” +180°-k keZ
Ejemplo: Resuelve la ecuacion cos3x = %

1 {60°+360°-k {X = 20°+120%k

3X = arccos— =
2 300°+-360°-k X = 100°0+120°-k

Observa la necesidad de afiadir el periodo desde el principio. Si hubiéramos puesto
3x=60° y 3x=300° habriamos obtenido x=20° y x=100°, oen el mejor

de los casos x=20°+360°k y x=100°+360°k, omitiendo con ello gran nimero
de soluciones.

Ejemplo: Resuelve la ecuacion tg (Zx - %j =1

0

2x - 18 arctg1= 4541800k - 2x— 30°=404180°K —>  x = 37'F+90%k

Ejemplo: Calcular tg [%— arccotg 2)
1 1
Hacemos y=arccotg2 — cotgy=2 — @:2 - tgy:E

y= arctg% = y=26°33'54" +180°k

tg(45°—26°33'54" — 180°k) = tg (18°26'6" — 180°-k) = 0' 333334325
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Funciones Trigonomeétricas

Funcion Seno

Se define la funcion seno como la funcidon que a cada namero real x asocia el valor senx.
Se representa por y = senx.

Para construir la representacion grafica de la funcion, colocamos en el eje X las medidas de los
angulos en radianes y en el eje Y sus correspondientes senos. Su grafica, que se denomina sinu-
soide, se obtiene punto a punto mediante ordenador o como clasicamente se hacia, que era tra-
zando una circunferencia trigonométrica con centro en un punto cualquiera del eje de abscisas y
trasladando para cada angulo el segmento representativo de su seno correspondiente, como se
muestra en la siguiente figura. Asi por ejemplo, para representar el punto (xo, sen xo) traslada-

mos horizontalmente el segmento de longitud senx, hasta la posicion x, del eje OX.

y
A
L3
2
P N TN
0 M
1 3 3
= =
2 ¥
%, ‘ RS T U > x
T T »
b1 O %XM N T P Q n 3n 2n
0 2 T
R U
S T g
3 .
> Periodo=2T1

Periodicidad de la funcion seno

Para &ngulos mayores que 2n y para angulos negativos, el mismo procedimiento de construccion
proporciona de nuevo la misma gréfica, con lo que la curva se extiende en infinitas ondas idénti-
cas hacia la derecha y hacia la izquierda.

Una funcion cuyos valores se repiten a intervalos iguales se Ilama periddica. La funcion seno es
periddica, y el periodo es 2n. Consecuencia de ello es que cualquier propiedad de la funcion
seno reaparece al menos cada 2r radianes.

senx=sen(Xx+2n-k) keZ
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2T

A\
>

27 0 2n 4

Propiedades

e El dominio de la funcién seno es el conjunto de los nimeros reales, pues el seno de cualquier
angulo siempre esta definido.

e Elrecorrido es [-1, 1], y por tanto la funcion seno esta acotada —1<sen x<1
e La funcion seno es impar ya que sen(—x) = —senx
e La funcidn seno es continua en R.

Funcién Coseno

Se define la funcion coseno como la funcion que a cada numero real x asocia el valor cosx.
Se representa por y = COSX.

Su gréfica, que se denomina cosinusoide, se obtiene de forma analoga a la de la funcién seno,
pero con la circunferencia trigonométrica girada 90° en sentido contrario a las agujas del reloj.

y
A
O
M U
N T
x, |1 R
= -+ e
[ wn
7] | (=]
8 [>]
x : » X
2 IM<E—>M N n P Q = R |S 3n T U 2%
e 2
2 0 2 2
P S
Q R
n .
Periodo =27
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Periodicidad de la funcién coseno

La funcidn coseno es periodica, y el periodo es 27. Consecuencia de ello es que cualquier pro-
piedad de la funcion coseno reaparece al menos cada 27 radianes.

cosx=cos(x+2n-k) keZ

y
A

«~ 2n ———

N [

27 ks

Propiedades

e El dominio de la funcion coseno es el conjunto de los nimeros reales, pues el coseno de cual-
quier angulo siempre esta definido.

e El recorrido es [-1, 1], y por tanto la funcién coseno esté acotada —1<cos x <1
e La funcion coseno es par ya que cos(—X) = C0oSX

e La funcién coseno es continua en R.

Funcién Tangente

Se define la funcion tangente como la funcién que a cada namero real x asocia el valortgx .

Se representa por y = tgx. Su gréfica, que se denomina tangentoide, se obtiene de forma ana-
loga a la de la funcién seno.
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» <

N A

< Periodo=T——>

Propiedades
sen x - . T

e Recuerda que tgx =——-, por tanto el dominio de la funcion tangente es R — {E + kn} con
COS X

keZ,yaquepara X= g + k t no esta definida la funcién.

T . T . g s .
Para x =— la tangente no existe, pero cuando x—>E su valor se hace infinito. Debido al

cambio de signo en el 1° y 2° cuadrantes se tiene que:

lim tgx=+c0 y lim tgx=—o
X—)g X—)g

. . T . ™ . .
Aparece pues una asintota vertical en x ZE. La tangente no existe en E ni en cualquier otro

punto que diste de él un mdltiplo de =, por tanto el dominio es

R—{gﬂvk} con keZ.

e El recorrido es para todo numero real, luego no esta acotada.

e La funcidn tangente es impar ya que tg(—x) = —tgx

LE.S. Historiador Chabds -21- Juan Bragado Rodriguez



Periodicidad de la funcion tangente

La funcion tangente es periddica, y el periodo es . Consecuencia de ello es que cualquier pro-
piedad de la funcidn tangente reaparece al menos cada = radianes.

tgx=tg(x+n-k) kez

A A

+ tgx - X
X+T I
/// X tg(x+m) _
- t
x+n\\\\ g(ﬁrn)
_ tgx
+

-/

Para angulos mayores que nt y para angulos negativos, el mismo procedimiento de construccién
proporciona de nuevo la misma gréafica, con lo que la curva se extiende indefinidamente hacia la

izquierda y hacia la derecha como se muestra a continuacion.
3n

o - 0 s 2n

Periodo =T
SN
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Graficas de funciones del tipo: y=senkt, y=coskt, y=tg kt

Imagina un punto P que se mueve sobre la circunferencia de radio unidad de modo que avance 1
radian cada segundo. Supdn ademas que estamos interesados Unicamente en determinar la altura
"y" del punto P en funcion del tiempo.

En t segundos el punto P recorre t radianes y la funcion
buscada es, naturalmente

y =sent

Siguiendo con el ejemplo anterior, imagina que P avanza
dos radianes por segundo. Como en t segundos recorre 2t
radianes la funcion seré en este caso

y =sen2t

La grafica de y=sen2t no puede diferir mucho de la de y=sent pues finalmente la trayecto-
ria es la misma. La diferencia estriba en que en el segundo caso P invierte la mitad de tiempo en

un ciclo completo, hecho que se traduce en una contraccion de la curva, acortandose el periodo

: : . 2
en la mitad, es decir, el periodo de y =sen2t es T="_1.

y=sent

ENIE
N A

y =sen 2t
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Si P avanza medio radian por segundo , la funcion correspondiente es y = senE. El coeficiente

1/2, (menor que la unidad) provoca ahora una dilatacion de la grafica, ya que se necesitaria un

. : : . 2
tiempo doble para completar un ciclo, es decir, el periodo de y = sen% es T=2F—4n.

N\H|

47

y =sent

Consideremos ahora con toda generalidad la funcion y =sen kt. Si partimos de 0, un periodo se

: . 2
completa cuando el arco kt llega a 27 radianes. Es decir kt =2x cuando t = ?n luego

T:%E es el periodo de vy =senkt

De la misma forma:

T:%E es el periodo de y=coskt

T:E es el periodo de y=tgkt
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Dilataciones verticales: y=k-senx, y=k-cosx, y=k-tgx

Sea por ejemplo y = 2senx. El efecto que produce el factor 2 es una dilatacion vertical de la gra-
fica del seno, y tanto el periodo como las abscisas caracteristicas no sufren variacion.

Anélogamente la grafica de y :Esenx, se obtiene mediante una contraccion vertical de la fun-

cién seno.

» <

) NP
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Desplaz. horizontales: y=sen(x+k), y=cos(x+k), y=tg(x+k)
En general y=sen(x+Kk) es una funcién desfasada horizontalmente con respecto a y = senx.
Si k>0 la grafica de y =sen(x + k) va retardada k unidades respecto de la de y = senx.

Si k>0 la grafica de y = sen(x—k) va adelantada k unidades respecto de la de y =senx.

y
y= cos(x+£j A n
2 <
mow 2
W W 2n » X
y
A
«Z
y = cosX y = cos(x 2

ANFAY

\
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Inversas de las funciones trigonomeétricas

Funcién cosecante

Se define la funcién cosecante como la funcion que a cada numero real x asocia el valor

1
cosecx = ——. Se representa por Yy = COSecxX.
senx

N a
N
w
a
N

Propiedades

e El periodo de la funcion cosecante es 2 ya que coscX =cosc(X +2n-K) con keZ.
e Eldominioes vx eR—(k-m) yelrecorrido vy eR-]-1,1[.

e Lagréafica de la funcion cosecante es continua Vx eR— (k).
e Lasrectas x=k-m son asintotas verticales.

e Se observa que, cuando el seno tiende a cero la cosecante tiende a +o0 0 —oo segun el signo.
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Funcion secante

Se define la funcion secante como la funcion que a cada numero real x asocia el valor

1
secx = ———. Se representa por y = Secx.
COSX

» <

N3

Propiedades

e El periodo de la funcion secante es 2 ya que secx=sec(X+2n-k) con keZ.

El dominioes VxeR —[g+ k-nj y el recorrido Vy eR —]-1, 1.

La grafica de la funcidn secante es continua Vx eR —(g+ k- n} :

T . .
Las rectas X = E+ k-7 son asintotas verticales.

Se observa que, cuando el coseno tiende a cero la secante tiende a +o0 0 —oo segun el signo.
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Funcion cotangente

Se define la funcion cotangente como la funcion que a cada numero real x asocia el valor

1
cotgx = Tox Se representa por y = cotgx.
gx

N}
N a
N3
ol
)

Propiedades

e El periodo de la funcion cotangente es © ya que cotgx=cotg(Xx+n-k) con keZ.
e Eldominioes VxeR—-k-n yelrecorrido Vy eR.

e Lagréafica de la funcion cotangente es continua VX eR—Kk-m.

e Lasrectas x=K-m son asintotas verticales.

e Se observa que, cuando la tangente tiende a cero la cotangente tiende a +oo 0 —oo segun el
signo.
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Graficas de las funciones inversas (funciones reciprocas)

Funcién arco seno  y=arcsenx

1 1

\

-2 3n -n

|
N

|
| 3
o a
N a
N
|
N

La funcion seno, como cualquier otra funcidn periddica, no es inyectiva. Ello conlleva que la
antiimagen de cualquier nimero de [—1, 1] no sera unica, por lo que no cabe en principio hablar

de funcion inversa. Por ejemplo:

T
1 1 —+2n-k

SenNX =— = X =arcsen—=
2 2 |5¢m

—+2n-k

Para que la funcidn seno sea inyectiva y la inversa pueda definirse, bastaria elegir un intervalo de
modo que en él los valores del seno no se repitiesen.

Ha de elegirse un intervalo donde el seno tome todos los valores posibles y no se repita ninguno.

Intervalos candidatos podrian ser —E,E : E,B—n : 3—n5—n , 5—“,7—n , etc.
2212 2 2 2 2 2

Por convenio, tomamos {— } , Yy referida a él se define la funcion inversa del seno.

NS

T
2 )

Propiedades

e Como todas las graficas de las funciones inversas puede obtenerse por simetria respecto a la
bisectriz del primer cuadrante, en este caso de la funcion seno.

e El dominio de la funcién arco seno es ¥x €[-1, 1] y el recorrido Vy e [—gﬂ :
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Definicion
[-1.,1] s [_E,E}
2 2
X —— sen'(x)=y
1 . T T
sen(x) =y solamentesi seny=Xx e ye[—z,ﬂ

Observacion

Si sen™(x) =y, Yy es el arco cuyo seno es x. De aqui que esta funcién inversa tenga un nombre
propio sonoro y descriptivo: y = arcsenx

Gréfica
y
A y=arcsen x
20 ]
7 y=senx
1 A
_z
2 -1
» X
1 n
2

N3

LE.S. Historiador Chabds -31- Juan Bragado Rodriguez



Funcion arco coseno  y=arccosx

A

DS

En el intervalo [0,n] la funcion coseno toma todos los valores posibles y no se repite ninguno.
Se trata pues de un intervalo maximo donde y = cosx es inyectiva. Cabe pues definir la fun-
cion inversa asi:

Definicion
[-11] —=— [0.7]
X —— cost(X)=y
cos'(x) =y solamentesi cosy=x e ye[0,n]
Graéfica

y = arccos x

A\
>

COS X

y
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Observacion

y = cos '(x) significa que cosy = x, luego y es el arco cuyo coseno es x. De aqui que la fun-
cién inversa del coseno se escriba: y = arccosx

Propiedades

e La grafica de la funcion arco coseno se obtiene por simetria, respecto de la bisectriz del pri-
mer cuadrante, de la funcion coseno.

e El dominio de la funcion arco coseno es Vx e[—l, 1] y el recorrido Vy e[O,n] .

Funcién arco tangente  y=arctg x

A

on _3n - _

En el intervalo }—g g{ la funcidn tangente toma todos los valores posibles y no se repite nin-

guno. Es, por tanto, un intervalo méximo donde y = tgXx es inyectiva. Por otra parte, el conjun-
to imagen de y = tgx es R con lo cual el dominio de tg™ es también R.

Definicion

el = [l

X — tgrX=y

N
N

tg'(x)=y solamentesi tgy=x e ye}—

|
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Observacion

y=tg™(x) significa que tgy =X, luego y es el arco cuya tangente es x. De aqui que la fun-
cion inversa de la tangente se escriba: y = arctgx

Grafica

Propiedades

e La grafica se obtiene, al igual que las dos anteriores, por simetria respecto a la bisectriz del
primer cuadrante.

e Observa que, las dos asintotas verticales de y = tg x son heredadas, en version horizontal, por
y =arctgx.

. T . T
lim arctgx=— lim arctgxz_E

X—> +0 2 X—> =

e El dominio de la funcion arco tangente es Vx e ]—oo ,oo[ y el recorrido Vy e [_—;ﬂ
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Gréaficas de funciones circulares diversas

T = Periodo
A = Amplitud
y
A
y =sent
TN 115 TN T=2n
iy N \/ >t A=1

T=mn
A=1

T=4n
A=1

T=2xn
A=1

T=2xn
A=2

T=2n
A=1

T=2r
A=1
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