Probabilidad condicionada

Ejemplo: En una empresa con 200 empleados, 100 hombres y 100 mujeres, hay que selec-
cionar a varios de ellos, por sorteo, para formar un comité que supervise las de-
cisiones de la directora. Esta tiene cierto temor de que en el comité haya mayo-
ria de hombres, por lo que, conociendo las caracteristicas de sus empleados,
propone que los miembros del comité sean no fumadores (van a pasar muchas
horas deliberando en un despacho, argumenta). Teniendo en cuenta que los em-
pleados se distribuyen segun la tabla adjunta, ¢han mejorado las expectativas
de la directora ante la posible composicion del comité?

Hombres Mujeres

Fuman 70 10

No Fuman 30 90

Para estudiar una tabla de este tipo, conviene afiadirle algunos casilleros para sumas
parciales, como hacemos a continuacion.

H M
F 70 10 80
No F 30 90 120

100 100 200

Si la eleccidn se hace sin condiciones, las probabilidades de hombre y mujer son:

100 1
H == —
P(H) 200 2

100 1
M == —
P(M) 200 2

Sin embargo, si el sorteo se hace entre los no fumadores, las probabilidades son:

30 1 9 3
Hy=—" == M)=—— =2
PH) =202 PM=15"3
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Para no tener que aclarar, expresamente, que son probabilidades calculadas sobre el
conjunto de no fumadores, se pone p(H / no F) que se lee "probabilidad de H condi-

cionada a no F" o bien "probabilidad de ser H supuesto que es no F". Las probabili-
dades de H y M condicionadas a no F son, pues

p(H/no F)= p(M/no F):%

N

Podemos comprobar gque en este colectivo se dan estas otras probabilidades condicio-

nadas:
70 7 10 1 70 7
HIF=—-' M/F)=—== F/H)=—— ="
p( ) 80 8 p( ) 80 8 p( ) 100 10
30 3 10 1 9 9
p(nOF/H)—m—E p(F/M)—m—E p(nOF/M)—m—E

A partir de estos resultados se verifica la siguiente igualdad:

70

70 p(HNF) 200 7

80 p(F) 80 8
200

p(H/F)=

Definicion

A través de un proceso de abstraccion, y teniendo en cuenta que , la frecuencia relativa de un su-
ceso, tras una larga serie de pruebas, tiende a la probabilidad (ley de los grandes nimeros), defi-
nimos el concepto de probabilidad condicionada del siguiente modo:

Sean Ay B dos sucesos de un mismo experimento aleatorio, y p(A) # 0. Llamamos proba-
bilidad del suceso B condicionado por A, y la denotamos por p(B/A) al nimero definido
por la formula:
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Sean Ay B dos sucesos de un mismo experimento aleatorio, y p(B) # 0. Llamamos proba-
bilidad del suceso A condicionado por B, y la denotamos por p(A/B) al nimero definido
por la férmula:

Demostracion
Probaremos que se cumplen los axiomas de Kolmogoroff.
1. Puestoque AnBc A setiene:

0<p(AnB)<p(A) y 0<p(B)<1

3. Sean By C dos sucesos incompatibles. También loson BNA y CNnA

p[(BuC)mA]: p[(BmA)u(CmA)]: p(BNA)+p(CNA)

p(BUC/A)= oA p(A) p(A) )
R AR

La interpretacion de p(B/A) es la siguiente:

n° de casos favorables a B entre los que son también a A

p(B/A)=
n° de casos favorables a A

La probabilidad de B condicionada a A también se dice probabilidad de que ocurra el su-
ceso B supuesto que haya ocurrido A.
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Ejemplo: Se lanzan dos dados. Si la suma de los puntos es 7, hallar la probabilidad de que
en alguno de los dados salga 3.

Sea A el suceso "La sumas de los puntos es 7" y sea B el suceso "En alguno de los
dados sale un 3".

6 1
A={1.6).(2.5).(3.4)(4.3.(6:2.(6.0)  pA)=-—¢
B={(1,3),(2,3),(3,3),(4,3),(5.3).(6,9),(3,1.(3,2),(3,4).(3,5),(3,6)} p(B):%

Tenemos que calcular p(B/A).

AnB=(3.4) (43  panE=Z-L
1
p(B/A)Zp(s(:)B)_%_%:%
6

Ejemplo: En un colegio hay 60 alumnos de COU. De ellos 40 estudian Inglés, 24 Francés y
12 los dos idiomas. Se elige al azar un alumno del curso, y si Ay B son los suce-
S0S:

A ="el alumno elegido estudia inglés™
B = ""el alumno elegido estudia francés"

Determinar la probabilidad de los siguientes sucesos:
a) p(A)  b)p(B) ¢ p(AnB) d) p(AuB) e)p(B/A)

f) p(A/B) g) p(B/AUB)

A 24 12
a) D(A):%:O'G b) p(B)=E=0'4 c) p(An B):a:(yz

d) p(AuB)=p(A)+p(B)-p(AnB)=06+04-02=086

IC’(AGB)=£=O'3 f) p(A/B)=p(AmB)—O'Z—

9 PEIA=0m) " os oB) 04"

05
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p(BN(AuUB))
p(AUB)

g) p(B/AUB)=

p(B) 0'4

- —-046
p(AUB) 086

Como BN (AUB)=B tenemos p(B/(A U B))=

Sucesos Independientes

Dos sucesos A y B de un experimento aleatorio y de probabilidad no nula, se dice que son
independientes si se verifica cualquiera de las siguientes igualdades:

p(A/B)=p(A) 0 p(B/A)=p(B)

o también

p(ANB)=p(A)-p(B)

Tres sucesos A, B y C de un experimento aleatorio y de probabilidad no nula, se dice que son in-
dependientes si son independientes dos cualesquiera de ellos y, ademas, se cumple

p(ANBNC)=P(A)-p(B)-p(C)

Se dice que dos 0 més pruebas (o sucesos) son independientes cuando el resultado de cada
una de ellas no influye en las probabilidades de los distintos resultados de las otras.

Cuentan de un matematico Norteamericano que, estudiando los resultados sucesivos de la ruleta
de un casino, vio que un resultado no era independiente del anterior. Y ello no ocurria porque
hubiese trampa en la ruleta (es decir, que la idea de la igualdad de probabilidad se daba) sino
porgue, aunque jugando honradamente, al dar siempre el mismo impulso y tirar la bola en el
mismo momento (cosa que por la rapidez de las jugadas era muy corriente), un resultado de-
terminaba con bastante aproximacion el siguiente. La independencia no se daba. Para verlo, el
citado sefior tuvo que examinar largas listas de resultados, pero le permitié ganar mucho dinero.

Con esto intentamos ver la importancia de la independencia como punto central de la teoria, su-
perior incluso a la idea de equiprobabilidad.
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En el caso de repetir varias veces una prueba, para que la independencia se dé, deberemos asegu-
rarnos de que las circunstancias de azar en que realiza cada vez la prueba son las mismas. Si no,
puede darse el caso de que "aparentemente™ haya independencia pero tal vez un resultado deter-
mina el siguiente.

Ejemplo: Calcular la probabilidad de obtener tres ases al lanzar tres dados.

Si resolvemos directamente el problema, descomponiéndolo en los tres lanza-
mientos tenemos:

La tres pruebas son independientes, pues no influye el resultado de un dado en lo que
pueda salir en los otros.

1° 2° 3°
l as as as as —> 1-1&:0'004
6 6 6
1
— as
6
no as
1 as
6 no as
K
6 no as
111
p(3 ases) =p(Asen el 1°)-p(Asen el 2°)-p(As en el 3°) it 0'004

Si resolvemos directamente el problema, sin descomponerlo en los tres lanza-
mientos tenemos:

Casos favorables solo 1, as en cada dado.

Casos posibles

B 2
VR,, = 6° =216 B ‘
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=0'004

p:

6,3

Ejemplo: Probabilidad de que al tirar un dado salga par y multiplo de 3.
Los sucesos son independientes.

p(par) =§= 05 p(3) =%: 03

p(par y 3)=05-03=016

Sucesos Dependientes

Dos sucesos A y B de un experimento aleatorio y de probabilidad no nula, se dice que son
dependientes si se verifica cualquiera de las siguientes igualdades:

p(A/B)=p(A) 0 p(B/A)=p(B)

o también

p(ANB)=p(A)-p(B/A)

Para el caso de tres sucesos A, B y C dependientes se tiene:

P(ANBANC)=p(A)-p(B/A)-p(C/ANB)

ya que:

P(ANBNC)=p[(AnB)NC|]=p(AnB)-p(C/AB)=p(A)-p(B/A)-p(C/ANB)

En los sucesos dependientes, la realizacion del primer suceso condiciona la probabilidad en
el segundo.

Para el caso de n-sucesos, esta proposicion se conoce con el nombre de Teorema de la pro-
babilidad compuesta.
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Tablas de contingencia

En las tablas figuran todas las posibilidades o contingencias de los sucesos compuestos que pue-
den darse, estoes, A, B, A, B,AnB,AnB,AnB y AnNB.

A A Totales
B p(ANB) p(ANB) p(B)
g acE) | dAE) | e
Totales o(A) o(A) 1

Diagramas en arbol

La mayoria de los experimentos aleatorios interesantes exigen la realizacion consecutiva de
otros: Se lanzan una moneda y un dado, se saca una bola de una urna y a continuacién otra, etc..
Frecuentemente, un experimento consiste en realizar repetidamente otro. Asi ocurre cuando se
lanza una moneda o un dado un cierto nimero de veces.

Los diagramas en arbol se utilizan en casos en que se encadenan experiencias cada una de las
cuales conduce a un numero finito de posibles resultados.

Un diagrama en arbol permite organizar toda la asignacion de probabilidad en el espacio mues-
tral producto de acuerdo con los siguientes criterios:

e El extremo de cada rama representa un resultado.
e Sobre cada rama se escribe la probabilidad condicionada por el resultado del que parte.

e Cada resultado se coloca como origen de ramas que conducen a cada uno de los resulta-
dos de la siguiente experiencia.

e Dada la incompatibilidad de estas ramas, la probabilidad de cada uno de los sucesos fi-
nales que interesan como resultado del proceso se calculara sumando las probabilidades
de los "'caminos' que a él conducen.

e La probabilidad de cada "camino™ se calculara por la formula del producto, es decir,
como producto de las probabilidades que llevan a él, teniendo en cuenta que se trata de
probabilidades condicionadas.
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Probabilidad de los
Orden distintos caminos

a2, 5 p(al)'p(az /al)

ab, —> p(a)-p(b,/a,) } Suma=p(a,)

p(al) 46, p(a1)'p(cz /al) )
\

5 ba, > p(b1)'p(az /bl)

p(a, /b,
p(b,) b, /b
5, Kb bbs — ) plb,/b) f Suma=plb,)

P(Cz /bn) ¢, be, — p(b1)'p(cz /bl) )
\

P(Cl) ca, —> p(cl)'p(az /Cl)

Clbz — p(cl)'p(bz /Cl) } Suma = p(cl)

(1 —> p(Cl)'p(Cz /Cl) )

Total =p(a,)+p(b,)+p(c,)=1
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Ejemplo: Sean dos urnas A y B. La urna A contiene dentro 3 bolas negras, 2 rojas y 2
blancas mientras que la urna B contiene 3 bolas blancas y 2 negras, como se in-
dica en la figura (las bolas son indistinguibles al tacto).

A B

Coo- o0

Se saca una bola de A, se observa el color y se introduce en B. Por ultimo saca-
mos una bola de B. Hacer el diagrama en arbol que refleja esta situacion.

Hay dos experimentos: sacar una bola de cada urna. El resultado del primer experi-
mento determina la probabilidad asignada en el segundo.

El esquema en arbol es:

= B, — p(Bl y B?) %i
) ) ) 76

- O
2 2
! B,— \ﬁ/ = N, — p(B1yN2) - ;g
0 R,— p(Bl sz) 0
= Bz - p(N] y Bz) éé
3 76
NS 7 o ., 33
\’CB.C_)'/ N1_> L L 2o N2—> p(N1 yN2) ;g
0 R, — p(leRz) —> 0
23
B, — pR,yB,) —>

2

7 .O. 2 2
R,— N,— PR Y N,) — 7%
21
R,—™ p(Rlsz) — 56
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Teorema de la probabilidad compuesta

Sean A, A, A il A, n-sucesos dependientes de un mismo experimento aleatorio

y tales que la probabilidad de la realizacion simultanea de los n-sucesos no es nula. Se veri-
fica entonces:

Ejemplo: Calcular la probabilidad de obtener 3 ases de una baraja de 40 cartas si extrae-
mos 3 de ellas.

Si resolvemos directamente el problema, descomponiéndolo en las tres extrac-
ciones tenemos:

e Aqui sacamos las cartas pero no las devolvemos al montén, por tanto al variar la
composicion de éste varian las probabilidades de los distintos sucesos. Las prue-
bas son dependientes.

p(3 ases) = p(as en la 13)- p(as en la 2/as en la 1%)- p(asen la 33/as en la 1% y en la 29)
4
asen lal?)=—
p( ) 40
Si en la 12 sale as, quedan 3 ases en 39 cartas.
3
p(as en la 22/as en la 1%) =29

Sienlal?®sale asy en la 22 sale as, quedan 2 ases en 38 cartas

p(asenla 3F/asenlal?y en la za):%

p(3 ases) = 410 29 38" 0'0004
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Ejemplo:

e A través de un diagrama en arbol tenemos:

1° 2° 3°
2 — asasas 4 3 2
38 _~as - ——— =0'0004
3 40 39 38
3 as
36™~ 1o as
4 as 8
40 36 N no as
9
36
40 no as

Si resolvemos directamente el problema, sin descomponerlo en las tres extrac-
ciones tenemos:

Casos favorables: Hay 4 cartas y extraemos3 ——  C,, =4

Casos posibles: Hay 40 cartas y extraemos3 —— Chos = 40-39-38 3392 38
por tanto:
C
P(3 ases) = 2 = g = 0'004
40,3 -
32

Se lanzan 3 monedas sucesivamente. Si llamamos A al suceso ""obtener cruz en
el primer lanzamiento™, B al suceso "obtener cara' y C al suceso "*obtener dos
cruces™.

a) ¢Son Ay B incompatibles?

b) ¢Son independientes?

c) ¢Son Ay C incompatibles?

d) ¢Son independientes?

e) Hallar la probabilidad de la unién de AconBy C

f) Hallar la probabilidad de la interseccion de A,By C

LE.S. Historiador Chabds -12- Juan Bragado Rodriguez



Primero construimos el espacio muestral a través de un diagrama en arbol que es el
camino méas comodo.

1°tirada 2%tirada 3“tirada

c —s CCC
—  CCX

N CXC
—_ CXX

—> XCX
— XXC

X
C
X
c —> XCC
X
C
X —> XXX

El espacio muestral es

E={(C,C,C),(C,C,X),(C,X,C),(C, X, X),(X,C,C),(X,C,X),(X, X,C),(X, X, X)}

a) Dos suceso Ay B son incompatibles si A~ B = ¢
A={(X,C,C),(X,C,X),(X,X,C),(X, X, X)}
B={(C,C,C),(C,C,X),(C,X,C),(C, X, X),(X,C,C) ,(X,C,X),(X,X,C)|

ANB={(X,C,C),(X,C,X),(X,X,C)| # ¢

por tanto A y B son compatibles.

b) Dos sucesos Ay B son independientes si p(A / B)=p(A)

p(A) =§= 05 p(ANB)=

0| w

= 0375 p(B) = % = 0'875
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p(AnB) 0375

P(ATB)= p(B) 0875

=0'428

Como p(A/B)=p(A) = Ay B son dependientes
¢) C={(C,X,X),(X,C,X),(X,X,C)|

ANC={(X,C, X),(X,X,C)} #¢

Por tanto A y C son compatibles.

p(AnC)
d p(A/C)=—=
) P(A/C) 5C)
p(AmC):%:O'zs p(C):§:0'375

0'25 -
p(A/C)zﬁ:O'G

Como p(A/C)=p(A) = Ay C son dependientes

e) Como AuBUC=E = p(AuBUC)=p(E)=1
2
f) Como AnBNC={(X,C,X),(X,X,C)} = PANBNC) =1

Ejemplo: Lanzamos dos dados y anotamos los nimeros que salen.
Sea A = {Ia suma es 8} y B ={los numeros difieren en 2}
Calcular:
a)p(AyB) b)p(AynoB) c)p(noAyB) d)p(noAynoB)

e)p(A/B) fyp(A/noB) g)p(noA/B) h)p(AoB)

A=1(6.2),(5.3),(4.4),(3.5).(2.6)}
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B={(6.4).(5.3.(4.2.(3.0,(1.9).2.4),(2.9,(4.8] ANB={53,(35)

1* método (tabla de contingencia)

A | A
5
A)=— B)= —
5| 2|68 P(A) =35 p(B) =—¢
36 | 36 | 36
= 28
B)=1-p(B)=="
5| 3|25 | 2 P(B)=1-p(B)="¢
36 | 36 | 36
- 31
A)=1-p(A)="2
5|38, P(A)=1-p(A)=¢
36 | 36

En la tabla se obtienen los distintos resultados de las probabilidades de las intersec-
ciones de los distintos sucesos.

2 3 - 6
2) P(ANB) = b) p(An B):£ c) p(AmB)=£
2
., 25 p(AnB) 35 1
) p(AB) ” ) p(A/B) B 8 4
36
(AnB)_y Roe) g,
- PIANB) 35 3 _ PAnNB) 35 6 3
A/B == " Ff"a - < A/Bl=—— 2 =22 — — ——
D p(A/B) o(B) 28 28 9 P(A/B)=" 5 8 8 4
36 36
5 8 2 1
) P(AUB) =p(A)+p(B)-p(ANB) %636 36" 36
2° método (diagrama en arbol)
1
4 8 1 2
4 A a) p(ARB) =2 .22
) PANE) 36 4 36
3 B
3 37A b) pAnB)=28. 2 3
4 36 28 36
3 _ 8 3 1
28 28 _ A ) PANB)=— =4
S
— =, 28 25 25
A d AnNnB)=— —=—
;53 A ) P(ANE) 36 28 36
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Q) PAIB)=; D PAIB)-— 9 pAIB)->

5 8 2 1
h AUB =p(A)+d(B =p(ANB)=— 4+ —_ = ==
) PAVE)=p(A)+p(B) ~P(ANE) 36 36 36 36

Ejemplo: En el proceso de fabricacion de circuitos impresos para radio transistores se
obtiene segun demuestra la experiencia de cierto fabricante un 5% de circuitos
defectuosos. Un dispositivo para comprobar los defectuosos detecta el 90% de
ellos, pero también califica como defectuosos el 2% de los correctos. ¢Cuél es la
probabilidad de que sea correcto un circuito al que el dispositivo califica como
defectuoso? ¢ Cual es la probabilidad de que sea defectuoso un circuito califica-
do de correcto?

Sea A = {ser correcto} A = {ser defectuoso}

B ={la maquina lo califica como correcto}

B ={la maquina lo califica como incorrecto}

El problema nos pide calcular p(A / §) y p(ﬂ/ B) y sabemos que:

p(A N E)
p(B)

Conocemos los siguientes datos:

p(ﬂ N B)

p(B)

p(A/B)= y p(A/B)=
p(A)=095 p(B/A)=09  p(A)=005
p(B/A)=002 p(B/A)=01 p(B/A)=098
y no conocemos  p(B), p(B), (AN B) y p(BNA).

El diagrama en arbol y la tabla de contingencia correspondientes son:

0'98 B —
A A
0'95 A _
0'02 B B |095-0'98 | 0'05-0"1 | 0936

0'95-0'02 | 0'05-0'9 | 0’064

ol

01 B

0'05

>

0'95 0’05 1

0'9 B
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p(A 8 E) _
002=—— = p(AnB)=002-095=0019
p(A) 0'95

= p(BNA)=090-005=0045
Por tanto concluimos que:

p(AnB) 0019
p(B) 0064

p(A/B)= - 029 y p(A/B)= PANE) _ 0005

p(B) 0936

= 0'0053
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Teorema de la Probabilidad Total

Sea un conjunto de nsucesos A, A,,........ ,A. incompatibles dos a dos y tales que se verifica
A UA,U........ VA, = E, es decir, la union de todos ellos es el espacio probabilistico total E

I
=]

P(S)=p(A;)-P(S/A)+p(A,)-P(S/A,)+----+p(A,)-P(S/A,)= p(A;)-p(S/A;))

1l
[N

Demostracion

E
Al AZ An 1 An
/ \
A,NS | A,NS S A,NS |A NS
\ /
Descomponemos S en conjuntos disjuntos:
S=SNE=SN(A,UA, Uil UA,)=(SNA)USNA,)U U(SNA,)

Como en el ultimo miembro hay una union de sucesos incompatibles, se puede aplicar el teore-
ma de las probabilidades totales para sucesos incompatibles.

PS)=p(SNA)+P(SNA, H+ e +p(SNA,)
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Recordando por la definicion de probabilidad condicionada que p(SnA,)=p(A,)-p(S/A),
se obtiene finalmente la expresion buscada.

P(S)=p(A,)-P(STA)+p(A,)-p(STA,)+-----een +p(An)-p(S/An):i p(A)-p(S/A))

E
S —— p(A)p(S/A) d

- SMA, A,
S —— p(A)p(S/A)

S — p(Az)'p(S/Az)

SNA, A,
p(Az)'p(g/Az)

|

S —— p(Ay)-p(S/A)

<
<

i L)
< T

|

p(A3)-p(§/A3)

S —— p(A)-p(S/A,) >

SNA A

P(A,)-P(S/A,) u

Suma =1

|
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Ejemplo: Un raton huye de un gato. Puede entrar por cada uno de los callejones A, B 6 C.
En cada uno de ellos el gato puede alcanzarlo o no. Se dan las siguientes pro-
babilidades: p(A)=0'3, p(B) =0'5, p(C) =02
p(lo cace habiendo entrado en A)=p(+/ A)=0'4, p(+/B)=0'6, p(+/C)=0'1

Calcular la probabilidad de que el gato cace al raton.

04 _ + ——>  p(An+)=p(A)-p(+/A)=03-04=012
A <
03 no +
06 + ——>  p(Bn+)=p(B)-p(+/B)=0'5-0'6=030
0’5 <
B
no +
072 0L + ——  p(Cn+)=p(C)-p(+/C)=02-01=002
C <
no +

Si se observa el diagrama en arbol, tenemos de
manera natural la férmula de la probabilidad
total sin mas que sumar las probabilidades de
las ramas correspondientes:

A
B
i\\C{ p(+)=p(An+)+p(BNn+)+p(Cn+)

p(+)=p(A)-p(+/ A) +p(B)-p(+/ B) + p(C) - p(+ / C) = 012 + 0'30 + 0'02 = 044
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Ejemplo: Tenemos dos urnas U, y U,, con bolas blancas y bolas negras, y las siguientes
composiciones: U, ={4B,5N},U, ={6B,4N}. De la urna U, se extrae una bola
y se coloca, sin mirarla en U,. A continuacion, se saca una bola de U,.

a) ¢Cual es la probabilidad de que sea blanca?
b) Imaginemos que tenemos en las urnas la composicion inicial. De la urna U,

se extraen ahora dos bolas y se colocan, sin mirarlas en U,. A continuacion,
se saca una bola de U, . ¢Cual es la probabilidad de que sea negra?

a) Evidentemente, la probabilidad de sacar una bola blanca después del "pase de bo-
la" depende de lo que haya en U, y ello, a su vez, depende de qué bola paso de
U, a U,. Por eso, trataremos el experimento como si fuera compuesto, del tipo

"bola que pasa - bola que se extrae" y haremos el diagrama que se indica a conti-
nuacion.

Sean los sucesos:
B, = {la bola que pasa de U, a U, es blanca|

N, = {labola que pasa de U, a U, es negra|

Bola pasada Bola extraida

de U, de U,
7 4 7 28
11 B, E— B, NB,)=pB,)-p(B,/B)=—-"—="
2 p(B, ,)=p(B,)-p(B,/B)) 0 11 99
B,
4 4
9 ﬁ N,
> S g s p(N,AB,)=p(N,)-p(B,/Ny=>- 0 =30
9 11 2 PUN, 2) =PUN)-PLB, /1IN 011 99
N,
S YN,
11

En el diagrama en &rbol se ve claramente que el suceso B = {extraer bola blanca }
se da en los casos BB, y N,B,. Por tanto:
4 7 5 6 58

p(B) = p(Bl)-p(Bz/Bl)+p(N1)-p(BZ/Nl)=5.11+§ 1" %9
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b) El diagrama en arbol correspondiente es:

1°Bola 2°Bola Bola
pasada de U, pasada de U, extraida de U,

Lol

3 B,
8 B, <
1 B, 2 _ & 98 12
9 5N, '
8 ST~N, —» 435
0 98 12
4 B,
8 B
) ] <
> N ~N, — 5 2.4
9 | 2B g8 12
N d
8 6 N, — 5 >4 6
T g8 12

La probabilidad de que la bola extraida sea negra es:
p(Nz) = p(Bl M Bl M Nz) + p(Bl M N1 M Nz) + p(Nl M Bl M Nz) + p(Nl M Nl M Nz) =

43 4 455 545 546
—+ —+ —+—-—-—=041
12 9 812 9 8 12 9 8 12

9 8

Si resolvemos el problema por combinatoria tenemos:

La probabilidad de que la

bola extraida sea negra su- D= Ciz Cun _4-3 4

puesto que las dos bolas pa- Co, Cpy 9:8 12

sadas fueron blancas es:

La probabilidad de que la

bola extraida sea negra su- GGy Gy 4.5 5 _5. 455
puesto que de las dos bolas P= C,, 'Cm‘g.g'ﬁ‘ '9.8.12
pasadas una es blanca y la Sy

otra es negra:

La probabilidad de que la

bola extraida sea negra su- D= Ciz Con 54 6

puesto que las dos bolas pa- Co, Cpy 9:8 12

sadas fueron negras es:
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Ejemplo: En una fabrica tienen tres maquinas A, B y C, que producen, respectivamente,
el 40%o, el 35% y el 25% del total de piezas. Los porcentajes de piezas defectuo-
sas que cada maquina produce son, respectivamente, 3%, 5% y 4%. Calculese
la probabilidad de que, al escoger al azar una pieza cualquiera, ésta:

a) Sea defectuosa y haya sido producida por A.
b) No sea defectuosa ni producida por A.

c) Sea defectuosa

Sea E el conjunto de resultados asociado al experimento consistente en extraer una
pieza al azar. Sobre E, se consideran los conjuntos:

A = {producida por A} B = {producida por B}
C = {producida por C} D = {es defectuosa|

Veamos el diagrama en arbol correspondiente.

Maquina Pieza

Lo

003 » D —> 040-003=00120

D ——  040-0'97 = 0'3880
D ——> 035-005=00175

D ——> 035-:095=03325
D —— 025-004=00100

0'25-0'96 = 02400

j \

Suma =1

a) Nos piden p(DmA). Puede calcularse aplicando el principio de multiplicacion
de probabilidades, como se observa en el diagrama en arbol.

p(D N A)=p(A)-p(D/A)=040-003=0012
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b) Nos piden p(ﬁmﬂ). Puede considerarse D A como unién disjunta de DB

y DN C (piénsese en lo que significa). Entonces el diagrama en arbol permite
calcularlo inmediatamente:

p(DNA)=p(DB)+p(DC)=p(B)-p(D/B)+p(C)-p(D/C)=

0'35-0'95+0'25-0'96 = 0'5725

¢) Nos piden p(D), prescindiendo de cuél sea la maquina que ha producido la pieza.

Como la pieza sélo puede proceder de una de las tres maquinas, el suceso D es la
unién disjunta de los sucesos DNA, DnB y DNC, luego:

p(D)=p(DNA)+p(DNB)+p(DNC)=p(A)-p(D/A)+p(B)-p(D/B)+

p(C)- p(D / C) =0'0120 + 0'0175+ 0'0100 = 0'0395

Ejemplo: Tenemos dos urnas U, y U,, con bolas blancas, negras y rojas, y las siguientes

composiciones: U, ={6B,4N,2R}, U, ={3B,7N}. Lanzamos un dado al aire,

y si aparece un multiplo de 3 se saca una bola de la urna U, y en caso contrario
delaurna U,.

a) ¢Cuél es la probabilidad de salga una bola blanca?
b) ¢ Cual es la probabilidad de que salga una bola negra?
c) ¢Cudl es la probabilidad de que salga una bola roja?

a) La probabilidad de obtener bola blanca es:

P(B)=p(3)-P(B/3)+p(n0 3)-p(B/ 10 3) =+ == ~0%6
b) La probabilidad de obtener bola negra es:
P(N) = p(3)-p(N /3) +p(n0 3)-p(N /0 3) =2+ 2 = 22 ~ 057
c) La probabilidad de obtener bola roja es:
p(R) =p(3)-p(R /3)+ p(no 3)-p(R / no 3):%+0=%=0'05

El diagrama en arbol correspondiente es:
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1
3
2 3 6
3 B _— —_————
2 — 3 10 30
3 10 _~7
3" 10, 27 1
3 10 30
9
10 R —»s 2.0 _,
3 10

Ejemplo: De una urna que contiene 5 bolas blancas y 3 negras se extraen a la vez 3 bolas.

a) ¢Cual es la probabilidad de obtener dos bolas blancas y una negra, suponien-
do que las bolas del mismo color no se distinguen y que después de cada ex-
traccion no las devolvemos a la urna?

b) ¢Cual es la probabilidad de que la 12 sea negra, la 22 sea blanca y la 32 sea
blanca si después de cada extraccién no devolvemos las bolas a la urna?

c) Resolver el apartado a) suponiendo que las bolas estdn numeradas.

d) Resolver el apartado a) teniendo en cuenta que después de cada extraccion
devolvemos la bola a la urna.

a)

e Podemos considerar el experimento como una sucesion de 3 extracciones sim-
ples sin devolucion.

Como los sucesos son dependientes tenemos:

543 5
p(BlBZNS):p(BlmBZmN3):p(Bl)-p(Bz/Bl)-p(NslBlmBz)zg-?g:%
OO0 e Pero el suceso 2 blancas y una negra también se satisface en
O @ O los siguientes casos: B,N,B, y N,B,B,, por tanto:
® OO
534 5
p(BlNZBg)zp(BlmNzmBS):p(Bl)-p(NZ/Bl)-p(BnglmNz):g-?g:%
354 5
p(NleBs)zp(NlmBzmB3):p(Nl)-p(Bz/Nl)-p(B3/N1mBz)=§-7.g=2—8
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En resumen, la probabilidad de extraer dos bolas blancas y una negra es:

5
p(2 By 1N)=p(B,B,N;)+p(B,N,B,)+ p(NleB3)=3-%:O'53

¢ Lo mismo podiamos haberlo razonado de la siguiente manera:

Las distintas formas de presentarse dos bolas blancas y una negra son 3, es de-
cir, 3 formas distintas de ordenarse las bolas en las que se repite dos veces la
blanca y una la negra:

R21 3l

IS

Por tanto:

354 180
2By IN)=>.2. 2. 3]=2% _ 5357
P(2B y IN) = 5

e Si resolvemos el problema directamente, sin descomponerlo en tres extraccio-
nes lo haremos de la siguiente manera que nos da directamente los tres casos:

Casos favorables —— C,,-C,;

Casos posibles —— C,,

C,,C
p(2b y 1n) :%: 053

8,3

Son combinaciones, porgue las bolas del mismo color y tamafio no las po-
demos distinguir. En el caso de BNB, no distinguimos las bolas blancas de
los extremos, aunque éstas se intercambien, ya que son exactamente iguales en
peso, en tamafio y en color. Las distinguiriamos si fueran de distinto tamafio,
distinto color, distinto peso o tuvieran alguna marca. En este caso serian varia-
ciones, porque al variar el orden se distinguen.

El problema de sacar bolas una tras otra sin devolucion, sin que importe el
orden, equivale al de sacar las bolas a la vez. Aqui s6lo nos interesa el con-
junto de bolas que han salido y no el orden en el que se han sacado.

e Este ejemplo también queda resuelto si utilizamos los diagramas en arbol y su-
mamos las secuencias correspondientes al problema gque nos piden, teniendo en
cuenta que cada caso posible es una secuencia.

Hemos considerado que no diferenciamos las bolas del mismo color.
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4
z B
J Bﬁ — BBN —> 5.43_5 )
B 876 28
> 3 4/ B — s 534_5
Py - N—y BNB 876 28
} 3.2 -1 _gs3
28 28

3 s 46 g _ 35 4

3 5
<7B N 876 28 |
N

N B
<N

00}

3
7

b) El orden que nos piden en la extraccion de las bolas corresponde a una de las ra-
mas del diagrama en arbol, y lo podemos hacer directamente o utilizando la com-
binatoria.

C C,, C
o Utilizando la combinatoria  p(NBB)=—>%.—=. = _>
CB,l C7,l CG,l 28

c) Veamos qué ocurre cuando las bolas estan numeradas:

B,B,N, B,B,N, B,B,N, B,B,N, B.B,N,
B,B,N, B,B,N, B,B,N, B,B,N, B.B,N,
B,B,N, B,B,N, B,B,N, B,B,N, B.B,N,
B,B.N, B,B.N, B,B.N, B,B.N, B.B,N,

En total hay 4 -5= 20 ternas donde las dos primeras bolas son blancas y la tercera
es la misma bola negra.

Cada una de esas ternas puede acabar con 3 bolas negras que son distintas, es de-
cir en Ng,N, y Ng, por tanto el nimero de ternas donde las dos primeras bolas

son blancas y la tercera es negra son:

! I
> 3 =5.4.3=60

Vi, V,, = (5_.2)! ' (3-1)!
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Ahora bien, si tenemos en cuenta todas las ordenaciones posibles en cada una de
las ternas obtenemos:

p(BleN7): p(BlN7BZ): p(N7Ble)

Al tener en cuenta las distintas ordenaciones tenemos que multiplicar por las tres
posibles donde se repiten dos bolas blancas, es decir por PR3* = 3 por tanto:

Casos favorables — V;,-V;, -PR%*

Casos posibles - Vg3

Vi, -V, -PRYY 5.4.3.3

2By IN) =
P2By IN) Vi, 8-7-6

=053

El resultado es el mismo que si no estan numeradas, como es ldgico.
d) El hecho de "devolver la bola a la urna™ significa que una vez anotado el color de
la bola, ésta vuelve a la urna antes de anotar la siguiente.

e Aqui los sucesos ya no son dependientes luego:

p(ZB y 1N): p(BleNa)"‘ p(BlNzBs) + p(NleBs) = p(Bl)' p(Bz)'p(N3)+

+p(B,)-P(N,) - p(B;)+p(N,)-p(B,)-p(B;)==-=-= o= === =0'4394

2By IN)=2.2.2. 3|= 04394
PRBYIN) =225 3

e A través del diagrama en arbol
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5
g B—=— , 553 75
5 B< 3/8 BBN 8 8 8 512
B 5/8 535 175
3 B—BNB — -.2.-2 -
8 ¢ TN 888 512
5225 s
12 512
3 5 5/8 55 75
- — B_NBB fffff -
8 8§ B=—N 88 512
N<
3> N B
s N

Ejemplo: Se extraen 5 cartas de una baraja ordinaria (40 cartas). Calcular la probabili-
dad de obtener:

a) Tres oros.
b) Tres orosy dos espadas.
c) Un trioy una pareja (full).

d) La primera un as, la segunda un rey, la tercera un as, la cuarta un rey y la
quinta un rey.

e) Cuatro cartas con el mismo nimero.

f) Cinco cartas con numeracion consecutiva, supuesto que los nimeros de las
cartasson: 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9, 10.

g) Si extraemos solo tres cartas ¢ Cudl es la probabilidad de sacar cada una con
un numero distinto?

h) Probabilidad de obtener un ""pdker' (cuatro nimeros iguales).
i) Probabilidad de obtener dobles parejas.

En este tipo de problemas, donde las cartas se van repartiendo sucesivamente una
a una, no se tiene en cuenta para nada el orden en que se han sacado, ya que sélo
nos interesa el conjunto de cartas que quedan en la mano de cada jugador. Seria
lo mismo sacarlas del monton una tras otra que coger las cinco a la vez. Para tener
en cuenta el orden se debe especificar en el enunciado, como en el caso del aparta-
do d).
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a)

1 .Q.
e Casos favorables de sacar tres cartas y que seanoros — C, ;= 31|O7'| = 103 92 S
1 .
Casos favorables de sacar dos cartas que no sean oros — C,;, = 2'32-8' = 30229

Casos favorables de sacar cinco cartas de las que 3 sean oros y 2 de un palo

10-9-8 30-29
3-2 2

distinto - C,,-Cy, = =52.200

Casos posibles de sacar 5 cartas cualesquiera:

40!  40-39-38-37-36

Coos = = = 658.008
5~ 51.35] 5.4.3-2

Cis-Crp  52.200

= =0'079
Chs  658.008

p(3 oros) =

La ventaja de utilizar las combinaciones es que obtenemos todas las posibilida-
des al mismo tiempo.

e Otra forma de enfocar el problema es plantearlo utilizando la definicion de proba-
bilidad condicionada:

Si la primera carta que extraigo es un oro, tengo 10 cartas favorables de 40 posi-
bles. Si la segunda es un oro, tengo 9 cartas favorables (porque ya he extraido
una) de 39 posibles. Si la tercera es un oro, tengo 8 cartas favorables (porque ya
he extraido dos) de 38 posibles. Si la cuarta que extraigo no es un oro, tengo 30
cartas favorables (que no son oros) de 37 posibles (porque ya he sacado 3 oros) y
si la quinta carta que extraigo tampoco es un oro, tengo 29 cartas favorables (por-
que ya he extraido una que no era oros) de 36 posibles (porque ya he sacado 3
0ros y otra que no es oros).

En total tenemos E-i -i ,E_@

40 39 38 37 36

Pero este producto solo no da el que la primera sea oros, que la segunda sea oros,
que la tercera sea oros, que la cuarta no sea oros y que la quinta no sea oros, pero
siempre en éste orden.
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Para que estén todas las posibles maneras de extraer 5 cartas de las que 3 sean
oros y dos no lo sean deberemos multiplicar la cantidad anterior por todas las po-

sibles ordenaciones, como nos indica el siguiente diagrama en arbol:

Sean los sucesos:

O ={Que la carta extraida sea oros} y O ={Que la carta extraida no sea oros|

1¢ 24 3 44 5¢
0O
0<5
0]
O < o< 0
o) 00000 ‘
O o)
. o< [e) 00000
O < —~ _0 00000
0<5
O P 0
< e 00000
ON=<_0O 00000
_ 0<%
O <0 00000
ONA I
[e) < _ 8 2'2:%:10
0L 5 3121
O
< o< o) 00000
ON=<_0O 00000
0<?2
o O
O 00000
_ < O < o)
ON5_0
o< =
O O 00000
<°%8
0] _
0<?@
— O
0 0
o<z
— O
o< - 0
o< =
< O
LE.S. Historiador Chabds -31- Juan Bragado Rodriguez



Es decir, la probabilidad de extraer 5 cartas de las que 3 sean oros y 2 no lo sean

€es:

b)

p(30ros) 10,&,&,@,@_”\)2,2 10.&.&.@.@.10 0'079

40 39 38 37 36 40 39 38 37 36

| .9.
Casos favorables de sacar tresoros — C, = 10t _10-9-8
o3L7t 3.2
| .
Casos favorables de sacar dos espadas - C,,, = % = %

Casos favorables de sacar cinco cartas de las que 3 sean oros y 2 espadas —

10-9-8 109 .,

C10,3 'C10,2 = 3.2 2

Casos posibles de sacar 5 cartas cualesquiera:

I
Cops = 40!  40-39-38-37-36 _ 658.008
5 51351 5:4-3:2

C,.C )
p(3 oros y 2espadas) = —22 102 _ 400 _ 0'0082
Cos  658.008

Haciéndolo usando la definicidn de probabilidad condicionada tenemos:

p(3 oros y 2espadas) = EiiEiPRgZ =0'0082

40 39 38 37 36

El suceso "trio pareja" puede imaginarse como unién de los sucesos incompati-
bles:

AAARR; AAATT7; 333CC; AAA1L; 55522;........ de los que hay 10-9=90

El trio de ases los podemos combinar con nueve parejas ya que con una pareja
de ases es imposible pues s6lo hay 4 ases en la baraja. Como esto sucede para
todos los trios y hay 10 en la baraja esto significa que cada uno de ellos se pue-
de combinar con otros 9.

41

Casos favorables de sacaruntrio —» C,,= ERTh
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| :
Casos favorables de sacar una pareja - C,, = % = %

Casos favorables de sacar cinco cartas de las que 3 sean un trio y 2 una pareja
C,;-C,,-90=4 -47'3-90 =2.160

Casos posibles de sacar 5 cartas cualesquiera:

40!  40-39-38-37-36

Coos = = — 658.008
= 5I1.35! 5.-4.3-2
. C,,-C .
p(un trio y una pareja) = —=2—"2.90 = 2.160 _ 0'0032
Cuos 658.008

¢ Haciéndolo usando la definicién de probabilidad condicionada tenemos:

] 4
un trio y una pareja) = — - — - — . — . —. PR32.90 =0'0032
P( y pj)4039383736 °

d)
e En este caso si que nos importa el orden de extraccion de las cartas, luego
solo hay una posibilidad que si la representaramos en un diagrama en arbol
corresponderia a una sola rama.

C C c,, C, C
p(as, rey , as, rey, rey) = —=.. 4L, 31 =31 . 721 _ 0'0000036

40,1 C39,1 C38,1 C37,1 36,1

¢ Haciéndolo usando la definicién de probabilidad condicionada tenemos:

as, rey , as, rey, rey)=— - —-+—-+—.— =0'0000036
P( y Y, rey) 40 39 38 37 36

e El suceso 4 cartas con el mismo namero puede considerarse como unién de dos
sucesos incompatibles, como se indica a continuacion:

AAAAA, 77777, RRRRR,.......c..ccuen... es decir, hay 10 posibilidades
. , _ 10 .C36,1 _ 10 36 ey
p(4 cartas con el mismo nimero) = o = 10.39.38.37.36 ~ 0'00054
5.4.3:2
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e Haciéndolo usando la definicion de probabilidad condicionada tenemos:

p(4 cartas con el mismo nimero) =i-i-£-i-§-PR;"l .10 = 0'00054
40 39 38 37 36

f)

Los posibles sucesos son:

A2345, 23456, 34567, 4567S, 567SC y 67SCR es decir, hay 6

Chi C4,1 ) C4,1 ) C4,1 -C

C40,5

p(5 cartas con numeracion consecutiva) = “1.6=00093

e Haciéndolo usando la definicion de probabilidad condicionada tenemos:

p(5 cartas con numeracion consecutiva) = 4. 4444 P,-6=0'0093

40 39 38 37 36

g) Para la 12 carta tenemos 40 casos favorables y 40 posibles.

Para la segunda carta tenemos 36 casos favorables (porque hay que quitar las 4 de
la primera carta que son iguales) y 39 posibles (ya hemos sacado una, la 12).

Para la 32 carta tenemos 32 casos favorables (porque hay que quitar las 4 iguales
de la 12y las 4 iguales de la 2%) y 38 posibles (ya hemos sacado dos, la 12y la 2%).

p(sacar tres cartas distintas) = 40 36 32 _ 0777

40 39 38

h) Podemos formar grupos de 4 cartas de uno de los 10 numeros de 10 maneras dis-
tintas, desde 4 ases hasta 4 reyes, y una mas de las 36 cartas restantes. Por tanto la
probabilidad de obtener un poker es:

, 10-C 10-36
p(poker) = B - =5'47-10"*
Caos 40!
51.35!

i) Para formar dobles parejas (sin "full" ni "poker™) hay que tener cartas de tres na-
meros distintos, es decir, dos de uno, dos de otro y una de un tercero.
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Las posibilidades de obtener la 1 pareja de entre 4 cartas iguales son — 10-C,,
Las posibilidades de obtener la 22 pareja de entre 4 cartas igualesson — 9-C,,

Las posibilidades de obtener la 52 carta y cuyo n° no coincida con los dos anterio-
res son 32.

A1 41
10- -9. -32
10.C,,-9-C,, -32
p(dobles parejas) = 42 22 50 2k2l  2b2l 575
Cuos 40!
5!1. 351
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Teorema de Bayes

Sea un conjunto de nsucesos A, A,,........ ,A, incompatibles dos a dos y tales que se verifica
AL UA,U........ A, =E, es decir, la union de todos ellos es el espacio probabilistico total E
(sistema completo de sucesos). Sea S un suceso cualquiera del que conocemos la probabilidad
de los sucesos condicionados S/ A,. En estas condiciones se pueden calcular las probabilidades
de los sucesos condicionados A,/S, A,/S,............ A, /S mediante la formula de Bayes.

p(A)-p(S/A,) p(A)-p(S/A)
PR HTA )P TR} AT HTA S0 ) o)

P(A; /S)=

Demostracion

Del Teorema de la Probabilidad Total sabemos que:
P(S)=p(A,)-P(STA)+p(A,)-p(STA,)+------ +p(A,)-p(S/A,)
y por la definicién de probabilidad condicionada tenemos:

p(A, NS)

p(S)

(A, /S)=

= p(SNA;)=p(A;)-p(S/A;) o p(A;nS)=p(A;)-p(S/A,)

L p(A, NS) g
Si sustituimos en  p(A, /S):W la expresion de p(S) y de p(A; /S) tenemos:
A ) A
(A, 15) = p(A) p(S/A))
P(AL)-P(STAL)+P(A,)-P(STA,)+:wmmee +p(A,)-p(S/A,)

Obsérvese que el numerador es uno de los sumandos que aparecen en el denominador. La for-
mula nos da la probabilidad del suceso A; a posteriori, es decir, la probabilidad de que presen-

tado el suceso S se deba a la hipotesis o0 suceso A,. Esta situacion es la inversa de la planteada en
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el Teorema de la Probabilidad Total. Aqui deseamos conocer la probabilidad de que, habiéndo-

se producido un efecto S, éste se deba a una causa determinada A, .

En general, debemos conocer las probabilidades que entran en la formula, si bien en ocasiones se
supone que dichas probabilidades son iguales cuando no hay razones para suponer lo contrario.

Este teorema esta en la raiz de una de las mas recientes ramas del Calculo de Probabilidades: la
Teoria de la Decision, que tiene innumerables aplicaciones a la Economia.

Ejemplo: Supongamos el problema del gato que persigue al ratén. Al poco rato, llega el
gato con el raton en las fauces. ¢En cuél de los tres caminos lo habra cazado?
No lo sabemos. Pero calculemos qué probabilidad tiene de haberlo cazado en

cada sitio.
04 _ + s 03-04=012
A<i:
0'3 no +
06  + —>  05-06=030
0’5 <::
B
no +
02 01 _ +  —— 02-01=002
c<::
no +
p(A+) =
012 +0'30 +0'02
p(B / +) _ 0'30
012 +0'30+0'02

0'02

p(C/+

Ejemplo:

)2012+030+002

p(A)-p(+/A)=012

p(B)-p(+/ B) =030

p(C)-p(+/C) =002

=072727

=0'6818

=0'0455

En una clase de COU el 8% de los chicos y el 2% de las chicas han cumplido 19

anos. El 60% de los alumnos de la clase son mujeres. Se elige al azar un estu-
diante de la clase y resulté que tenia 19 afios cumplidos. ¢Cual es la probabili-

dad de que el estudiante sea mujer?

Sean los sucesos
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A ={El estudiante tiene 19 afios cumplidos} B = {Es mujer} C = {Es varon}

p(B)-p(A/B) p(B)=06 p(C)=0'4
p(B)-p(A/B)+p(C)-p(A/C) o(A/B)=002 p(A/C)=008

p(B/A)=

0'02 A —> 0'6-002=0012

B
0'6
A
0'4
C
A

~ 0%6-002+04-008

Ejemplo: EI 56% de los profesores de cierto pais trabajan en EGB, el 34% trabajan en la
Ensefianza Secundaria y el resto en la Universidad. La enfermedad mas exten-
dida entre ellos es la neurosis-agudo-depresivo-angustiosa (NADA o N para
abreviar). La padecen el 30% de los que trabajan en Basica, el 40% de los que
trabajan en Secundaria y el 20 % de los que trabajan en Superior. (Cual es la

probabilidad de que un profesor trabaje en Secundaria, si padece esa enferme-
dad?

Consideremos los sucesos:

B ={profesores de basica} S= {profesores de secundaria}

U = {profesores de universidad} N = {padece la enfermedad |
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% N — 056-030=0168
070N N
040, N ——> 0'34-040 = 0'136
034 <
S
060N N

% N —— 010-020=0'02
0'80

p(S)-p(N /) ~ 0136 ~
p(B)-p(N/B)+p(S)-p(N/S)+p(U)-p(N/U) 0168 +0136+002

Z|

p(S/N)= 042

Ejemplo: Se han lanzado unos dados y se han obtenido 4 puntos. Hallar la probabilidad
de que se haya jugado con dos dados.

Sean los sucesos:

A = {Salir 4 puntos} B ={Obtener un 4 al lanzar un dado} = {4}

C

{Obtener un 4 al lanzar dos dados} = {(1,3),(2,2),(3,1)}
D = {Obtener un 4 al lanzar tres dados} = {(1,1,2),(1,2,1),(2,1,1)}

E = {Obtener un 4 al lanzar cuatro dados} = {(1111)}

Las probabilidades correspondientes de B, C, D y E son iguales y por tanto valen %

1 1 1 1
B)=— C)== D)== E)==
p(B) 1 p(C) 1 p(D) A P(E) 1
1 3 3 3 3 1 1
A/B)== p(A/C)=—=— p(A/D)=—=—— p(A/E)=—=——
P ) 6 P ) 6> 36 P ) 6° 216 P ) 6 1296

Hagamos el diagrama correspondiente.
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> P

A
3, 13 3
216 4 216 864
A
1 A 1 1 1
111
1296, 4 1296 5184
A

o(C1A) = p(C)-p(A/C) _

p(B)-p(A/B)+p(C)-p(A/C)+p(D)-p(A/D)+p(E) p(AlE)

144 e
1 3 3 1 =0'3148
+—+

— -
24 144 864 5184

Ejemplo: Tenemos dos urnas U, y U,, con bolas blancas y negras, y las siguientes com-
posiciones: U, ={3B,5N}, U, = {2B,4N}. Se saca una bola de U, y se echa en
U,. Después, sacando una bola de U, resulta ser blanca.

a) ¢Cual es la probabilidad de que la bola pasada de U, a U, fuese negra?
b) ¢Cual es la probabilidad de que la bola pasada de U, a U, fuese blanca?
Sean los sucesos:

B, = {labola que pasade U, aU, es blanca}
N, = {labola que pasade U, aU, esnegra}

Nos piden calcular p(N, /B,) y p(B,/B,)
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Bola Bola

pasada extraida
J J
3 B, — BB 339
2 P2 T 2777 56
3 /B
8 4N — BN
7 2 172
2 52 10
> 7 B, —NB, — g;zg
Nl
é N? _NINZ
5 )
(N,) (8, /N, i
p(N,)-p(B, /N 56
a) N, /B,)= L R = = 05263
PN B2) = BT p(B, 18,) - p(N,) (B, IN,) 8 10
56 56
(5.)-0(8, /8.) :
B,)-p(B, /B o
b) B./B,)= PLE, 2 " =96 ___ (4736
B/ B2)= 8.} o(B, 1B,) = p(N,) - p(B, /N,) 9, 10
56 56

Ejemplo: De una urna se hacen extracciones sucesivas de la siguiente manera:
Se extrae una bola y, antes de la extraccion siguiente, se devuelve a la urna afa-
diendo, ademas otra del mismo color. Inicialmente, en la urna hay una bola
blanca y otra negra.

a) Hallar la probabilidad de que en la segunda extraccién salga una bola blan-
ca, si en primera salié una bola negra.

b) Hallar la probabilidad de que salga bola negra en la primera y blanca en la
segunda.

c) Hallar la probabilidad de que en la segunda extraccién salga una bola negra.

d) Si en la segunda extraccion ha salido una bola negra, ¢cual es la probabilidad
de que la primera bola extraida fuera blanca?

Representamos los datos en un diagrama en arbol.
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2
- 1 2 2
b,b)=—.-"=2
\ ] 3<O PP
1,0
Py 11 1
1 . I b - . =
2 3 p(bmy= =
\Q_O_/ 1
= 11 1
1 30 — pnb)=_- =~
\ / < 2376
2 ‘e
2 e — =l.g:g
3 p(n,n) 5376
1
a) p(2? blanca /12 negra) = 3
11 1
b) p(1® negra y 22 blanca) = —-= ==
) p(1* negra y ) 5376
1 2 3
c) p(2? negra) = p(1* blancay 2% negra) +p(1* negray 2% negra) 676 6
1
a a —_
d) p(1* blanca/2? negra):p(1 blancay 2% negra) _ 6 _1
p(2%negra) 1.2°3
6 6

Ejemplo: Una urna contiene 25 bolas blancas sin marcar, 75 bolas blancas marcadas, 125
bolas negras sin marcar y 175 marcadas y negras.

a) Se extrae una bola. Calcular la probabilidad de que sea blanca.
b) Se extrae una bola y esta marcada. ¢ Cual es la probabilidad de que sea blan-

ca?

c) Se extrae una bola. ;Cual es la probabilidad de que sea negra o esté marca-
da?

d) ¢Son independientes los sucesos “sacar bola marcada” y *“sacar bola blan-
ca’?

1°" método (tabla de contingencia)

2) p(B) = = 025 5 | N
400 M| 75 | 175 | 250
M| 25 | 125 150
b) p(B/M)—p(BﬁM)— I =03 100 | 300 | 400
~ p(M) 250
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300, 250 175 _375
¢) p(N'U M) = p(N) + p(M) = p(N ~ M) = _ 09375
) P( ) =P(N) +p(M) —p( )= 200 " 200 200~ 400

75 100 250
d) p(BAM)=——=01875 B)=— M) = 2%
) P(BN M) 200 p(B) 200 p(M) 200
100 250
= . 2 011562 BAM B) - p(M
p(B) - p(M) 200 400 p(BAM)=p(B)-p(M) =

Los sucesos son dependientes.

2° método (diagrama en arbol)

100 75
a B)=——=0'25
) p(B) 200 00 M
100’100 N
= ' 400 25 > M
b) p(B/M) 100 75 300 175 =03 400 =
400 100 ' 400 300
175
& p(N 6 m)=100 75 300 175 300 125_ o) y
400 100 ' 400 300 ' 400 300 00 300
N
3 _ yoars -
400 125 M
300

75 100 (100 75 300 175) 100 250
) p(BAM) =1 < p(B) (W) = 100 )-

400 \ 400 100 400 300/ 400 400

LE.S. Historiador Chabds -43- Juan Bragado Rodriguez



Ejemplo practico sobre la probabilidad condicionada

En un centro sanitario de la zona de Govan, en Glasgow, hay un ordenador programado para
investigar la Dispepsia, una enfermedad del estbmago consistente en una digestion dificil y la-
boriosa cuya causa es la falta de secrecion péptica.

El ordenador hace una serie de preguntas sobre los sintomas, su caracter, grado y frecuencia. Las
preguntas prueban a distinguir entre las diferentes causas de la dispepsia. El paciente contesta
utilizando un teclado especialmente disefiado . Después de cada respuesta, el ordenador calcula
las probabilidades de las diferentes enfermedades posibles.

La dispepsia puede representar el 20% de las visitas al médico de cabecera y en todo el pais sig-
nifica de 6 a 8 millones de dias de trabajo perdidos. En esta situacion hay muchos diagndsticos
posibles. Algunos se han de tratar en el hospital pero la mayoria se pueden curar en casa. El ob-
jetivo de esta investigacion es probar de clasificar los pacientes entre los que es mejor que los
trate su médico de cabecera y los que necesitan ser atendidos en el hospital por el especialista
correspondiente.

Evidentemente, podemos examinar al paciente para encontrarle algunas cosas, pero su historia es
bésica. Podemos hacer que el ordenador pida a los pacientes su historia a partir de una serie de
preguntas.

A partir de la historia del paciente, el ordenador identifica las enfermedades mas probables. Ade-
mas de sugerir el tratamiento, el ordenador también da las probabilidades de cada una de las en-
fermedades y el doctor puede decidir si el paciente ha de ver a un especialista o si él mismo pue-
de tratar la enfermedad.

Esta es una aplicacion importante de la probabilidad. Evaluar la probabilidad de que el paciente
tenga una enfermedad concreta. El ordenador hace una serie de preguntas y calcula las probabi-
lidades de cada una.

Cada enfermedad tiene una probabilidad, y a medida que se contestan las preguntas las probabi-
lidades cambian para reflejar las respuestas que se han dado. Las preguntas que hace el ordena-
dor han estado preparadas para discriminar las enfermedades, de forma que la mayor parte de las
veces hay una sola enfermedad que acaba teniendo una probabilidad alta, mientras que el resto
tienen probabilidades més bajas.

En el experimento de Glasgow se pueden hacer muchas preguntas y en consecuencia se necesita
una teoria de la probabilidad un poco complicada. Para darnos una idea del tipo de razonamiento
que comportan los célculos, nos fijaremos en un supuesto restringido. También introduciremos
un concepto que es vital para entender este tipo de problemas, el concepto de la probabilidad
condicionada.

Comencemos con una hipotesis reducida. Lo que hemos hecho es limitarnos a tres enfermedades
principales que todas provocan mal de estdmago: Ulcera duodenal, Glcera gastrica y cancer de
estdbmago.

Hemos representado las tres enfermedades en un diagrama de Venn. El diagrama entero repre-
senta el conjunto universal y representa las personas de una determinada area, como la de Goven
en Glasgow, que han ido al médico por un problema de estobmago.
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Como queremos que en esta etapa el analisis sea
sencillo, supondremos que estas enfermedades

son exhaustivas y exclusivas. )
Ulcera duodenal

Exhaustivas quiere decir que quien padece mal
de estdbmago so6lo puede tener una de estas tres
enfermedades, no hay otra posibilidad. Exclusi-
vas significa que si el paciente padece una de
estas tres enfermedades no puede padecer ningu-
na otra.

Ulcera
gastrica

Cancer de
estbmago

Estas son nuestras suposiciones. ;Como poder asignar las probabilidades? Nombraremos las tres
enfermedades con los siguientes simbolos:

A, =Ulcera duodenal A, =Ulcera gastrica A, =Cancer de estomago

¢Podemos evaluar la probabilidad de que un paciente tenga una de las tres enfermedades antes
de empezar el diagndstico?

En esta parte de Glasgow, durante los ultimos afios ha habido 269 casos de Glcera duodenal, 54
de Ulcera géastrica y 22 de cancer de estbmago, lo que hace un total de 345 casos. Podemos repre-
sentar las frecuencias relativas de las tres enfermedades. Haremos servir esto como si fuesen
probabilidades iniciales antes de preguntar al paciente. Pero ¢cémo llegaremos a las probabilida-
des modificadas una vez se ha contestado la primera pregunta?

Total 345 casos f,

0,9
08 I

269 0.7

05
54 04

0,3
A '
2 0,2

22
A, 0’(1)‘ ;r‘ﬁm

T T

A A, As

Una de las preguntas que ha de contestar el paciente es ¢las molestias son diarias? La respuesta
del paciente afecta a las probabilidades.

Hemos comenzado con el espacio de los sucesos de todas las personas de Glasgow que han pa-
decido una de las tres enfermedades en los Ultimos afios, pero s6lo algunas de estas personas han
tenido dolores diarios. Si solo restringimos nuestra atencion sobre estas personas, las frecuencias
relativas de las personas que padecen las tres enfermedades seran considerablemente diferentes.
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09 f
08 f
07+
06 f
05 f
04 t
03 f
02t
01t

Si sabemos que las molestias son diarias, la probabilidad de cancer de estbmago es considera-
blemente alta. A esta probabilidad le damos un nombre, la llamamos probabilidad condiciona-
da. Condicionada porque sabemos que conocemos ciertas condiciones relacionadas con el suceso
en cuestion, lo cual significa que a pesar de tener disponible todo el espacio de los sucesos nos
quedamos restringidos a un subconjunto. Lo expresamos con la notacion p(A, /S) para designar

la probabilidad condicionada.

Si el suceso que conocemos es el sintoma S (en este caso el dolor aparece diariamente) entonces
escribimos la probabilidad p(A,/S) que es la probabilidad de una enfermedad particular ya

que sabemos que el sintoma ha sido observado. En la practica, son estas probabilidades condi-
cionadas basadas en muchos sintomas las que se utilizan para obtener el diagndstico final.

Asi, utilizamos el lenguaje de la probabilidad condicionada para saber como a medida que el
paciente contesta mas y méas preguntas se van modificando las probabilidades. Lo que pasa, es
que, por cada pregunta, el suceso condicionante S es diferente, porque se registran mas y mas
sintomas. Por ejemplo, en una cierta fase del interrogatorio el suceso condicionante puede ser
que el dolor aparezca diariamente y que no haya vomitos y que el paciente tenga mas de 60 afios,
etc.

Queremos llegar a la probabilidad condicionada que el paciente padezca una enfermedad deter-
minada ya que se han registrado una serie de sintomas, pero los datos no tienen precisamente
esta forma.

Las preguntas realizadas en el experimento de Glasgow son bastante amplias. Cubren todos los
sintomas para los cuales el sistema informatizado ha estado disefiado. Pero como ya hemos visto,
las probabilidades condicionadas estan dadas al reves. Nos dicen las probabilidades de que el
paciente tenga un sintoma suponiendo que ya tiene una determinada enfermedad. Esto no es lo
que en la practica queremos saber. Lo que queremos encontrar es la probabilidad de que tenga
una determinada enfermedad porque muestra un determinado sintoma. No podemos entonces
hacer servir estos datos directamente. Se han de procesar mediante alguna forma. Los procesa-
remos mediante el Teorema de Bayes.

El Teorema de Bayes no es mas que una forma de intercambiar dos sucesos en la expresion de la
probabilidad condicionada. Nos dicen la probabilidad de S dada A,, p(S/A,)es decir, la pro-

babilidad del sintoma dada la enfermedad.
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Lo que queremos es la probabilidad de A, dado S, p(A, /S), es decir, la probabilidad de una
enfermedad dado el sintoma. La podemaos calcular mediante la formula.

A. /S :p(S/Ai)'p(Ai)
P(A;/S) o(S)

Utilizaremos el Teorema de Bayes para cal-
cular la probabilidad de A, dado S. Es de-

cir, el espacio restringido de los sucesos es
S, el dolor diario, y lo que queremos encon- A
trar es la proporcion de pacientes en este
espacio que tienen la enfermedad A, .

El Teorema de Bayes dice que la podemos calcular a partir de tres cantidades:

La primera es la probabilidad condicionada
inversa p(S/A,), es decir, la probabilidad
de tener un dolor diario dado que se padece
una Ulcera duodenal. Son datos encontrados
por los médicos.

Esto lo multiplicamos por la probabilidad de
A, p(A,), es decir la probabilidad inicial
de tener una Ulcera duodenal que ya hemos
utilizado antes.

Ahora nos queda un elemento, la probabili-
dad de S, p(S). Esta no nos la dan directa-

mente pero la podemos calcular. Hay una A
férmula para calcular este término partiendo !
de los valores conocidos del numerador. Se
Ilama el Teorema de las probabilidades tota-
les.

As

Todo lo que dice el Teorema de las probabilidades totales es que encontraremos p(S) sumando

los valores del numerador sobre todos los posibles sucesos condicionantes
3

p(S) = Z P(S/A,)-p(A,). En nuestro caso tenemos tres de estos sucesos condicionantes. Mi-
i=1

rando el diagrama de Venn podemos ver como surge.

Podemos expresar el suceso S mediante su interseccion con las tres enfermedades A, ,A, y A,.
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= s e

Estas tres intersecciones son mutuamente excluyentes. La probabilidad total del suceso es la su-
ma de las tres probabilidades de las intersecciones.

PS) =P NA,)+pENA,)+pENA,)

Las podemos escribir en téerminos de probabilidades condicionadas.

Tomemos p(SMA;). Segun este diagrama es el nimero de

personas que hay en la regién sombreada dividido por el
numero total de personas.

Y si se representa como fraccion, lo podemos escribir como el producto de dos fracciones. Es la
region sombreada como proporcion de la region de A, multiplicada por la region de A, como

proporcién de todo.

> > L&
(& - (-

Esto es la probabilidad condicionada de S dada A, multiplicada por la probabilidad de A,.

p(Sm Al) = p(S/ Al) ’ p(Al)

Lo mismo podemos decir de la probabilidad de las otras intersecciones, y como la probabilidad
de S es la suma de las probabilidades de las intersecciones la podemos reescribir de la siguiente
manera:

PS) =p(S/A)-p(A)+p(STA,) PA)+P(STA;)-p(A;) = Zp(SlAi)p(Ai)

Esta es la expresion de p(S)en términos de las probabilidades que conocemos. Esta es la canti-
dad que necesitamos para utilizar el Teorema de Bayes, es decir:

o(A, /5) = PA)PETA)

3

Zp(Ai)'p(S/Ai)
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