La Programacion Lineal: sus objetivos.

La palabra programa (y su derivada programacion) se utiliza, en el lenguaje ordinario, en el
propio de numerosas actividades diarias y en el de la politica y la economia con gran frecuencia.
Su significado mas usual es proximo al de plan y se refiere a la secuencia ordenada de acciones
elementales, normalmente detalladas y fechadas, que conducen a un fin o, bien, suponen por si
mismas un proceso, 0 un acontecimiento. Se habla, asi, de programas econdémicos, politicos, de
produccion, de ventas, de un espectaculo, de una maquina automatica o de una temporada depor-
tiva. Resulta légico que, con la aparicién de la informética, se haya designado como programa
de ordenador el que debe consumar éste para ejecutar un cierto algoritmo matematico o 14gico
0 un tratamiento de datos. Tal acepcion es hoy una de las mas usuales, al menos en conceptos
técnicos, del término programa.

Por el contrario, no han adquirido ninguna popularidad, a pesar de su gran utilidad préactica e in-
terés intelectual, los programas y la programacion matematica.

La programaciéon matematica es una técnica de optimizacion, para funciones de varias varia-
bles que, a su vez, estdn sometidas a ciertas condiciones adicionales.

Optimizar es la accion de llevar una cierta magnitud a su éptimo, o sea, a Su maximo o a su
minimo, segun se trate de algo que se considera beneficioso o perjudicial, en cuyos casos res-
pectivos se utilizan también los nombres de maximizar o minimizar. Se optimiza todo tipo de
magnitudes para las que se estima o valora que tienen estados preferibles a otros y se quiere al-
canzar el de mayor utilidad o satisfaccion. Por ejemplo, un empresario puede buscar el maximo
beneficio y una gota de lluvia puede buscar encerrar en una superficie minima su volumen de
agua. Se optimiza, naturalmente, para obtener mayor beneficio, utilidad, ventaja.

Su aplicacién, dejando aparte su interés puramente matematico, es notable en multiples campos
cientificos, econdémicos y técnicos, que van desde la determinacion de la dieta de un rebafio a la
del funcionamiento del sistema eléctrico de un pais o la planificacion macroecondmica.

Los fundamentos matematicos de la programacion lineal se deben al matematico norteamericano
de origen hdngaro John von Neumann (1903-1957), quien en 1928 publicé su famoso trabajo
Teoria de juegos. En 1947 conjetura la equivalencia de los problemas de programacion lineal y
la teoria de matrices desarrollada en sus trabajos. La influencia de este respetado matematico
discipulo de David Hilbert en Gotinga y, desde 1930, catedratico de la Universidad de Princeton
de Estados Unidos, hace que otros investigadores se interesen paulatinamente por el desarrollo
riguroso de esta disciplina.

En 1958 se aplicaron los métodos de la programacion lineal a un problema concreto: el calculo
del plan 6ptimo de transporte de arena de construccion a las obras de edificacién de la ciudad
de Moscu. En este problema habia 10 puntos de partida y 230 de llegada. El plan éptimo de
transporte, calculado con el ordenador Strena en 10 dias del mes de Junio, rebajoé un 11 % los
gastos respecto a los costes previstos.

Se ha estimado de una manera general, que si un pais subdesarrollado utilizase los métodos de la
programacion lineal, su producto interior bruto (PI1B) aumentaria entre un 10 y un 15 % en tan
s6lo un afio.
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La programacion matematica tiene dos ramas: la Programacion Lineal y la Programacion no
Lineal, segin que las funciones implicadas en el problema que se debe resolver sean todas linea-
les 0 no. Obviamente, la Programacion Lineal tiene un tratamiento mas sencillo que la no Lineal,
por otra parte, la Lineal puede ser continua o discreta, segun el caracter de las variables.

En general, resolver un problema de Programacion Lineal consiste en optimizar una fun-
cion sujeta a restricciones, entendiendo por optimizar encontrar el maximo o el minimo, se-
gun los casos.

Pero este punto dptimo esta sujeto a limitaciones, ya que las variables que intervienen en la fun-
cion a optimizar se encuentran relacionadas por medio de un conjunto de desigualdades. Por
tanto, hay que resolver un sistema de desigualdades y, una vez resuelto, ver en qué punto o pun-
tos del conjunto de soluciones la funcion a optimizar alcanza su valor maximo o minimo. Natu-
ralmente, tanto la funcién a optimizar como las desigualdades que constituyen las restricciones
del problema pueden ser o no lineales. Si lo son, nos encontramos ante un problema de Progra-
macion Lineal. Por otra parte, el nimero minimo de variables del problema sera de dos, aunque
el nimero puede ser mucho maés alto. Este tipo de problemas complejos sélo es accesible me-
diante la ayuda de un ordenador capaz de manipular un alto numero de variables.

Se puede uno preguntar ¢Por qué se estudian programas matematicos? ¢Por qué no conten-
tarse con el estudio clasico de maximos y minimos libres o condicionados, de funciones de-
rivables de una o varias variables, tal como se hace en el calculo diferencial clasico?

Esto es asi porque hay problemas muy sencillos que el andlisis clésico no resuelve. Bien porque
las funciones no son derivables, o incluso continuas, o por estar las mismas definidas en conjun-
tos acotados (y poderse dar, por tanto, los maximos o minimos también en las fronteras de los
mismos) entre otros casos.

En el otro extremo resulta imposible un estudio general para funciones cualesquiera con condi-
ciones arbitrarias, mientras que es factible intentarlo, y obtener resultados teéricamente intere-
santes y practicamente aplicables, para casos menos generales, como los de los llamados pro-
gramas matematicos.

Por ultimo, aungue en lugar fundamental, hay que sefialar que los programas matematicos son
modelos de problemas técnicos y econdmicos que se plantean en la realidad de nuestras socieda-
des contemporaneas.

Entre las dificultades de la programacion matematica conviene sefialar algunas. Las primeras, las
de la propia modelizacion; cuando se establece un programa matematico como modelo, para un
problema real, es necesario idealizar, abstraer, hacer hipétesis, despreciar efectos secundarios,
suponer relaciones sencillas (por ejemplo, lineales) en vez de las mas complejas que tal vez se
adviertan, etc. Luego, una vez disefiado el modelo, hay que fijar datos y parametros, para lo que
hay que medir quiza con errores, etc.

En una segunda etapa se presentan las dificultades de calculo. La disponibilidad de teorias y al-
goritmos (como la del simplex) y de paquetes de software informético resuelven, en principio
la cuestion, pero las dificultades reaparecen en multiples formas.
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Por ejemplo, cuando se trata de aplicar los resultados, ¢fueron suficientemente sensatas las hipo-
tesis sobre linealidad? ¢tuvieron consecuencias graves los errores debidos a las aproximaciones
teoricas o al proceso de medida? A este respecto es importante sefialar el problema de la sensibi-
lidad. Si se calcula la solucion que da el 6ptimo y éste es muy sensible respecto a aquella (es de-
cir, una pequefia variacion en la misma hace que el valor se aleje mucho del 6ptimo) y ésta de-
pende de los datos también muy sensiblemente, resulta que debido a los errores inevitables en
éstos, 0 a los igualmente insoslayables errores de célculo, la determinacién del éptimo es iluso-
ria.

Estas y otras muchas cuestiones, que hacen repensar la relacion entre matematica y realidad y
sobre la aplicacion de la primera a la segunda, siguen hoy siendo objeto de estudio.

Ejemplos de problemas que se resuelven con las técnicas de
la Programacion Lineal.

En un problema de Programacion Lineal se trata de optimizar (maximizar o minimizar) una fun-
cion, que en nuestro caso, sera de dos variables. Planteando el asunto desde una perspectiva eco-
nomica parece claro que la funcion a maximizar serd una funcién de beneficios, mientras que la
funcién a minimizar sera una funcién de coste. En lineas generales los problemas con los que
tratemos tendran como objetivo determinar los beneficios maximos, o bien los costes minimos,
cumpliendo en ambos casos los objetivos que figuran en el conjunto de desigualdades que actdan
como restricciones del problema.

La maximizacion de beneficios nos puede llevar a tratar problemas en los que la cuestion
sea determinar el disefio de la produccion: qué se debe fabricar y en qué cantidades para
que el beneficio alcanzado sea maximo teniendo siempre en cuenta las posible limitaciones
de esa produccién derivadas de los recursos técnicos y humanos. En problemas que abor-
den temas agrondémicos, maximizar beneficios puede estar relacionado con la adecuada
utilizacion de terrenos de cultivo. También pueden considerarse rendimientos de inversio-
nes.

En lo que se refiere a los problemas de minimo, la cuestion sera determinar los costes mi-
nimos para lograr ciertos objetivos, lo que nos lleva de nuevo a problemas de estrategia de
produccion, minimizacion de contaminacion atmosférica, e incluso, composicion de una
dieta alimenticia de acuerdo con ciertos requisitos y que genere costes minimos.
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Programacion lineal para dos variables. Enunciado general.
Funcién objetivo

Recordemos que un problema de Programacion Lineal con dos variables implica la existencia de
una funcion que hay que optimizar. Esta funcion se llama funcién objetivo, lineal respecto a x e

Y.

F(X,y) = ax + by

Para cada valor de las variables x e y la funcion adquiere un valor concreto. Pero en sentido con-
trario no sucede lo mismo: si asignamos un valor concreto a F, existen infinitos valores del par
(X, y) que dan lugar a ese valor de F. Esto es evidente: se trata de los puntos de una recta, ya que
si F es un numero, como a y b también lo son, nos encontramos con una ecuacion lineal con dos
variables, cuya representacion grafica es una linea recta. Si vamos dando a F distintos valores
obtendremos distintas rectas paralelas todas ellas llamadas lineas de nivel de la funcién objetivo.

Conjunto de restricciones

El conjunto de restricciones asociado a un problema de programacién lineal es el sistema de
inecuaciones lineales que se deriva del enunciado del problema, y que son del tipo:

a;x+b,y <c,;
a,x+b,y <c,

a,Xx+b,y<c,

Region factible

Al resolver ese sistema obtenemos, en el supuesto de que el sistema tenga solucion, una region
del plano limitada por segmentos o semirectas concurrentes en diversos vértices. Esta region,
acotada o no, es la region factible que determina la totalidad de puntos, puntos factibles, que
cumplen todas la restricciones.

El problema consiste en averiguar para qué punto (X, y) perteneciente a la region factible ob-
tenemos la solucion optima.
Resumen

En consecuencia, para resolver un problema de programacion Lineal con dos variables por el
método grafico hay que proceder como sigue:
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1. Formular la funcién objetivo.
2. Formular el conjunto de restricciones.
3. Resolver el sistema correspondiente para obtener de ese modo la region factible.

4. Barrer la region factible con las lineas de nivel de la funcién objetivo que tengan puntos en
ella.

5. De todas ellas buscar la que corresponda al valor 6ptimo (maximo o minimo) de la funcién
objetivo.

Naturalmente puede arguirse que el procedimiento no es precisamente exacto, desde el momento
en que recurre a una representacion grafica. De hecho la region factible, sea un poligono o una
region no acotada, posee vertices (los puntos de interseccion de las rectas definidas por las ine-
cuaciones). Estos vértices se pueden calcular analiticamente resolviendo sistemas lineales 2-2. El
problema es ajustar la linea de nivel de manera que tengamos la garantia que es la buscada. En
este sentido, y con objeto de precisar de forma mas estricta la resolucion del problema, existe un
importante teorema que nos libera de la servidumbre gréfica en la Gltima fase de la resolucion.

Localizacidon de soluciones

Teorema

En un problema de Programacion Lineal con dos variables, si la region factible existe y es
acotada, el valor 6ptimo de la funcién objetivo se alcanza en uno de los vértices del poligono
gue limita la reqién, o a lo largo de uno de los lados. Si la region factible no es acotada, la
funcion objetivo no alcanza necesariamente un valor 6ptimo concreto, pero si lo hace, éste se
encuentra en uno de los vértices de la regidn.

Segun el teorema anterior, si la region es acotada lo Unico que hay que hacer es calcular el va-
lor de la funcion objetivo en todos y cada uno de los vértices del poligono, y en aquel en el que
el valor de la funcion sea mayor (o menor) habremos alcanzado el punto 6ptimo buscado. Si se
da el caso de que los valores correspondientes a dos vértices coinciden, éstos seran adyacen-
tes, de modo que a lo largo de ese lado del poligono se alcanza el mismo valor de la funcién
objetivo, que es precisamente el valor 6ptimo. En este caso, las lineas de nivel tienen la mis-
ma pendiente que la recta que contiene a ese lado del poligono: son paralelas.

Asi pues, la Gltima fase de la resolucion de un problema de Programacion Lineal con dos varia-
bles puede enfocarse asi:

5. Calcular el valor de la funcion objetivo en cada uno de los vértices de la region factible,
si_ésta es acotada. El valor maximo (o minimo) correspondiente a los vértices del poli-
gono sera el 6ptimo buscado. Si la regién no es acotada habra que ver, en primer lugar,
si el 6ptimo corresponde a la zona donde hay vértices. En ese supuesto se procede como
si la region fuera acotada. En caso contrario el problema carece de solucion concreta.
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Problema de maximos

Una fabrica de bombones tiene almacenados 500 kg. de chocolate, 100 kg. de almen-
dras y 85 kg. de frutas. Produce dos tipos de cajas: la de tipo A contiene 3 kg. de
chocolate, 1 kg. de almendras y 1 kg. de frutas; la del tipo B contiene 2 kg. de choco-
late, 1'5 kg. de almendras y 1 kg. de frutas. Los precios de las cajas de tipo Ay B son
13 y 13’50 € respectivamente. ¢Cuantas cajas deben fabricarse de cada tipo para
maximizar su venta?

Simplificaremos el enunciado del problema mediante la construccion de la siguiente ta-

bla:
Cantidad | Chocolate | Almendras Fruta Precio
Caja detipo A X 3x X X 13
Caja de tipo B y 2y 1'5y y 13’5
Total 3X+2y X +1'5y X+y 13x +13'5y
Almacenadas 500 100 85
La funcion: F=13x+13'5y

es la funcion objetivo y representa la cantidad de euros obtenida por la venta de las cajas,
y por tanto es la que debemos maximizar.

Las restricciones del problema vienen dadas por las siguientes inecuaciones, teniendo en
cuenta que las variables x e y han de ser nimeros enteros positivos:

3x+2y <500

x+1'5y <100
X+y<85
x>0
y>0

Si representamos graficamente la region del plano que contiene a las soluciones (region
factible) tenemos:
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3x+2y =500
X+y=85

x+1'5y =100 T

Los vértices de la region factible se obtienen como interseccion de las rectas.

X +15y =100
+15y } Avhgyj
x=0 3

_g5
Xy B(55, 30)
X +15y =100
_g5
= } C(85,0)

Para calcular el maximo de la funcion objetivo veamos el valor que toma dicha funcion
en todos los vértices:

F(o,@j ~13.0+135-2% _ 900

3 3
F(55,30) =13-55+13'5-30 =1120
F(85,0) =13-85+13'5-0 =1105

de lo cual se deduce que el méximo valor lo alcanza en el punto B(55,30), es decir que
para maximizar la venta debe de fabricar 55 cajas de tipo A y 30 de tipo B.
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Problema de minimos.

Supongamos que existen dos alimentos P y Q, cuyos respectivos costes son 200 y 100
euros por paquete, y que hay dos nutrientes, M y N. Un paquete de alimento P pro-
porciona 300 unidades de My 4 de N. El alimento Q, proporciona 100 de My 8 de N
por paquete. Si las necesidades nutritivas son de 30.000 unidades de M y 800 de N,
determina la cantidad que hay que comprar de cada alimento para que la inversion
sea minima.

Simplificaremos el enunciado del problema construyendo la siguiente tabla:

Cantidad Nutriente M Nutriente N Precio
Alimento P X 300x 4x 200x
Alimento Q y 100y 8y 100y
Total 300x + 100y 4x +8y 200x + 100y
Se necesita 30.000 800
La funcion: F =200x+100y

es la funcion objetivo y representa el gasto minimo en euros, y por tanto es la que de-
bemos minimizar.

Las restricciones del problema vienen dadas por las siguientes inecuaciones, teniendo en
cuenta que las variables x e y han de ser nimeros enteros positivos:

300x +100y > 30.000
4x+8y >800
x>0
y>0

Si representamos la region del plano que contiene las soluciones (region factible) tene-
mos:
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300x +100y = 30.000

4x+8y =800

Los vértices de la region factible se obtienen como interseccion de las rectas:

300 +100y = 30.000

A(0,300)
x=0
4 +8y =800

oy B(80, 60)

300 +100y = 30.000

4x +8y =800
ey } C(200, 0)

y=0

Para calcular el minimo de la funcion objetivo veamos el valor que toma dicha funcién en
todos los Vvértices:

F(0,300)= 200-0+100-300 = 30.000

F(80,60) = 200-80+100-60 = 22.000

F(200,0) =200-200+100-0 = 40.000

Por tanto, el minimo se obtiene en el punto B(80,60), es decir cuando se compran 80 pa-
quetes de Py 60 de alimento Q.

LE.S. Historiador Chabds -9- Juan Bragado Rodriguez



Tipos de soluciones de un problema de Programacién Lineal
con dos variables

Con objeto de no perder continuidad en la descripcion del tipo de soluciones que se nos pueden
ofrecer, cada caso se ilustrard por medio de un ejemplo sin enunciado. Supondremos que en
todos los ejemplos se trata de maximizar la funcion objetivo.

L Solucién Gnica

El problema tiene una unica solucion, determinada segun los criterios sefialados en los
epigrafes anteriores.

x>0

y>0

X>y
X+y<10

Ejemplo: Funcion objetivo F =3x+5y. Conjunto de restricciones:

A

N

x+y=10

\

La region factible es el triangulo rayado en la figura cuyos 3 vértices se obtienen
como interseccion de las rectas:

y:O} 0(0,0)
=X

y=0
X+y:10} P(L0,0)
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y=X

x+y:10} Q(5:5)

Para calcular el méximo de la funcién objetivo veamos el valor que toma la fun-
cién objetivo en todos los vértices:

F(0,0)=3-0+5-0=0
F(5,5) =3-5+5-5=40
F(10,0) = 3-10+5-0 =30

de lo cual se deduce, que el valor méximo lo alcanza en Q(5,5).

O Solucién maltiple

El problema tiene infinitas soluciones (al menos en teoria): las que corresponden a los
puntos del segmento situado entre los vértices de la region factible. En este caso la fun-
cién objetivo es paralela a una de las restricciones, precisamente aquella que queda de-
limitada por el segmento.

Ejemplo:

x>0
y>0
Funcion objetivo F =x+y. Conjunto de restricciones: y<7
X+y<10
X—-y<5
La region factible aparece representada en la siguiente figura
4 X+y=10
X-y=5
Q
0 S A
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Los vértices se obtienen como interseccion de las rectas:

y=0
x=0} 0(0,0)

=0
:7} S(0,7)

y=0
x—yzs} P(5,0)

—v=5
Y } Q(75,25)
x+y=10

_7
Y } RG3,7)
X+y=10

Veamos el valor que toma la funcién objetivo en cada uno de los vertices

F(0,0)=0+0=0
F(0,7)=0+7=7
F(5,0)=5+0=5
F(7'5,2'5) = 7'5+2'5=10
F(3,7)=3+7=10

Por lo tanto la funcion objetivo se hace maxima en Q y R, luego las soluciones
son todos los puntos del segmento QR.

U Solucion no acotada

En este caso no existe limite para el valor de la funcion objetivo, que crece indefinida-
mente. Ello corresponde, necesariamente a una region factible no acotada.

x>0
y>0
X>y
X—2y< -2

Ejemplo: Funcion objetivo F =x+2y. Conjunto de restricciones:
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La region factible es la representada en la siguiente figura:

A y =X
1 X—2y=-2
T P
El Gnico vértice se obtiene al resolver el sistema:
X =
Y } P(2,2)
X—2y=-2

La funcion crece para valores crecientes de x e y, de modo que la solucién no es
acotada. Puede decirse en consecuencia, que el problema carece de solucion

L Solucion no factible

Corresponde al caso de que el conjunto de restricciones no sea consistente, es decir que
la region factible sea vacia.

x>0
y>0
X+y<2
2X+Yy>5

Ejemplo: Funcion objetivo F =2x+3y. Conjunto de restricciones:

De acuerdo con la figura, el conjunto de soluciones del sistema de inecuaciones es
vacio: el problema carece de solucion.
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2X+y=5

X+y=2

\

N\

O Solucién degenerada

Normalmente en un punto no coinciden mas de dos rectas. Cuando no es asi, el punto
de coincidencia de mas de dos rectas de las que constituyen los limites de la regién fac-
tible, es un punto degenerado. Se trata, por tanto, de una solucién degenerada.

x>0
y>0
Ejemplo: Funcion objetivo F =2x+y. Conjunto de restricciones: X< 2
X+y<4
X<y
A
X=2 y=X
X+y=4
\\é
P
o >
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Calculamos los vértices:

y:O} 0(0,0)
=X
x+yi4} p(2.2)
X+y=4

x=0} Q(0,4)

Hallamos el valor de la funcién objetivo en dichos vértices:

F(0,0)=2-0+0=0
F(2,2)=2-2+2=6

F(0,4)=2-0+4=4

El maximo se obtiene en P(2,2), que es un punto degenerado.
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Problemas de Programacion Lineal

Imaginemos que una empresa fabrica tres productos A, B, C por medio de una maquina y
unos cuantos obreros.

Supongamos que el empresario ha calculado que durante el proximo periodo (por ejemplo, el
préximo mes) podra disponer de 200 horas de maquina y de 300 horas de trabajo. Desde lue-
go, suponemos también que el empresario sabe cuantas horas necesita para fabricar cada uni-
dad de cada producto y el beneficio que le queda. Para concretar, supongamos que las horas
necesarias y el beneficio por unidad son los siguientes:

A B C Horas disponibles
Horas-Méaquina....... 15 10 10 200
Horas-Trabajo........ 10 25 20 300
Beneficio................ 5 10 12

Logicamente, el fabricante se preguntara: ¢ Cuéantas unidades de cada producto tendré que fa-
bricar para conseguir el mayor beneficio posible sin dejar obreros parados?

La cuestion que acabamos de plantear es un problema clasico de programacion lineal. El
hecho de Ilamarle lineal se debe a que puede plantearse en términos de ecuaciones e inecua-
ciones lineales.

. Ejemplos clasicos de Programacion Lineal son también el problema de la dieta y el proble-

ma del transporte.

a. Problema de la dieta
El problema se llama asi porque en sus origenes consistio Unicamente en determinar la
dieta humana mas econdmica. En su forma industrial mas corriente, el problema consiste
en saber como mezclar de la forma méas econémica posible las materias primas que
constituyen un producto de férmula quimica conocida.

b. Problema del transporte

Supongamos que una empresa fabrica un producto en ciertos origenes (factorias
F. Ry ) y luego lo lleva a ciertos destinos (almacenes Al, A2,.....). Supongamos

que se conoce:
e ¢Qué cantidad de producto se fabrica en cada origen?

o ¢Qué cantidad de cada producto se necesita en cada destino?
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o ¢Cuanto vale llevar una unidad de producto desde cada origen a cada destino? (Lla-
maremos c; al precio de llevar una unidad de producto desde la factoria F; al al-

maceén A;)

Esquematicamente, los datos pueden agruparse de una de las dos formas siguientes:

Fabricas Almacenes Cantidad
A A, A ]
F1 A1 fabrLcada
F1 Cu Cp Cpp v o
F2 Cp Cp Cpp o o *
A2 F3 *
C12 C12 ClZ cee cee
F, A, :
Cantidad
* * * *
demandada

El conocido problema del transporte consiste en averiguar qué cantidad de producto
debe llevarse desde cada origen a cada destino para que los costes de transporte sean
minimos. Segun el caso, puede ser un problema sumamente complicado por el gran na-
mero de variables que puede llegar a involucrar. Por ejemplo, la direccion de la General
Eléctrica de Gran Bretrafa tiene que decidir cual es la forma mas economica de llevar el
carbdn desde 800 minas a 200 centrales eléctricas, pudiendo efectuarse el transporte por
carretera, ferrocarril o mar.
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