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Funciones y sistemas de ecuaciones lineales

Una funcion afin viene dada por la expresion y=ax+b, donde ““a” representa la pendiente y “b”
la ordenada en el origen. Su representacion grafica es una recta.

Conocidos dos puntos de la recta, la pendiente se calcula dividiendo el incremento de la y
(diferencia de ordenadas) entre el incremento de la x (diferencia de abscisas). Si la pendiente es
positiva la recta “sube” y si es negativa la recta “baja”. La caracteristica fundamental de una
funcién afin es que a incrementos iguales de la variable x (variable independiente) corresponden
incrementos iguales de la variable y (variable dependiente). Si b=0 la funcion se llama lineal o de
proporcionalidad directa.

Ejemplos

# De una funcion que sabemos que es afin sdlo conocemos x| 114110
la tabla de valores que aparece a la derecha. Encuentra 5513 | 28
la expresion de dicha funcién y representala.

Solucion
Por ser una funcién afin, cada punto de la recta debe de verificar la ecuacién

y=ax+b.

55=a-1+b a=
—
13=a-4+b

W o

5
=—X+3
y 3

¥ En un experimento de fisica se obtiene la tabla adjunta, [t] o1 | 07 |12
donde el espacio recorrido por un objeto se expresa en e 005 | 245 [ 72
metros el tiempo que tarda en recorrerlo se expresa en
segundos. ¢Es una funcién afin?

Solucién

Una manera de comprobar si es una funcion afin es verificar que los segmentos que
unen dos puntos consecutivos tienen la misma pendiente.

(01,005)|  245-005_24 _, (07.245)| 72-245_475 .
(0'7,2'45) 07-01 06 12,72 12-07 05
Como 495 = noesunafuncién afin
Otra manera es comprobar que cada punto de la recta verifica la ecuacion e=at+b.
005=01-a+b a=4 7
- 7 e=4t—-—
2'45=07a+b b=——
20

Si el tercer punto esta alineado con los anteriores debe verificar esta ecuacion.
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Ejemplo

72+4.12 _2l0 72+4'45 = Noesuna funcién afin

B Una receta para hacer helados recomienda poner 10 gramos de vainilla por

cada 200 cm® de leche. Encuentra la relacion entre la cantidad de leche y de
vainilla y representa la funcion.

Solucion

Si llamamos “y” a la cantidad de 200=10-a a=20
leche y “x” a los gramos de vainilla

la ecuacion es de la forma y=ax y = 20X

En una academia cobran, por las clases de inglés, una cantidad fija de 10 € en
concepto de matricula més una cuota de 15 € mensuales.

Halla la expresion analitica que relaciona el nUmero de meses con el coste total y
representa graficamente la funcién obtenida.

Solucion

Es una funcion afin ~ C(x) =10+15x

Es importante hacer notar, que el dominio de esta funcién esta restringido a los valores
positivos de la variable independiente x (tiempo).

100 |
90
80
70] C(x)=10+15x

60

50|

40

30

20

En un recibo de la luz aparece la siguiente informacion: consumo 1400 kw/h y

precio del kw/h 0’2 €.

a) ¢Cuéanto cobrarédn por la energia consumida? Escribe la relacion entre el
consumo y el coste y represéntala graficamente.

b) Si ademas nos cobran al mes 20 € por el alquiler del equipo, ¢cdmo queda la
funcidén que relaciona el consumo y el coste? Represéntala en los mismos ejes
que la anterior.
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c) ¢Qué transformacion sufre el precio si le afiadimos el 16 % de IVA? Escribe la
funcion correspondiente y represéntala junto a las otras dos en los mismos ejes.

Solucion

2) 1400°%Y 02— & _2g0¢
h ~“kw/h

Es una funcién lineal. Si “x” es el consumo y C(x) es el coste en funcién del
consumo
C(x)=02x

b) C(x)=20+02x

200

C(x)=20+0'2x

150 4

1004

50 1

20

0 500 1000 1500

¢) C(x)=116(20+02x) =232+0232x

2504

C(x)=23'2+0'232x

200+

1504

100+

504

23'2
20

0 500 1000 1500
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Compatibilidad de un sistema de 2 ecuaciones lineales con 2 incégnitas

Ax+By=C
A'x+B'y=C'
podemos obtener por cualquiera de los tres métodos: sustitucion, reduccion e igualacion.

Sea un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas } cuya solucién la

g

. A B . : . . :
Si Kig diremos que el sistema es compatible determinado y por tanto tiene una

unica solucion. Graficamente el sistema representa dos rectas que se cortan un punto
cuyas coordenadas corresponden con la solucion del sistema de ecuaciones.

... A B C . . . . . L
# Si X = B # o diremos que el sistema es incompatible y por tanto no tiene solucion.
Gréaficamente el sistema representa dos rectas paralelas.
. A B C .. i L . .
b Si TR =E diremos que el sistema es compatible indeterminado y por tanto tiene

infinitas soluciones. Gréaficamente el sistema representa dos rectas que coinciden.

Ejemplo  Los gréficos a), b) y c) son la representacion grafica de los sistemas S, S' y S".

Indica qué grafico corresponde a cada sistema y describe cada uno de los sistemas
segun todo lo anterior:

X+y=1 X+y=2 2Xx—2y =8
S: y S Y S' y
X+2y=-1 X+y=-3 X-y=4
2
S 5
5
2 ’ -2
2 -5
—4
Ejemplo  ¢De cudles de estos sistemas es X+y=-2 3X+y=6 2X-y =5
solucion el par x=1,y=-3? X—y=—4 X—y=4 3x—2y =9
Razoénalo.
Solucion
1-3=-2 3-1-3=0 2:1-(-3)=5
1-(-3)=4 1-(-3)=4 3-1-2(-3)=9
Del tercero.

Ejemplo  Los lados de un tridngulo estan sobre las rectas determinadas por las ecuaciones:

3X+y=9 2x+3y=-1 X—2y=-4
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¢ Cuales son las coordenadas de los vértices del triangulo? Haz una representacion
grafica del problema.

Solucion

Las coordenadas de los vertices corresponden a los puntos de corte de las rectas y estos
se obtienen resolviendo los sistemas de ecuaciones.

Xy — A(4,-3) Xy — B(2,3)
2X+3y=-1 X—2y=-4

ox+3y=—1

Xy } C(-2.1)

X—-2y=-4

2Xx+3y=-1

3] A=(4,-3)

Ejemplo  Los lados de un paralelogramo estan sobre las rectas determinadas por las
ecuaciones 2x—-3y=7,—-4x+6y=3, -5x+y=2 y 15x—3y =50. ;{Cuales son las
coordenadas de los vértices del paralelogramo? Haz una representacion grafica del
problema.

Solucién

Al ser un paralelogramo primero hacemos la representacion grafica para ver cuales son
las rectas cuyas intersecciones determinan los vértices del paralelogramo.
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C(3'96,314)

4 5 6
B(3'30,-012)
15x -3y =50
_Bx4+y=2 15x —3y =50
=2l o A(1,-3) y ., B(33,-012)
2x-3y=7 2x-3y=7
15x -3y =50 —-5x+y=2
y — C(396,314) y — D(-0'34,0'26)
—4x+6y=3 —4x+6y =3
Juan Bragado Rodriguez
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Ecuaciones de 2° grado

La formula para calcular las raices de la ecuacion completa de segundo grado ax® +bx+c=0 es:

_ —b++b®—4ac

2a

X

Numero de soluciones

La cantidad b?—4ac que aparece bajo el radical se llama discriminante de la ecuacion, ya que
permite discriminar o distinguir el nimero de soluciones de una ecuacién de segundo grado, y de su
signo depende que ésta tenga o no soluciones.

e Si b?-4ac>0 existen dos soluciones distintas. Si las soluciones son x, y X,, la

ecuacion puede factorizarse asi:
a(x—x)(x-x,)=0

e Si b*>—4ac=0 el radical se anula, y las dos soluciones son iguales. Se dice también que
se trata de una solucidn o raiz doble.

Si laraiz doble es x,, la ecuacion puede factorizarse asi:
a(x - Xl)(x - Xl) =a(X - X1)2 =0

e Si b*-4ac<0 no existen raices cuadradas reales y la ecuacion no tiene soluciones
reales. En este caso se dice que la ecuacion es irreducible ya que no se puede factorizar al
carecer de raices reales.

Tjemplo x> —7x—18=0

Es muy importante identificar bien los coeficientes de x?, de x y el término independiente,
con sus signos respectivos. a=1,b=-7y c=-18

7+11

X:—(—Y)i\/(—7)2—4(1)(—18):7i\/49+72:7ill %= =9
21 2 2 7-11

x2:—2 =-2

x,=9 — 9°-7.9-18=0 81-63-18=0

Comprobacion:
X,=—2 = (-2)°-7(-2)-18=0 4+14-18=0

Ejemplo  5x° —6x—27=0

a=5b=-6yc=-27
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6+24
(067 -4()(27) 6:V+5M0 6124 T 10
2.5 10 10 _6=24_ 44
10

., X, =3 - 5.3-6:3-27=0 45-18-27=0
Comprobacion:
X,=-18 — 5.(-18)°-6-(-18)-27=0 162+10'8-27=0

Ejemplo  12x* +4x-5=0

a=12,b=4yc=-5

~4416 1
-4 F-402)(-5) -4:Vi6+240 -4216 T 24 2
2.12 24 24 « _—4-16_-5

© 24 6

Comprobacion:
2
xlzl — 12-l +4-£—5:0 12-1+2—5:O 3+2-5=0
2 2 2 4

2
x,= > o 12{2] 442520 120 5., 21
6 6 6

Tjemplo  X° —%X—i—%:o

7 g _ .
azl,bz—g y ng En este caso lo méas practico es eliminar los denominadores para

, 1
operar con niimero enteros.  x° —Ex t3= 0 - 6x°-7x+2=0

7+1 2
X_—(—7)J_r\/(—7)2—4(6)(2)_71«/49—48_711 =5 T3
2.6 12 12 7-1 1

X2: = —

12 2

+

2
x. =2 5 (E) _Z(Ej+l:0 4 7,1 o 4Z7+3_,
- 3 3 613/ 3 9 9 3 9
Comprobacion:
1 1 1.7
2 3 4

TCjemplo  X* + (X +2)° =580

Eliminamos el paréntesis, reducimos términos semejantes y simplificamos la expresion
resultante.

X% + X% +4x +4 =580 — 2x% +4x-576=0 - X*+2x—288=0
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a=1,b=2yc=-288

X_—2+34_16
X_—Zi\/22—4(1)(—288)_—21«/1156_—2134 1Ty T
2.1 2 2 )(2:—22—34:_18

., %X, =16 — 16°+2-16-288=0 256 +32-288=0
Comprobacion:
X,=-18 — (-18)°+2(-18)-288=0 324-36-288=0

Tjemplo  4x° —4x+1=0
a=4,b=-4yc=1

X__(_4)i\/(_4)2—4(4)(1)_4i«/16—16_4i0_1 ooy o1t
- 2.4 8 8 2 T2

En este caso la solucién o raiz es doble.

g 1 1Y 1 1
Comprobacion: x=E - 4/=| -4-=+1=0 4-Z—Z+1=0 1-2+1=0

Ejemplo X +x+1=0

a=1,b=1yc=1

o1 PA@) 1x1d 12473

= = No tiene solucién
2-1 2 2

Ejemplo x> —5x=0

Aplicando la formula a=1,b=-5yc=0

5+5

+
2

(D 40O 5425 55 4T

=5
2-1 2 2 5-5 0
Xzz—:—zo

2 2

Sacando factor comun

2 _ _ Xy
X =5x=0 X(x-5)=0

X,

., x=0 - 0°-5.0=0 0=0
Comprobacion:
Xx,=5 — 5°-5.5=0 25-25=0

Ejemplo x> —81=0

Aplicando la formula a=1,b=0yc=-81

X_02i1/02—4(1)(—8 ) ++324 +18

2:1 2 2
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Despejando directamente la incégnita

9

X, =
x?-81=0 x?=81 Xx=+81=49 ! o
X, =—

x, =9 — 9°-81=0 81-81=0

Comprobacion:
X,=-9 — (-9)°-81=0 81-81=0

Ejemplo  Resolver las siguientes ecuaciones sin aplicar la formula.
a) 3x*-5x=0  b) 25x° —%:o c) 4(3-2x)(1+7x)=0

Soluciones
Xx=0

a) X(3x-5=0 =
X-5=0 = x=

b) ZSXZ—L:O 25x2:i x2:L X:J_r‘/if_ri
100 100 2500 2500 50

-3

3-2x=0 = -2x=-3 x= =15
0) 4(3-2X)(L+7X)=0 = 12
1+7x=0 = 7x=-1 x=—
2_
Ejemplo x(2x—1)+§=3x X+l
5 5 5
Eliminamos los paréntesis y los denominadores.
2_
2x2—x+§:3X X+% 10x* —5x+3=3x*—x+1  7x*—4x+2=0

a=7,b=—4yc=2

X No tiene solucién

(4 +(-4)?-4(7)(2) 4+16-56 4+y-40
B 2.7 14 - 14

Ejemplo x(x—l)+1:§+w

Eliminamos los paréntesis y los denominadores.

5 2x%-x

xz—x+1=€+ 3 6X2—B6X+6=5+4x>-2x 2x*—-4x+1=0

a=2,b=-4yc=1
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2++/2
X_—(—4)i\/(—4)2—4(2)(1)_4i«/16—8_4ir\/§_4i2\/§_2i\/§ M=
2.2 4 4 4 2 2-2
X, =———
2
Ejemplo  (x+1) B _2(1- x)} gz 112D
Eliminamos el paréntesis del interior del corchete.
(xX+1) §—2+2x) :3X2+M (X +1) —irax :3XZ+M
2 2 2
Multiplicamos el paréntesis por el corchete.
f— — f— 2_ —
(x+1)( 1+4x):3X2+11(x 1) X+ 4x 1+4x:3X2+11x 11
2 2 2 2
2 f— —
wzwﬂﬂxz 1 4x? +3x-1=6x2+11x -11  —2x*—8x+10=0
2x*+8x-10=0 a=2,b=8yc=-10
« _—8+12_1
X_—Si\/82—4(2)(—10)  —8+4/64+80 —8+12 S
2-2 4 4 -8-12
2: :—5
4
. 2> x*-9 (x+3)7 1
Ejemplo (x+2) _ = +=
5 4 2 5
. s X*+4+4x x*-9 x*+9+6x 1
Eliminamos los paréntesis. - = +=
5 4 2 5
2 2 2
m.cm.(2,4,5) =20 20(X +g+4x_x y 9}:20[M+3

4(X* +4+4x)—5(x*—9) =10(X* +9+6X) + 4

4x® +16+16X —5x® +45=10x*>+90+60x +4  11x*+44x+33=0 x*>+4x+3=0

-4+2
X:—4iw/42—4(1)(3):—4i«/16—12:—4i2 = =1

2-1 2 2 —-4-2
X, = =-3

2
Ejemplo  (v—1)? = V(V; D q
2
Eliminamos los paréntesis.  v?+1-2v= VIV
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=0

v
2V +2-4v=v’+v+2 V'-5v=0 v(v-5=0 =
v-5=0 — v,=5

(m-2)* (m+1)(m-5) _,. . m-1

Ejemplo 3 > 1+
. . m’+4—-4m m?-5m+m-5 m-1
Eliminamos los paréntesis. — =1+
3 2 2
2 _ 2 _ _ _
m.cm.(2,3)=6 G(m +2 4m _m ;m 5):6(14.”‘71]

2(m* +4—4m)-3(m*-4m-5)=6+3(m-1)

2m’> +8-8m-3m?*+12m+15=6+3m-3 m?>—-m-20=0

1+9
m_—(—l)i\/(—1)2—4(1)(—20)_1i«/l+80_1i9 . ™= =3
2-1 2 2 1-9
m,=——=-4
2
. 6—5t 2
Ejemplo (t—l)(t+1)—T=(t+2)
. - 7 - 2 6_5t 2
Eliminamos los paréntesis. t _1_T=t + 4+ 4t
3t° —3—(6-5t) =3t +12+12t 3t° —3-6+5t=3t*+12+12t
-7t=21 t=£—3
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Ecuaciones con radicales o ecuaciones irracionales

Son aquellas que tienen la incognita bajo el signo radical. Se resuelven mediante los pasos
siguientes:

1) Se aisla un radical en uno de los dos miembros, pasando los restantes términos,
radicales y no radicales, al otro miembro.

2) Se elevan al cuadrado los dos miembros. Si el indice de la raiz es distinto de 2, hay que
elevar los dos miembros de la ecuacién a la potencia necesaria segun el indice de la
raiz, con el objeto de que ésta desaparezca.

3) Si existe todavia algun radical se repite el proceso.

4) Se resuelve la ecuacion obtenida y se comprueba cuales de las soluciones obtenidas
verifican la ecuacion dada. Es fundamental comprobar todas las soluciones, ya que en
el proceso de elevar al cuadrado, aunque se conservan todas las soluciones, pueden
introducirse soluciones nuevas que, naturalmente, hay que rechazar.

Ejemplo  2x-3 —x=-1

1) V/2x-3=-1+X

2) (W2x—3f=(-1+x)?  2x-3=(-12+(x)* +2(-1)(+x)  2x-3=1+x*—2x

3) X —dx+4=0 X:—(—4)i\/(;4:)L2—4(1)(4) _ 4J_r\/126—16 :gzz

4) J2.2-3-2=-1 J1-2=-1 -1=-1

Ejemplo X +3=4
Jx=4-3 Jx=1 [xf=1r x=1

Comprobacion: V1+3=4 4=4
Ejemplo  2+/Xx+5+10=x
2x+5=x-10  (2Xx+5] =(x=10)*  4(x+5)=x?+(~10)* +2(x)(~10)

4x + 20 = x* +100 — 20x x> —24x+80=0

= 24+16 20
. —(—24)+/(-24)? —4(1)(80) 24++/576-320 24+16 1Ty T
2.1 2 2 24-16
X, = > =4

X, =20 —» 2+420+5+10=20 10+10=20 20=20

Comprobacion:
X, =4 — 244+5+10=4 6+10=4 16 24

La solucion de la ecuacion es x =20.
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Eliminamos el denominador pasando la raiz al segundo miembro multiplicando al 5.

10=5v6-x  10°=(56-x| 100=25(6-x)  100=150- 25x

25x =50 = x=@=2
25
Comprobacion: L=5 10 5 5=5
\N6-2 2

Ejemplo /42X +x+2 =2

Dejamos uno de los radicales en el primer miembro y elevamos los dos miembros al

cuadrado.
Ji—ox=2-x+2  (Ja-2xf=(2-Vx+2f

4-2x=22+(-x+2f +2@-Vx+2) 4-2x=4+x+2-4Vx+2

Dejamos el radical en el primer miembro y elevamos nuevamente los dos miembros al
cuadrado.

ANX+2=4+X+2-4+2X 4oX+2=2+3X (4«/x+2)zz(2+3x)2

16(x +2) = 22+ (3%)2 +2(2) (3%) 16X+32=4+9x2+12x  9x*—4x—-28=0
L _At32
X:—(—4)i\/(—4)2—4(9)(—28):41«/16+1008:4132 T I
2.9 18 18 L _4-32_ 14
* 18 9

Comprobacion:

x1—2 > \4-2.2=2-\2+2 0=2-2 0=
X, = la- 2 - ¢2—,/ Yoo ay —\ﬁ
La solucion de la ecuacion es x =2.
Ejemplo  7+%/5x—2=9
Yox-2=9-7  ¥ox—2=2  (Bx-2/=2" = Bx-2=8 x=2

Comprobacion: 7+%/5.-2-2=9 7+38=9 7+2=9 9=9
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Ecuaciones Bicuadradas

Se llaman ecuaciones bicuadradas a las ecuaciones de cuarto grado que carecen de término impar.

Su forma general es:
ax’ +

bx?+c=0

Si la expresamos de la forma a(x®)*+bx’+c=0 y hacemos el cambio x*=2z obtenemos la

ecuacion de segundo grado az®+bz+c=0. Resolviendo esta ecuacion en z se obtienen a lo méas

dos soluciones z, y z, que permiten calcular x.

x=+z,

=

1 Xz_\/z_l

X" =Z

x=+\z;

=

2 Xz_\/z

=z

Ejemplo  X* —5x* +4=0
; _5+3_4
—(=5)+./(-5)? — + 1 =—=
x2=z 722-52+4=0 z= (-5) +/(-5) 4(04) _5+3 5
21 2 5-3
22:—:1
2
X, =+v4 =2 X, =+4/1=1
z,=4 = ' \/_ z,=1 = 3
X, =—+4=-2 X,=—+1=-1
Ejemplo X' —5%x*-36=0
_5+13_4
—(-5)£4/(-5)* —4(1)(-36) 5= 1=, T
x2=7z 7°-57-36=0 z= (=5) \/( ) —4(1)(-36) _5+13 2
2-1 2 5-13
22:—:—4
2
2,=9 = ¥o z,=-4 = No hay solucién
X2=— 9:—3
Ejemplo  3X' —5x*>=0
L, _5+5_10_5
_(_ + . 2_ + 1 _—— =
oz aroszo0 g (DEEH-4Q)O) 515 5 "6 3
2-3 6 5-5
22=—=0
6
5
X, =+, | =
S 3
L= = 22_0 = X3=X4—0
3 5
X, =—,|—
? 3
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Problemas provuestos con soluciones

a) X>—6x+9=16 b) 3x*+2x-3=2x"+7-x  ¢) 11(x-1)*=(2x-3)* +4x* +1
2 2 2
d) (x+2)° x 9:(x+3) +1
5 4 2 5
X2—x—4 x*+x-2 x> +1 x> -4

1=
4 2 9 3 6

1) 3X+6x=(X+2)(5-3x%) ) [x—%j(3x+4):0 k)

e) 2+ (2X+3)(x—-2)=(2x+1)(x—-4)+18

f)

+x  h)x*-5x*-36=0

2
1 1 g |)§X2—X=0
25 16 5

m) Xzfz :_XZZ?Q n) (xV2-1)"+(2+%)°=(/3x-2  0)x'-16=0

p) vV2x-1=4 g) X=+X+7+5 N x—7=2Jx+1 S)3—,\y+2=7

) VX-3+4/Xx+5=4  U)v/2x-5=1++/x-3 v)%:B
—X+

Soluciones
5++/22 5-+22
1= Yy X,
3 3
dx,=-1y x,=-3 e)x=3 f)x,=0y x,=-3 ¢)x,=0y Xx,=6

a) X, =7y x,=-1 b) x,=2 y x,=-5 C) X

. +/b5-5 —4/55-5 . 1 4
h) x,=3y x,=-3 i) X, = X, =—— = X. == V X, =——
) % =3Y X, )13y2 3 1)13y23
5 5 5
k) XIZ_E y X2=E ) x,=0y x2:§ m) X, =-5,X,=—4,X,=4 'y Xx,=5

1 17 .
n) X=—-—= 0) X, =-2 X, =2 X=— Xx=9 r) x=15 S) no tiene
) WE ) X, y X, p) 5 q) ) )
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Resolucién de problemas

1) Al aumentar en 3 cm el lado de un cuadrado se forma otro cuadrado de 324 cm? de area.
Calcula la medida del lado del cuadrado inicial.

Sean “x” la medida del lado del cuadrado inicial. Al aumentar el lado 3 cm, el nuevo lado del
cuadrado sera de x +3.

(x+3)* =324 x> +9+6x=324 x> +6x-315=0
= —6+36 _15
X_—Gi\/62—4(1)(—315)_—64_r\/36+1260_—6i36 T
2-1 2 2 )(2:—62—36:_21
La solucion vélida es la positiva, es decir, 15 cm ya que el lado del cuadrado no puede ser

negativo.
Comprobacion: (15+3)*=324  18°=324  324=324

2) La tercera parte del cuadrado de un numero entero, sumado a la quinta parte del mismo

numero da como resultado 78. Calcula dicho numero.
2

, X° X
Sea “x” el nUmero buscado. —4—=78

2
m.cm.(3,5) =15 15(%+§] ~15.78  5x?+3x—1170=0

_ —3+153

x_—3i\/32—4(5)(—1170)_—3J_r«/9+23400_—31153 TR
2.5 10 10 X, _—3-153 _ ~15'6
10

La solucion valida es 15, ya que de las dos soluciones es la Gnica que es un nimero entero.

2
Comprobacion: %+%= 78 75+5=78

3) Una caja mide 5 cm de altura y de ancho mide 5 cm mas que de largo. Su volumen es de
1500 cm?. Calcula su longitud y su anchura.

Sea “x” el largo de la caja.

1500=x(x+5)5  1500=5x*+25x  5x°+25x-1500=0  x*+5x-300=0

-5+35
X = 5+ 5 -4(1)(-300) -5:425+1200 -5£35 1T 5
2-1 2 2 )(2:_52_35=_20

La solucidn valida es la positiva, es decir, 15 cm ya que el lado de la caja no puede ser
negativo. Por tanto, el largo es 15 cm, el ancho 20 cm y la altura es de 5 cm.
Comprobacion: 1500=15-(15+5)-5  1500=15-20-5 1500 =1500
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4) Calcula la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo sabiendo que las medidas de sus lados son
tres nUmeros enteros consecutivos.

Sea “X” uno de los lados. Los otros dos seran X+1 y X+ 2, por tanto, la hipotenusa sera el
X+ 2 que es el mayor. Aplicando el teorema de Pitagoras tenemos:

(X+2)°=x>+(X+1)° X +4+4X=X"+X*+1+2X  X*+4+4x=2x>+1+2X

—x>+2x+3=0 x> —2x-3=0

N

+4
_—(—Z)i\/(—2)2—4(1)(—3)_Zi\/4+12_2i4 = =3
21 2 2 2-4
xzsz—l

X

La solucién valida es 3. Los lados del triangulo son 3, 4 y 5.
Comprobacion: (3+2)*=3"+(3+1)° 5 =3+4" 25=9+16

5) Calcula las dimensiones de un rectangulo en el que la base mide 2 cm menos que la altura y
la diagonal mide 10 cm.

Sea “x” la medida de la altura. La base sera x—2. Aplicando el teorema de Pitagoras se
obtiene:

100=x"+(x-2)> 100=x*+x*+4—-4x  2x*—4x-96=0 x*—-2x-48=0

2+14

X:—(—Z)i\/(—2)2—4(1)(—48):2i\/4+192:2i14 = =8
21 2 2 2-14

x2:—2 =—6

Las dimensiones son 8 cm de altura 'y 6 cm de base.
Comprobacion: 100=8°+(8-2)° 100=64+36

6) La suma de los cuadrados de dos numeros consecutivos positivos es 85. ¢Cuales son los
nameros?

Sea “x” uno de los nimeros. El nimero consecutivo serd x +1.

X+ (X+1)*=85 x*+x*+1+2x=85  2x*+2x-84=0 x*+x-42=0

o o118 ¢
X_—1i1/12—4(1)(—42) _ —1++41+168 -1+13 o2
21 2 2 ~-1-13
X, = > =—1

La solucion valida es 6, por tanto los nimeros consecutivos positivos son 6y 7.

Comprobacion: 6°+(6+1)>=85 36+49=85
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7) El producto de dos nimeros consecutivos positivos es 156. ¢ Cuéles son esos nimeros?

Sea “x” uno de los numeros. El nimero consecutivo serd x +1.

X (X +1) =156 x> +x =156 X*+x-156=0
L 125,
X_—li\/12—4(1)(—156)_—1J_r\/1+624_—1i25 1Ty T
2.1 2 2 -1,
2

La solucién vélida es 12 que es el nimero positivo, por tanto los nimeros consecutivos
positivos son 12 y 13.

Comprobacion: 12(12+1)=156  12-13=156

8) El cuadrado de un numero positivo, menos el triple del nimero, menos 7 es 11. ¢{Cuél es el

numero?
Sea “x” el nlmero.  x*-3x-7=11 x*-3x-18=0
3+9
. —(-3)+(-8)’ - 4(1)(-18) _3++9+72 _3x9 =y =0
2-1 2 2 3-9
X, :T:_S

La solucion valida es 6 que es el numero positivo.
Comprobaciéon: 6*-3-6-7=11 36-18-7=11 11=11

9) El &rea de un rectangulo es 18 cm? ¢Cudles son sus dimensiones sabiendo que una es el
doble que la otra?

Sea “x” la base del rectangulo. La altura sera 2x.
) , 18
X-2x =18 2x*=18  x'=">=9 X=+/9 =3
La solucidn valida es 3 que es la positiva, por tanto la base mide 3 y la altura 6.

Comprobacion: 3-2-3=18 18=18

10) La edad de un padre es el cuadrado de la de su hijo. Dentro de 24 afios la edad del padre sera
el doble que la del hijo. ¢ Cuantos afios tienen ahora cada uno?

Sea “x” la edad actual del hijo. La edad del padre sera x°.

X>+24=2(x+24) X>+24=2x+48 X?—2x—-24=0
X_2+10_6
X_—(—Z)i\/(—2)2—4(1)(—24)_2i«/4+96_2i10 1Ty T
21 2 2 2-10
Xy =" =4
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La solucion valida es 6 que es la positiva, por tanto el hijo tiene 6 afios y el padre 36.
Comprobacion: 6*+24=2(6+24) 60=60

11) La suma de las edades de los 4 miembros de una familia es 104 afios. El padre tiene 6 afios
mas que la madre que tuvo a los dos hijos gemelos a los 27 afios. ¢ Qué edad tiene cada uno?

Sea “x” la edad actual de la madre. La edad del padre sera x +6.

X+X+6+2(x-27)=104 2X+6+2x—-54=104 4x =152 x =38

La madre tiene 38 afios, el padre 44 y los hijos gemelos 38 —27 =11 afios.

Comprobacion: 38+38+6+2(38—-27) =104 82+2-11=104 104 =104

12) Para construir una pirdmide regular de base cuadrada y de 30 m de altura se han necesitado
2250 m* de piedra. Calcula el lado de la base de la piramide.

Si “x” es el lado del cuadrado de la base de la piramide, la férmula que nos da el volumen
es:

V= %xArea de la basexaltura:%-x2 .30

2250=%-x2~30 6750 = 30x> x2=%=225 = X=4/225=15m

Comprobacion: 2250 = % -15%-30 2250 =2250

13) Busca los numeros que cumplan la siguiente condicion: “La décima parte del nGmero mas
los dos tercios de su cuadrado da un resultado nulo”.

Sea “x” el nUmero que buscamos.

X120 30 X12x2)20  3x+20x2=0  20x%+3x=0
10 3 10 3
x=0
X(20x+3)=0 = -3
20x+3=0 20x =-3 X=—
20
-3 )
Comprobacién: &4_2(__3) =0 __3 gi:o __3+£:
10 3(20 200 3 400 200 1200
-3 18

1200-%+1200- 0 6(-3)+18=0 -18+18=0

1200
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Graficas de las Funciones Cuadraticas

1)

2)

3)

Un grupo de jovenes amantes de los deportes de riesgo han decidido hacer puenting desde
un puente de 185 m de altura. Van lanzandose con cuerdas de diferentes longitudes y
midiendo el tiempo que tardan en sentir el tiron de la cuerda en sus pies. Al final de la
jornada han recopilado todos estos datos en una tabla:

t(seg)|1|2|3|4| 5 | 6|
e(m) [5]20|45|80 125180 |

a) Representa en un sistema de ejes de coordenadas esas parejas de valores.
b) Trata de encontrar una expresion algebraica que reproduzca esa tabla.

Expresa el volumen de una lata cilindrica de altura 2 dm en funcion del radio de la base y
representa graficamente la funcién obtenida.

Con un carton cuadrado de 5 dm de lado se desea construir una caja cortando cuadrados

de lado x en las esquinas.

a) Expresa el area de la caja en funcién de x y represéntala graficamente.

b) Si la caja tiene tapa, expresa el area y representa graficamente la funcion
correspondiente.

Utilizando el programa de matematicas Geogebra, o la Calculadora Gréfica contesta los siguientes
apartados:

1) Representa las funciones y=x’ y=0'5x> y=5x* y=-x". ¢(Qué relacion
encuentras entre ellas?

2) Representa las funciones y=x> y=x"+1  y=x’-3. ¢Qué relacion encuentras
entre ellas?

3) ¢Como sera la ecuacion de la parabola y = x* desplazada verticalmente 2 unidades?

4) Representa las funciones: y=x*> y=(x-1)> y=(x+3)*. ;Qué relacion encuentras
entre ellas?

5) Si la pardbola y=x* la desplazamos horizontalmente 2 unidades hacia la derecha

¢cual es su ecuacion? gy si la desplazamos horizontalmente una unidad hacia la
izquierda?

6) Si la parabola y =—x* la desplazamos horizontalmente 5 unidades hacia la izquierda y
verticalmente 3 unidades hacia abajo ¢cudl es su ecuacion?

7) Desarrolla las potencias de las funciones del problema 5). Compara el resultado con las
ecuaciones de partida y ponte otros ejemplos.

8)
a) Representa la funcion y =(x—3)(x—1) y observa detenidamente su grafica.
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b) Borra la grafica de la funcion anterior y representa las funciones y = (x+2)(x—4),
y=-2(X+2)(x-4) e y:%(x+1)(x+ 3). ¢Qué relacion guardan los ndmeros que

aparecen en la funcién con los puntos de corte con el eje de abscisas?

c) Representa en los mismos ejes de coordenadas las funciones y=(x—-3)(x+1),
y=2(x-3)(x+1) e y=-3(x-3)(x+1). ¢qué tienen en comun estas tres graficas?
¢en qué se diferencian? Basandote en las conclusiones obtenidas en este apartado
¢te atreves a escribir la ecuacion general de una parabola si conocemos los puntos
donde esta corta al eje de abscisas?

d) Borra las funciones anteriores y representa la funcion y=(x+1)(x-2)(x+3). La
gréfica correspondiente a esta funcién no es una parébola, pero si observas
detenidamente la funcion y su grafica puedes deducir los puntos donde corta al eje
de abscisas. Estas funciones se denominan funciones polindmicas de tercer grado.
¢, Cual serd la ecuacion general de estas funciones? ¢y de una funcion polinémica de
cuarto grado?

9) Teniendo en cuenta las conclusiones del apartado anterior y observando las graficas de
las siguientes funciones ¢cuales son sus raices (puntos de corte con el eje de abscisas)?
Haz la descomposicion factorial de cada una de las funciones y encuentra su expresion
desarrollada.

40 4
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Pasos para representar grificamente una pardbola y =ax? +bx +c

Ejemplo Representar grificamente la pardbola y =-2x" —2x+12

Enesteejemplo a=-2 b=-2 y c=12

X, =
1) Célculo del Vértice V(x,,Y,) 2a  2(-2)
y, =(-0'5)* -2(-0'5) +12=12'5

El vértice es el punto V(-05,12'5)

2) Cortes con el eje de abscisas 0 eje horizontal (OX)

Hacemos siempre y =0 y resolvemos la ecuacion resultante —2x°—2x+12=0

X

b’ —dac  —(-2)+4/(-2)?-4-(-2)-12) 2410 L =2
- 2a - 2-(-2) - X

Los puntos de corte son (-3,0) y (2,0)

3) Corte con el eje de ordenadas o eje vertical (OY)

Hacemos siempre x=0 y calculamos el valor resultante de la “y”. En nuestro
ejemplo:

x=0 —» y=12 = Elpuntodecorteesel (0,12)

12'5
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Problemas sobre pardbolas

1)
a) Escribe la ecuacion de la parabola resultante de trasladar el vértice de la y = x* al
punto (3,-1).
b) Calcula los puntos en que corta al eje OX. Represéntala.
c) Ponte otros ejemplos.
Solucién
a) y=(x-3)°+1

b) Cortes con el eje de abscisas
Hacemos y =0 y resolvemos la ecuacion resultante

(x-3)°+1=0  (x-3)°’=-1 No cortaa OX
Corte con el eje de ordenadas o eje vertical (OY)
Hacemos x =0 y calculamos el valor resultante de la “y”. En nuestro ejemplo:

x=0 — y=(-3)°+1=10 = Elpuntode corte esel (0,10)

2
y=-2x -2x+12

2)
a) Encuentra el vértice de la parabola y = x> —10x + 21. Calcula los puntos de corte con

el eje OX y con el eje OY.
b) Represéntala.
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%‘?

3) Haz lo mismo con las parébolas a) y =-2x°+5x—1 b) e=-t*>+6t—-12
Sol: a) V(1'25,2'125) (0'21,0), (2'28,0) y (0,~1)
b) V(3,—-3), No corta al eje de abscisas, (0,-12)

4) Determina las ecuaciones de las siguientes parébolas:

Solucién

Para calcular la ecuacion de una parabola conocidos tres de sus puntos o mejor es sustituir
las coordenadas de cada punto en la ecuacion general de la pardbola y=ax’+bx+c y
resolver el sistema formado por las tres ecuaciones lineales con incognitas “a”, “b” y “c”.

Pero cuando de los tres puntos que conocemos dos corresponden a los puntos de corte con el
eje de abscisas el método mas réapido es sustituir el tercer punto en la ecuacién
y=k(x—-a)(x—b)

donde “a” y “b” son las abscisas de los puntos de corte.

Para la parabola céncava los puntos de corte son (0,0) y (1,0). La ecuacion es:
y=k(x-0)(x-1)

El valor del k lo obtenemos sustituyendo las coordenadas del vértice (0'5,—0'5) en la
ecuacion.

—-05=k(0'5-0)(0'5-1) -05=k-0'5(-05) = k =0—%5= 2
La ecuacion de la parabola concava es y = 2 x(x —1) = 2x* —2x
Para la parabola convexa los puntos de corte son (0,0) y (3,0). La ecuacion es:

y=k(x-0)(x-3)
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El valor del k lo obtenemos sustituyendo las coordenadas del vértice (1'5,2) en la ecuacion.
2=k({'5-0)(I'5-3) 2=k-15(-15) = k=-088

La ecuacion de la parabola convexa es y = —0'88x(x —3) = —0'88x* + 2'64 x

5) El niUmero de personas atacadas cada dia por una determinada enfermedad viene dada
por la funcion f(x)=—x*+40x+84, donde x representa el nimero de dias
transcurridos desde que se descubrié la enfermedad. Calcula:

a) ¢Cuantas personas enferman al quinto dia?
b) ¢Cuando deja de crecer la enfermedad?
¢) ¢Cuando desaparecera la enfermedad?
Sol: a) 259 personas b) 20 dias c) 42 dias

6) Se lanza un cuerpo verticalmente hacia arriba con una velocidad de 14’7 m/s desde un
punto situado a 10 m del suelo. Su altura en cada instante esta dada por la ecuacion

y=-4'9t* +14'7t+10.

a) Haz una representacion grafica.

b) ¢ En qué instante el cuerpo alcanza la altura maxima? ¢ Cual es ésta?

c) ¢En qué intervalo de tiempo el cuerpo esta a una altura superior a los 15 m?
d) ¢En qué instante el cuerpo llegara al suelo?

Solucién

a) Eneste caso a=-4'9 b=14'7 y c¢=10. Al ser una funcién que depende del tiempo
el dominio es para t>0.

Calculamos el vértice y los puntos de corte con el eje de abscisas.

__b_ w71 .

X, =——=-— =
V(X,.Y,) 2a  2(-49)
Y, = -4’9 (1’5)2 +14'7-15+10=21'025

El vértice es el punto V(1'5,21025)
Cortes con el eje de abscisas:

Hacemos y =0 y resolvemos la ecuacion resultante —4'9t> +14'7t+10=0

1T JA47)2 4. (-49)-(10) —14'7+20'3 . Ju=-057
2-(-4'9) ~98 t, =357

Como el tiempo no puede ser negativo el Gnico punto de corte con el eje de abscisas es
(357,0).

Corte con el eje de ordenadas:

t=0 —> y=10 =  El punto de corte es el (0,10)
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2
y=-4'9t +14'7t+10

b) La altura maxima la alcanza al cabo de 1'5seg y es de 21'025m.
c¢) En la ecuacion de la parabola sustituimos y =15

_ a+2 ’ 'a+2 ’ _ t1|.=0,39
15=-49t° +14'7t+10 —4'9t°+14'7t-5=0

t,=2'60
Entre los 0'39seg y 2'60seg

d) El cuerpo llegara al suelo al cabo de 3'57 seg

7) La parabola y = ax* +bx +c pasa por el origen de coordenadas.

a) ¢Cuanto valdra c?
b) Si ademés sabemos que pasa por los puntos (1,3) y (4,6). ¢Cuanto valdran ay b?

c) Representa graficamente la parabola.
Sol: a) c=0 b)a=-05y b=35

8) Tenemos 200 kg. de naranjas que hoy se venden a 0’40 €/kg. Cada dia que pasa se
estropea 1 kg. y el precio aumenta 0’01 €/kg.
a) ¢Cuando hemos de vender las naranjas para obtener el maximo beneficio?
b) ¢ Cual sera ese beneficio?
Sol: a) Al cabo de 80 dias b) 144 €

9) Los gastos anuales de una empresa por la fabricacion de x ordenadores son
G(x)=20000+250x en euros, y los ingresos que se obtienen por las ventas son
I(X)=600x—0"1x> en euros. ¢(Cuantos ordenadores deben fabricarse para que el

beneficio (ingresos menos gastos) sea maximo?
Sol: 1750 ordenadores
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10) Determina la ecuacidn de la pardbola y calcula las coordenadas de los puntos situados
sobre ella.

Sol: y=3x*-3x—6 Los puntos son: (-1'2,2) ; (0'5,—6'75) ; (1,-6) ; (2'2,2)
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Sistemas de ecuaciones no lineales

Sistemas de ecuaciones no lineales con dos incognitas

Un sistema de ecuaciones es no lineal cuando al menos una de sus ecuaciones no es de primer
grado. La resolucidn de estos sistemas se suele hacer por el método de sustitucion.

5)
6)
7)
8)

9)

1)
2)
3)

4)

5)

Ejemplo

Se despeja una incdgnita en una de las ecuaciones, preferentemente en la de primer
grado.

Se sustituye el valor de la incognita despejada en la otra ecuacion.

Se resuelve la ecuacion resultante.

Cada uno de los valores obtenidos se sustituye en la otra ecuacién. Se obtienen asi los
valores correspondientes de la otra incognita

Comprobamos los resultados sustituyendo los valores de x e y en las dos ecuaciones
para ver si se cumplen.

X+y=5
Xy=4

Despejamos “x” en la primera ecuacion x=5-y
Sustituimos el valor de “Xx” en la segunda ecuacion. (5-y)y=4
Resolvemos la ecuacion resultante

Sy—y*=4 —y?+5y-4=0 y>—5y+4=0
_5+3_4
y_—(—5)i\/(—5)2—4(1)(4)_54_-\/25—16_513 i=— "
2.1 2 2 5-3
Vemg

Sustituimos estos valores en la primera ecuacion.

y,=4 > x,=5-4=1 = (1,4)
y,=1 = x,=5-1=4 = (4,))

Comprobacion:  (1,4) —

X+y=5
x*+y? =13

1+4=5 4+1=5
4 -
1.4=4 4.1=4

y=5-x xX°+(5-x)’=13 xX*+5+(-x)’+2(5)(—x)=13  2x*-10x+12=0

Simplificando x*>-5x+6=0
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X_—(—S)i\/(—5)2—4(1)(6)_5J_r«/25—24_54_r1 Xy === =3
2-1 2 2 5-1
X,=——=2
2
X,=3 —> y,=5-3=2 = (3,2
X,=2 —> Yy,=5-2=3 = (2,3)
C bacié (3.2) 3+2=5 2.3) 2+3=5
omprobacion: 2) — 3 —
P F+2°=13 2°+3° =13

o (GX)(3y-2)=154
NP0 2x+3y =28

15y —10+3xy —2x =154 15y +3xy —2x =164
Eliminamos los paréntesis y Y } y Y }

2X+3y =28 2X+3y =28

y:28;2X 15-28;2X+3x-28_zx—2x:164 5(28—2x) + X (28— 2X) — 2x =164
140 -10x + 28X — 2x* — 2x =164 —2x%+16x—24=0 x?—8x+12=0
x—ﬁ—G
X_—(—8)i\/(—8)2—4(1)(12)_81«/64—48_8i4 1Ty T
- 21 - 2 ) 8-4
X,=——=2
2
28—2-6 16 [ 16j
X, =6 = vy = =— = |6,—
3 3 3
X, =2 — y2:28_2'2:ﬁ:8 = (2,8)
3 3
Comprobacion:
5+6)[3. 282|154
616 3 B 11-14=154
—| -
3 16 12+16=28
2-6+3-—=28
3
2.9 (5+2)(3-8-2) =154 7.22=154
! 2.2+3.8=28 4+24=28
. X+y=2
Ejemplo
x2+y2—5xy:25}

y=2-X X*4+(2-%X)°-5x(2-x)=25 X*+2°+(-x)*+2-2(-x)-10x +5x* =25
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7x?-14x-21=0 x> =2x-3=0

X_-(-2)i¢(-2)2—4(1)(—3) 2+4/4+12 2+4
- 2-1 22 2-4_

3 - y,=2-3=-1 = (3,-1)

X, =
x,=-1 —> y,=2-(-)=3 = (-1,3)

Comprobacion:

3-1=2 } 2=2 }
3,-1) -
3 +(-1)°-5-3-(-1) =25 25=25

13 - 14322 2=2}
’ (-1)2+3 —5(-1)-3=25|  25=25

Xy =24
Ejemplo 3+2_ 1
X y
2
y:E 3.2 3.2y A, gy o oux
X x 24 X 24 24x

X
2x2—24x+72=0 x?—12x+36=0

L~ (12)+(12)° ~4@)(36) _12++144-144 _12 X_Z = @4

2-1 2 2 y=
Comprobacién (6,4) o=z 24=24 24 =24
: 4) -
6 4 12

(2x—1)? —3x(2y +3) = —21}

Ejemplo
X+y=3

Eliminamos los paréntesis

(2x)% + (=1)* + 2(2x)(-1) —6xy —9x =21 AX? +1-4x —6xy—9x =-21
X+y=3 X+y=3

y=3-X  4x°+1-4x-6x(3-X)-9x=-21  4x*+1-4x-18x+6x*-9x=-21

10x2-31x+22=0
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_—(-3)+/(-3)°-4(10)(22) _31:+/961-880 31:9  |™

:31+9:2
20

X

2-10 20 20 L _31-9 22 11
> 20 20 10
X, = - y,=3-2=1 = (2,1
11 11 19 (11 19}
X2:— =9—— = — Y —_—,
10 10 10 1010
Comprobacioén:
2.1) (2-2-1)°-3-2(2-1+3)=-21 9-30=-21 -21=-21
’ 2+1=3 3=3 3=3
2 2
(2~E—1j 3.1 2-§+3)=—21 (EJ —§[§+3J=—21
(E gj 10 101”10 10) 1010
10 10 11 19 11 19
—4+==3 —+—=3
10 10 10 10
144 33 68 _ _2100 _ o,
100 10 10 100 —21=—21}
11419 _, 30 _, 3=3
10 10
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Problemas provuestos con soluciones

X+y=8 o y=3x+2 . y = X% —4x d) y =x*+6x+10
x—2y =10 4x-y=-9

a)

y=x*—4x-2 y=x*-2

2 - _ :_1 2:2 —122
9 > YTE g o YT o
-X+y=3 y+x?=2x+5 4y —x* =4 Ay -1)=x°

) Ax+y=x"+1 i y+4x=x>+4 " y+4x=x>+4 N y=x>—6x+8
y+2X=-X"+5 Y =—X*—4x+2 y+6x=—x"+9 y=x>+6x+8

m) 2x+y:4} . X+y=1} . 3x+2y:15} ) 2X° +y% = }
X*+y=7 x> —y? =2 Xy =9 Xy = —
3x+y_3y+x=2
a) (x+2y) —5x+3y:26} r)X -y =8 } 9 2 X
X+3y=7 Xy =— x_ y+l_,
5 2
Soluciones
(-2,10) (-1,-1) (2,-4) (0'76,376) (3'46,-1)
2) {(5,3) b) {(4,14) 2 (g-%} 4 (1.5) ¢ {(—0'43,2'56) 2 {(—1‘64,—1)
(2,2) . [(-1,6) . . (115,0'70)
9) {(_2,2) hy {(0,1) i) {(2,_3) j) notiene k) {(_2,15’17,29) ) {(0,8)

m) (3!_2) y (_116) n) (1’0) y (_314) O) (3!3) y (2’4!5)

p) (—2,1),(2,—1),(%—2@,[#,2&) Q) L2y (25,-6) 1) ((3,-D) y (-3,
70 91

$)(5,9) y [‘E’Ej
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Resolucién de problemas

1) ¢Cual es el area de un rectangulo sabiendo que su perimetro mide 16 cm y que su base es el
triple de su altura?

Sea “X” la base del rectangulo e “y” la altura.

2X +2y =16
2(3y)+2y=16 8y =16 y=2 = Xx=3-2=6
X =3y
., 2:6+2-2=16
Comprobacion:  (6,2) —
6=3-2

El area del rectangulo es: 6¢cm-2cm=12cm?®

2) Ladiagonal de un rectangulo mide 10 cmy su area 48 cm?. Calcular sus dimensiones.

Sea “x” la base del rectangulo e “y” la altura.

x? +y? =100 ?
vy } Soy=8 x2+(§j 2100 - %+ 2% _ 100
X

Xy = 48 X X2

x*—100x*+2304=0 — x’=z — z?*-100z+2304=0

~100+28

__—(-100)+ /(-100)" -4 (1) (2304) _100+28 n=—p =04
21 2 22:100—28:36
2
48
z,=64 — x1=\/6_4:8 — y1=E:6 = (8,6)
48
2,=36 — Xx,=+36=6 — Yo=p =8 = (6,8)
2,8 = 8+6=14
Comprobacion:  (6,8) — 6%+8 =100 8,6) — N
6.8 =148 8-6=148

Las dimensiones del rectangulo pueden ser 8 cm de base y 6 cm de altura 6 6 cm de base y
8 cm de altura.

3) Las diagonales de un rombo se diferencian en 6 cmy su &rea es 56 cm?. Calcula la medida de
las diagonales.

Sean “X” e “y” las diagonales del rombo. Sabemos que la formula que da el area del rombo es
D- . .
A= Td , donde D es la diagonal mayor y d la diagonal menor.
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X—-y=6
X-y=6 X=y+6  (y+6)y=112 y2+6y—112=0
X—éy=56 Xy =112 -y yroy= yoroymaies
_—6+22_8
—6+(67)-4(1)(-112) -6+y36+448 T 5
y 2.1 2 -6-22
Y, = 2 =-14

Evidentemente, la solucion negativa no es valida. Las dimensiones de las diagonales son
y,=8 —> x,=8+6=14 = (14,8)
Las dimensiones de las diagonales son 8 cmy 14 cm.

4) El perimetro de un tridngulo isosceles es 36 m. Las altura relativa al lado desigual mide 12
cm. Calcula la medida de los lados iguales.

Sea “y” el valor de los lados iguales y “X” la
mitad del lado que forma la base.

2X+2y =36 X+y=18
y? =122 +x° y? =12% + x*

Xx=18-y  y*=144+(18-y)’

y? =144 + 324 - 36y + y? 36y =468 i

y=2%_13 - x-18-13-5
36

Los lados desiguales miden 13 cm.

5) Los lados de un triangulo miden 5 cm, 7 cm y 10 cm, respectivamente. Calcula la altura
relativa al lado mas largo y halla el area del tridangulo.

Aplicamos el Teorema de Pitagoras
a cada uno de los dos triangulos rectangulos.

52 = h? + x? h? = 25— x?
72 =h? + (10— x)? h? = 49— (10 - x)?

Igualando los segundos miembros tenemos:
25— x% =49 — (10— x)? 25— X% = 49 - [10% + 2 (10) (-X) + (-x)?]

25— x? = 49— [100 — 20X + X 25— x? = 49 —100 + 20X — X?
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20x=76 = X:;—g:3'80m h? =25-3'8* =10'56

h=+1056 =325 cm A= 10 s 25 —=16'25¢cm?

6) En una parcela rectangular de 60 m de perimetro se hace un jardin rectangular bordeado

por un camino de 2 m de ancho. Calcula las dimensiones de la parcela sabiendo que el area
del jardin es de 112 m*

2X+2y =60 x+y=30
(x—-4)(y-4)=112 (x—-4)(y-4)=112

Eliminamos los paréntesis:

X+y=30

y=30-x X(B0-x)—4x-4(30-x)+16=112
Xy —4x -4y +16=112

30X —x*—4x-120+4x+16=112 —x*+30x-216=0 x> —30x+216=0

3046

L _—(=30) + /30— 4()(216) 30+4000-864 1T 5 19
2.1 2 )(2:302—6:12

X, =18 — vy, =30-18=12
X,=12 — vy,=30-12=18

Las dimensiones de la parcela son de 18 my 12 m.

7) Varios amigos van a repartir un premio de 800 € a partes iguales. Dos de ellos deciden

renunciar a su parte y de esta forma los demas reciben 20 € mas cada uno. ;Cuantos amigos
son? ¢ Cuanto recibe cada uno?

Sean “x” los amigos e “y” el dinero que reciben cada uno.

Xy =800 Xy =800 ~ 800
(x —2)(y + 20) =800 Xy + 20X — 2y — 40 =800 X
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800 800 1600

X-—+20x-2-———-40=800 800+ 20x ——— =840
X X X
800x + 20x? —1600 = 840x 20x? —40x —1600=0 x?—2x-80=0

« _2+18_10

X_—(—Z)J_r\/(—2)2—4(l)(—80)_2i«/4+320 1Ty T

2.1 2 2-18
X,=——=-8

2
Lasolucion validaes x=10 = y:%:SO

Hay 10 amigos. Como 2 de ellos renuncian a su parte, el resto, es decir 8, reciben 80+ 20 =100
€ cada uno.

8) Si la base de un rectangulo disminuye 2 cm y la altura aumenta 4 cm, se convierte en un
cuadrado. Si la base disminuye 4 cm y la altura aumenta 2 cm, su area disminuye 12 cm?.
Calcula los lados del rectangulo.

X-2=y+4 . x4 _
(x=4)(y+2)=xy-12

Eliminamos los paréntesis.

X—-2=y+4 y+2
Xy +2X—-4y—-8=xy-12 y
X=y+6 |
(y+6)y+2(y+6)—4y—-8=(y+6)y—-12 h X -
2 2 _16
y +6y+2y+12—-4y-8=y +6y—-12 -2y=-16 — y:—2=8 = Xx=8+6=14

Los lados del rectangulo miden 8 cmy 14 cm.

9) La suma de dos nameros enteros positivos es 36. El producto del primero aumentado en 3
unidades por el segundo aumentado en 2 unidades es 408. Encuentra los dos numeros.

Sean “x” e “y” los nimeros que buscamos.

y=36-X

X+Yy =236 X+Yy=236
(x+3)(y+2)=408 Xy +2X + 3y +6 =408

X-(36—x)+2x+3-(36—x)+6=408 36X — x* +2x +108 —3x + 6 = 408

—x*+35x-294=0 x*—35x+294=0
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(3 J(-35)2-4(1)(294) 35+1225-1176 X=——=2
- 2.1 B 2 35-7

X, =21 — vy, =36-21=15
X,=14 — vy,=36-14=22

Comprobacion:

(21.15) — 21+15=36 } 36 =36 } 36 =36 }

(21+3)(15+2) = 408 2417 = 408 408 = 408
14.22) - 14+22=36 36 =36 36 =36
’ (14 +3)(22 + 2) = 408 17-24 =408 408 = 408

Hay dos parejas de numeros que cumplen las condiciones del problema, (21,15) y (14,22) .

10) La diferencia de los cuadrados de dos numeros positivos es 56 y el mayor tiene dos unidades
mas que el pequefio. Encuentra los dos niumeros

Sea “x” mayor de los dos numeros e “y” el menor.

x> —y* =56 }

Xy 42 (y+2)2-y* =56  y*+22+2(y)(2)-y’x =56

y2+4+4y_y2=56 4y =52 = y=%=l3 = Xx=13+2=15

Comprobacion:

(5,13) —
15=13+2 15=15

15° 132 =56 } 225-169 = 56}
Los dos numeros son el 15y el 13

11) Los lados de dos cuadrados suman 30 cm. Con sus diagonales se forma un rectangulo de 288
cm?. Encuentra el valor de los lados de estos cuadrados.

Sean “Xx” e “y” los lados de los cuadrados.

La diagonal del primer cuadrado de lado x se obtiene mediante el teorema de Pitagoras:

d, = VX2 + X2 =/2x% = x/2
La diagonal del segundo cuadrado de lado y se obtiene mediante el teorema de Pitagoras:
d, =y’ +y* =y2y* =yv2
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Con estas diagonales formamos un cuadrado de area 288 cm?.

Podemos plantear el siguiente sistema de ecuaciones:

X+y=30 x+y=30 X+y=30
y=30-X
X2 -y\[2 = 288 2x-y =288 Xy=144
x(30-x) =144 30x —x*-144=0 x*—30x +144 =0
X_3O+18_24
. (-30) i\/(—BO)2 —-4(1)(144) 30++/900-576 oo
2-1 2 30-18
X, = =6
2
X, =24 — y,=30-24=6
X,=6 —> y,=30-6=24
Comprobacion:
24+6=30 30=30
(24,6) —
2442 .62 = 288 288 =288
6+24=30 30=30
(6,24) —
6+/2 - 24+/2 = 288 288 =288

Los lados de los cuadrados son 24 cmy 6 cm
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Solucion y representacion grdfica de un sistema de ecuaciones no lineal

y=x*-2x-8
y=2x-8

Solucion del sistema

Resolvemos el sistema formado por las dos ecuaciones. EI método mas rapido es el de
igualacion. Despejamos la “y”” en las dos ecuaciones e igualamos los resultados.

En nuestro ejemplo las “y” ya estan despejadas. Igualando las “y” tenemos:
x> -2x-8=2x-8 — x*-4x=0
La ecuacién de segundo grado la podemos resolver de dos maneras:

Sacando factor comUn

x=0 =-8
x?-4x=0 X(x-4)=0 { -y

x=4 —» y=0
Hay dos soluciones: (0,-8) y (4,0)

Resolviendo la ecuacion con la formula

X _4+4_4

X_—(—4)i1/(—4)2—4-1-0_41\/16_4i4 . o2
2-1 2 2 4-4

XZZTZO

Representacién grafica del sistema

Para representar graficamente la funcion y=2x-8 (recta)

basta con dar dos valores a la x, si bien para asegurarnos
podemos dar tres valores y asi comprobar que estan alineados.

Para representar graficamente y=x*—-2x-8 (parabola) calculamos el vértice y los
puntos de corte.

Ja XV 1
Vértice 2a 241 V(1,-9)

0 — x*-2x-8=0

CortesconOX vy
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X

_—(D('-41(-8) 26 _ [x =4
- 2.1 2

Los puntos de corte son (-2,0) y (4,0)

CorteconQY x=0 —» y=-8 =  Cortaenel punto (0,-8)

Solucion y representacion grifica del sistema de ecuaciones:

y=x>"-2x-8
y+2x2+4x=0

Solucion del sistema

Resolvemos el sistema formado por las dos ecuaciones. EI método mas rapido es el de
igualacion. Despejamos la ““y”” en las dos ecuaciones e igualamos los resultados.

y=x"-2x-8
y=-2Xx"—4x

X2 -2x-8=-2x*-4x — 3x*+2x-8=0

Resolviendo la ecuacion con la formula
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_2+@°-43(-8) -2:4i00 2310 _ [T 6 3
- 2.3 66 -2-10
X, = =-2
6
4 4\ (4
Si x=— — y:(—j —2(—]—8:—8'88
3 3 3

Six=-2 - y=(-2)"-2(-2)-8=0
: 4
Hay dos soluciones: (E’_888j y (-2,0)

Representacién grafica del sistema

Para representar graficamente y=x*—-2x-8 (parabola) calculamos el vértice y los
puntos de corte.

. 1
Vértice 2a 21 V(1,-9)

CortessconOX y=0 — x*-2x-8=0

2:1

N

(DD -41(8) _2%6 _ {x1=4

Los puntos de corte son (—2,0) y (4,0)
CorteconQY x=0 — y=-8 =  Cortaenel punto (0,-8)

Para representar graficamente y=-2x>—4x (parabola) calculamos el vértice y los
puntos de corte.

b __-(4_

X =—— = =
Vértice Yo2a 0 2(-2) V(-1,2)
y, =-2(-1)*-4(-)=2

CortessconOX y=0 — —2x*-4x=0

(A -4(2)(0) _4+4 N {x1=—2
2(—2) -4 X, =

Los puntos de corte son (-2,0) y (0,0)
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CorteconQY x=0 — y=0 =  Cortaenel punto (0,0)

2
y=x -2x-8

133

2
y=-2x -4x

-8'88 [---- o -

Una persona dispara desde el suelo un proyectil que describe una trayectoria dada

por la funcion e=—t*+102t —200. Mientras que el proyectil permanece en el aire,
otra persona pilota un avion teledirigido que sigue una trayectoria definida por la
funcion e=21'4t+2 (e en metros y t en segundos).

a) Representa en unos mismos ejes ambas trayectorias.

b) ¢Desde qué punto se ha disparado el proyectil? ¢Desde qué punto ha salido el
avion?

c) ¢Cuél es el alcance méximo del proyectil si no impacta con el avion? ;Cuanto
tiempo tarda?

d) ¢A qué alturas se encuentra el proyectil en t=10 segundos? Encuentra parejas
de valores de t para los que el proyectil esté a la misma altura? ¢ Cuantas podras
encontrar?

e) Da las coordenadas de los puntos donde coinciden las dos las trayectorias.
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a)

Solucién

3000+ Puntos desde donde se ha

disparado el proyectil y
desde donde ha salido el
avion teledirigido.

2
e=-t +102t-200

2000 -
e=21'4t+2

100 4

10004
50 4

b) Para calcular analiticamente desde donde se ha disparado el proyectil y desde donde

ha salido el avion calculamos los puntos de corte de las graficas con los ejes.
Cortes de e=—t*+102t—200

Eje de abscisas e=0 —  —t*+102t-200=0

t _—102+98_2
102402 -4(-1(-200) _-102298 _ "7 3
2(-1) -2 - —1022— 98 _ 100

Los puntos de corte son (2,0) y (100,0)
Eje de ordenadas t=0 — e=-200 = (0,—200)

Cortesde e=214t+2

Eje de abscisas e=0 — 21'4t+2=0 t:%:—O'O%

El punto de corte es (—0'093,0), como se observa en el zoom del grafico de la parte
superior.

Eje de ordenadas t=0 — e=2 = (0,2

Dado que ni el tiempo ni el espacio pueden ser negativos, el proyectil se ha disparado
desde el punto (2,0) y el avidn ha salido desde el punto (0,2).
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c) El alcance méaximo del proyectil viene dado por el punto més alto de su trayectoria
que coincide con el vértice de la parabola.

__L__ﬂ_5

Yo 2a  2(-1) V/(51,2801)
y, =—(51)% +102-51+ 200 = 2801

Es decir, el alcance maximo del proyectil son 2801 my tarda en llegar 51 seg.
d)Sit=10seg = e=—(10)*+102-10-200=-100+1020-200=720m

El proyectil se encuentra a 720 m de altura al cabo de 10seg del lanzamiento. Como
todavia no ha llegado al punto mas alto (vértice de la pardbola) quiere decir que al
descender vuelve a pasar por la misma altura. Para conocer al cabo de cuanto tiempo
resolvemos la ecuacion:

720 =t +102t - 200 t2-102t+920=0
102482 o
t_—(—102)i¢(—102)2—4(1)(920) _lo282 _ % -
- 21 2 - 102-82

t, 10se
2

El proyectil se encuentra a 720 m de altura al cabo de 10 seg y al cabo de 92 seg.

Podemos encontrar infinitas parejas de valores de t que estén comprendidas en el
intervalo entre 0 y 100 seg.

e) Para dar las coordenadas de los puntos en los que coinciden las dos trayectorias
resolvemos el sistema formado por las dos ecuaciones cuyas soluciones
corresponden a los puntos de corte de las dos graficas.

__12 B
e=-t+102t — 200 —1t2+102t—200 =214t + 2 2 _80'6t+ 202 = 0
e=214t+2
806+7542 __,
g (806 J(-80'6)° —4(1) (202) _ 80'6+ 7542 N t=—"7——=17801
- 2 L B06-T582_

Si t,=7801seg = e, =214-7801+2=1671414m
Si t,=259seg = e,=214-78'01+2=57'426m

Las coordenadas de los puntos donde coinciden las dos trayectorias son:

(2'59,57'426) y (78011671 41)
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