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Repaso de polinomios

Egercicios Dados los polinomios P(x) =2x> —5x* +2x -1, Q(X)=—x+1 y
R(x) =x*-3x* +6x—1 calcular:

a) P(x)-Q(x) b) Q(x)-R(x) c¢) P(x)-Q(x)-R(x) d) P(x)-Q*(x)
2 P(x) R(x)
e) P°(x)-Q(x)-R(x) ) ) 9 )
Soluciones:
a) —2x*' +7x*=7x*+3x-1 b)) —x>+4x*-3x>—6x°+7x-1
c) =3x* +10x> —7x*=3x  d) 2x°> —9x* +14x® -10x* + 4x -1
e) 4x° —19x° +29x* —21x° + 20x* —11x+2 f)C(X)=—-2x*+3x+1 R(X)=-2

g) C(x)=—x*+2x*+2x—-4 R(x)=3

Fjercicios Desarrollar las siguientes expresiones:
a) (2x+1)* b) (x-2a)* c¢) (2x*-6x)*> d) (2a+9b)?

) [é—stj f [%—M] 6) (x+y)? — (x—y)? 2y

Soluciones
a) 4x* +4x+1 b) x*—4dax+4a® c)4x®-24x" +36x> d)4a®+36ab+81b”

e) 9t — 2t +% f) 7'825642290 @) 2xy

Valor numérico de un polinomio utilizando la

Si tenemos que calcular el valor numérico de una expresién para un cierto valor de la variable, el
primer paso es introducir el nimero en la memoria de la calculadora y posteriormente traer a la
pantalla dicho valor cada vez que tengamos que sustituir la variable.

Ejercicios a) Calcular el valor del polinomio P(x) =2x* —3x* +5x—7 cuando x=4.
(Sol: 93)

b) Calcular P(-0'58) si P(x)=-7x"+ %x“ —\3x%+ %x +1.
(Sol: 1'658280248)

La regla de Ruffini

Con frecuencia, tendremos que hacer divisiones cuyo divisor es de la forma x — a, donde la letra a
representa un nimero. Son binomios de este tipo:

Xx—4 — a=4 X+2=X-(-2) —»> a=-2 X—= — a:%

Estas divisiones se pueden hacer en la forma habitual, pero es mas sencillo y répido usar la Regla
de Ruffini, que utiliza solo los coeficientes.
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Veamos en la practica como se realiza esta division, primero en la forma habitual y luego usando la
regla de Ruffini para el siguiente ejemplo: (x* —8x* + 2x —5):(x - 2)

La regla de Ruffini resume el método de obtencidn de los coeficientes del cociente y del resto, al
hacer la division de un polinomio por X —a. Podemos describirla asi:

1) Se ordena el dividendo en forma decreciente y se colocan ordenados sus coeficientes. Si en
el polinomio dividendo faltan términos, como en este caso que es incompleto, se ponen ce-
ros en los lugares de los términos que faltan. Debajo, y desplazado a la izquierda, se colo-
ca el término independiente del divisor cambiado de signo.

2) El primer coeficiente del cociente es igual al primer coeficiente del dividendo.

3) Cada uno de los demas coeficientes del cociente se obtiene multiplicando el coeficiente an-
terior por a y sumando este producto al coeficiente siguiente del dividendo.

4) El resto es igual al producto del ultimo coeficiente del cociente por a més el término inde-
pendiente del dividendo

5) El grado del cociente es una unidad menos que el grado del dividendo.

Estos apartados, para el ejemplo de la division anterior, quedan reflejados en los siguientes pasos:

10 -82 -5 1 0 82 -5 10 8 2 -5
24 ZJ 1.2 2l 2 2.2
1 T2 12" 4
108 2 -5 10 -8 2 -5
2l 2 4 4.2 2l 2 4 -8 62
1 2 47 6 1 2 4 =6 17

- - -
coeficientes del resto
cociente

Una vez se obtienen los coeficientes del cociente, como sabemos que es de un grado menor que el
dividendo tenemos:

c(x)=x>+2x>—-4x-6

El resto es el Gltimo nimero obtenido:
r(x)=-17

Tjemplo  Calcular el resto y el cociente de la division x*+1 entre x+1 utilizando la regla

de Ruffini.
1 0 0 +1 cociente — c¢(x)=x*-x+1
-1 -1 +1 -1
|1 1 1 & resto — r(x)=0

Fjercicios Utiliza la regla de Ruffini para dividir los polinomios D entre d:
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aQ)D=x"-23x*-30 y d=x-5 b)) D=x'-2x>+4x*-6x+8 y d=x-1
C)D=8x*-10x+18 y d=2x-4 d)D=x’+2x*-5x+1 y d=2x+3

Soluciones:
a) ¢(x)=x>+5x*+2x+10 y r(x)=20
b) c(x) =x*—x*+3x-3 y r(x)=5

x? x 23 77
0) c(x)=4x+3 y r(x)=30 d)c(x)=t2-22 y r(x)=L
) c(x)=4x+3 y r(Xx) ) c(x) > +4 3 y r(x) 3

Teorema del resto

El valor que toma un polinomio P(x) cuando hacemos x=a es decir P(a), coincide con el
resto de dividir P(x) entre x—a.

Demostracion

Al hacer la division del polinomio P(x) entre x—a el cocientees C(x) y el restoes R, que por
ser de grado cero es un namero.

P(x) x-a P(x)=(x-a)-C(x)+R
R C(x)

Si hacemos x=a queda:
P(a)=(a—-a)-C(a)+R=0-C(a)+R=R

Por lo tanto, para hallar el valor numérico de un polinomio, basta aplicar la regla de Ruffini y tomar
el resto.

El valor numérico de un polinomio para x =a, es igual al resto que se obtiene al dividir ese po-
linomio por x — a. Decir que P (x) esdivisible por x—a es lo mismo que decir que P(a)=0

Ejemplo  ¢Es exacta la division de x° —1 por x—1? Halla el resto de la divisién por dos
procedimientos y comprueba que obtienes el mismo resultado.

1) Haciendo la division.

10000 -1 El resto es cero, por lo tanto la division es
1 111 1 1 exacta.
1111 1]|0

2) Hallamos el valor de x®> —1 para x=1
1°-1=1-1=0 = Resto=0

En este caso, ha sido mas sencillo este Gltimo camino.
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Ejemplo

Dado el polinomio x® —4x* + 5x + k queremos calcular el valor de k para que el
valor numeérico del polinomio para x =3 sea 8.

3-4.3%+5.3+k=8 = k=2

Raices o ceros de un de un polinomio

Diremos que el nimero a es una raiz o cero del polinomio P(x) si el valor numérico del polinomio
para X =a escero, es decir P(a)=0.

> Si un ndmero a es una raiz entera del polinomio  P(x)=a, X"+........... +a, X +a,x+a,,

entonces a es un divisor del término independiente. Si el valor ““a” es un cero del polino-
mio P(x), también es un cero de todos los polinomios obtenidos al multiplicar P(x) por

un ndmero.

> Sielnimero a es una raiz del polinomio P(x), éste es divisible por x—a

Ejemplo

Calcula las raices enteras del polinomio x®+2x* —x —2

Las posibles raices enteras son los divisores de —2, esdecir +1 y +2
Comprobamos directamente cual de estos niUmeros es raiz:

Para x=1 — 1*+2:1°-1-2=0 = x=1 esunaraiz.

Para x=-1 — (-D)*+2(-1)°-(-)-2=-1+42+1-2=0 = x=-1
también es raiz.

Para x=2 — 2°+2.2°-2-2=12#0 = X=2 noesraiz.
Para x=-2 — (-2)°+2(-2)*-(-2)-2=0 = x=-2 esraiz.
Calcula las raices enteras del polinomio x* +3x® —x* - 3x

> Se saca factor comin x — x(x3 +3x% —Xx— 3) .
Unaraizes x=0

> Se calculan ahora las raices del polinomio x* + 3x* — x — 3.

Las posibles raices enteras son los nimeros +1 y +3
» Comprobamos directamente cual de estos nimeros es raiz:
Para x=1 — 1°+3.1°-1-3=0 = Xx=1 esraiz
Para x=-1 —» (-1)®+3(-)°-(-1)-3=0 = x=-1 esraiz

Para x=3 — 3*+3.32-3-3=48%20 = Xx=3 noes rraiz
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Para x=-3 — (-3)°+3(-3)°-(-3)-3=0 = x=-3 esraiz.
Ejemplo  Calcular las raices enteras del polinomio  2x° +7x* +8x® + 3x* —8x — 12

Dado que el término independiente es 12, las posibles raices enteras son:

+1,+2,+3,+4,+6,+12
Para x=1 — 2-1°+7-1°+8-1*+3-1°-8:1-12=0 = x=1 esraiz.

Para x=-2 — 2(-2)°+7(-2)"+8(-2)°+3(-2)°-8(-2)-12=0 = x=-2
es raiz.

Descomposicion factorial

Dado un polinomio de grado n: p(x)=a, x"+a, X" +........... +a,x’+a,x+a, que tiene n raices
reales distintas 1,1, ,...ccccoe... I, se puede demostrar que:

> El polinomio se puede descomponer en forma Unica en el producto de su coeficiente
principal a, por n factores que resultan de restar a x cada una de las n raices.

POX) =, (X— [ (K= ;)X 1y (X T,)

> El producto a,nr,f;........ r, esigual al término independiente del polinomio.

n

» Las raices enteras son divisores del término independiente (a, entero).

> Si un nimero a es una raiz entera del polinomio P(x)=a, X"+.....+a,X*+a,X+a,,
entonces a es un divisor del término independiente.

Ejemplo  Factorizar el polinomio q(x) =x*+x° —5x* +X—6

Las posibles raices enteras son: +1,+2 ,+3 y 6. Tanteamos para ver cual de ellas
es:

Para x=1 — q(1)=1"+1°-5.1°+1-6=-8%0
Para x=-1 — q(-1)=(-1)"+(-1)®-5(-1)*+(-1)-6=-12 %0
Para x=2 — (2)=2"+2*-5.224+2-6=0

Como 2 es una raiz, el polinomio es divisible por x—2

11 -51 -6
2 2 6 2 6 XP 4+ X252 +Xx—6=(x-2)(X*+3x* +x+3)

113 1 3]0

Como x—2 ya es un factor de 1* grado, tratamos de descomponer en factores el poli-
nomio cociente x* + 3x* + x + 3, para lo cual hemos de encontrar una raiz del mismo.
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FEjercicios

FEjercicios

Los divisores del 3son £1 y +3. Los niumeros 1 y —1 no pueden serlo porque tam-
poco lo eran de q(x).

Para x=3 — 3*+3-3*+3+3=60=0
Para x=-3 — (-3%+3(-3°-3+3=0 = -3esunaraiz.

1 3 1 3
3 3 0 -3 X°+3x% + X +3=(x+3)(x*+1)
1 0 1 0

De manera que el polinomio primitivo queda factorizado asi:
X'+ X=X +Xx—6=(x-2)(x+3)(x*+1)

Podemos intentar repetir el proceso con x* +1, pero es indtil. La ecuacion x*> +1=0
carece de raices, porque ningn nimero al cuadrado mas 1 puede dar 0.

Practicamente se disponen los calculos asi:

1 1 -5 1 -6 —L i l
2 2 6 2 6
1 3 1 3]0 X x5 +x—6=(x-2)(x+3)(x>+1)
3 3 0 -3 A

Descomponer utilizando la regla de Ruffini P(x) = 2x® —5x* +2x -1

Las posibles raices enteras son: —1 y +1. Tanteamos para ver cual de ellas es:

Para x=1 — P0)=21°-5-1+2.1-1=-2%0
Para x=-1 — P(-D=2:(-1)"-5:(-)"+2:(-1)-1=-10%0

El polinomio P(x) no se puede descomponer.
Descomponer utilizando la regla de Ruffini R(x) = x* —4x® —5x°

El primer paso en este tipo de expresiones en las que no existe el término independiente
es sacar factor comun y descomponer la expresion resultante.

R(X) = x*(x* —4x —5)

Descomponemos x> —4x—5. Las posibles raices enteras son: +1 y +5. Tanteamos
para ver cuél de ellas es:
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Ejemplo

Para x=1 — 1°-4.1-5=-8=%0
Para x=-1 —» (-1) -4-(-1)-5=0 = -—1lesunaraiz.

1 -4 -5
_1 1 5 X* —4x—-5=(X+1)(x-5)
11 -5 0

R(X) = x*(X +1)(x —5)
Factorizar el polinomio Q(x)=x"-1.

En este caso, si nos damos cuenta que la expresion x* —1 se puede descomponer en una
suma de dos términos por la diferencia de los mismos términos no tendremos necesidad
de aplicar la regla de Ruffini.

Q(X)=x*-1=(X*+D(x* =1 = (X* +D)(x +1)(x 1)
Factorizar los polinomios: a) x® + 3x* — 4x b) x* — 4x® — 5x°
a) Como x es factor comin — x> +3x* —4x = x( x* + 3% — 4)

Si ahora factorizamos el polinomio de 2° grado del paréntesis (cuyas raices son:
1y —4)tenemos:

X3 +3x% —4x = x(x2 +3x—4) =x(x-1)(x+4)
b) Como x? es factor comiin  — x* —4x® —5x* = x*(x* —4x —5)
Las raices del polinomio de 2° grado del paréntesis son: -1 y 5, por lo que:
x* —4x® —5x* = x* (x+1)(x-5)

Factorizar los polinomios:

a) x> —10x+25  b) 64x* +16x+1  «¢) x2—§x+%

a) (x-5)% = (x-5)(x-5) b)(8x+1)2 = (8x+1)(8x +1)

oy oY

Factorizar los polinomios: a) 25x*-16  b) Z%X2 -4  c)x°-1

a) 25x* 16 = (5x )" — 4% = (5x +4) (5x — 4)
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2
b) 9 —4:(§x) ~2° :(§x+2j(§x—2)
25 5} 5 )

c) x6—l:(x3)2—1:(x3+1)(x3—1)=(x+1)(x2 —X+1)(x=-1) (x> +x+1)

Problemas propuestos con soluciones

Factoriza los siguientes polinomios calculando previamente sus raices:
A XP+2x*=x-2 b)) xX°+x'-16x-16  ¢) x> -5x*+7x®—2x* +4x -8
ix2 S g) x* —25x°

d) 10x® —23x* +10x+3 ) 8x’+6x*-5x—3
49 81

h) 6x* —x®—17x* +16x-4 i) 2x® +3x* —2x

Soluciones:
a)l,-1y -2 - xX*+2x*-x-2=(X-1)(x+1)(x+2)

b) -1,2 y -2 — x°+x*-16x-16= (X +1)(x —2)(Xx +2)(x* +4)
)2 — X =5x'+7x*—2x*+4x-8=(x-2)*(X* +x+1)

d) l,g,—l — 10x°-23x* +10x +3=10(x -1) x—[x+1
2 5 2 5

e) —1,—£,g — 8x%®+6x*-5x-3=8(x+1) x+1 x—E
2 4 2 4
7 7 4 , 1 4 7 7
) —— > — X' ——=—|X+— || X——
18 18 49 81 49 18 18
g) -55 — x*-25x*=x*(x—-5)(x+5)
h) 1,—2,%,% - 6x4—x3—17x2+16x—4:6(x—1)(x+2)(x—%j(x—§j

i) 0,—2,% — 2x3+3x2—2x:2x(x+2)(x—%j
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Maéximo comin divisor y minimo comin mdltiplo

Las definiciones de maximo comun divisor (m.c.d.) y minimo comdn multiplo (m.c.m.) de polino-
mios son similares a las dadas para los numeros, lo mismo que el proceso para calcularlos.

El m.c.d. de varios polinomios es el polinomio de mayor grado divisor de todos ellos que se obtiene
multiplicando los factores comunes elevados al menor exponente.

El m.c.m. de varios polinomios es el polinomio de menor grado multiplo de todos ellos que se ob-
tiene multiplicando los factores comunes y no comunes elevados al mayor exponente.

Para el célculo del m.c.d. y del m.c.m. de dos polinomios p(x) y q(x) siempre se verifica que:

p(x) -q(x) = m.c.d.[p(x), a(x)]- m.c.m[p(x), q(x)]

Ejemplo  Calcular el m.c.d. y el m.c.m. de los nimeros 50 y 360

360 | 2
180 | 2
50| 2
90 | 2
25| 5 ) 3 a2
5 |5 50=2-5 45 |3 360=2"-3"-5
15 | 3
1
5 |5
1

m.c.d.(50,360) =2-5=10
m.c.m.(50, 360) = 2° -3 -5? =1800

Ejemplo  Calcular el m.c.d. y el m.c.m. de los polinomios x* —3x -2 y x* —4x* +4x.

En los polinomios, la descomposicion en productos de factores primos se realiza me-
diante la regla de Ruffini.

x}-3x—-2|x-2

242x+1 1

XomexaL X x?—3x —2=(x-2)(x+1)?
X+1 X+1

1

x}—4x®+4x | x
X2—4x+4 | x-2
X—-2 X-2
1

X3 —4x% +4x =X (X - 2)?

m.cd.(x®* =3x—2,x>—4x* +4x) =x -2
m.em.(x® =3x —2,x* —4x* +4x) = x (X +1)*(x - 2)*
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Ejemplo  Calcular el m.c.d. y el m.c.m. de los polinomios x* — 9x

2y x¥+x*-12x

x'—o0x’ =x*(x*=9)=x"(x+3)(x-3)
XX —12x =x(xX° +x—-12) =x(x—-3)(x+4)

m.c.d.= x(x—3) = x* —3x
m.c.m.= X* (x+3)(x+4)(x-3) = x* +4x* —9x® — 36x*

Problemas propuestos con soluciones

1.

Operay simplifica en las expresiones siguientes:
a) 2—(b*-c®)+b*—(@*+c’)—-c*—(a®*-b?
b) (@a+b)x+(b+c)y-[(@a-b)x—(b-c)y]
2
c) 7ab’c®2a’bc5a’b’c®  d) (1+x)(L+x)(A+x") o) (—7x2 +2X + g)
Sol: a) 2—2a* +b* —c? b) 2bx+2by  ¢) 70a’b®c®
) 1+ x+x2+x3+x" + x>+ x> +x’ e) %+6x—17x2 — 28x° + 49x*
En las siguientes relaciones hay errores muy graves en la utilizacion de los signos, ¢ cuales
son?
3x? —9x
3X

En las siguientes relaciones hay errores muy graves en la utilizacion de la propiedad dis-
tributiva, ¢cuales son?

a) x(x+y)=x’+y b) (3a+2)(1-b)=3a-2b ¢)(a+h)-(a+bh)=a? +b?

a) ~(X*+x-2)=-x*+x-2 b) - -Xx-3 ¢) (-x-1)*=-x*-2x-1

Completa las siguientes expresiones para que sean cuadrados perfectos y escribe a conti-
nuacion su relacion:

a) OX? + 24X+.......... b) X —6X.......... C) IX*H...onnnnn. +16

Sacar factor comun en las siguientes expresiones algebraicas:
a) 5x—25x*y b)a’+ab+ac+bc c) ax—ay—bx+by d)a’c®+acd+abc+bd
Sol: a) 5x(1-5xy) b) (a+b)(a+c) c) (x-y)(a—b) d)(b+ac)(d+ac)

Factoriza las siguientes expresiones algebraicas con los términos que se pueda:
a) a’ +2ab+b* —c? b) a* —b? — 2bc—¢®
Sol: a) (a+b+c)(a+b—-c) b)(a+b+c)(a—b-c)

Escribe un polinomio cuyas raices sean -1,2 y 3.

¢ Cuales de los siguientes polinomios son irreducibles?
a) x>*-9  b)x*-5 ¢)x*+6 d)x*+4x+4 ) 2x* —4x+3
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a) ¢Existe algun polinomio c(x) tal que su producto por q(x)=x+ 3 sea el polinomio
p(x)=x>-x-12

b) Encuentra el polinomio p(x) que, al ser dividido por q(x)=x+ 3, da lugar al cocien-
te ¢(x)=x>-3x+8 yalresto r(x)=-14.

Sol: a) ¢c(X)=x—4 b) x* —x+10

10. De los niimeros 0,1,+/2,2,—1 y — 3 di cuales son raices y cules no, de cada uno de los
polinomios:
a) p(x)=x*+4x*+3x* b) q(x) = 2x* + 10x — 28 c) t(x)=x
d) I’(X)=X2+(1—\/§)X—\/§ e) s(x):x3+(1—\/§)x2+\/§x
Sol: a) Sonraices0,-1y —3 b) Solo hay unaraiz, el 2 c) Sélo hay el 0
d) Sonraices —1y V2 e) Solo el cero

11. Efectla las divisiones entre los siguientes polinomios:
a) p(x)=6x"+5x>-7x>+3x+2 y q(x)=2x*>+3x-1
b) p(x)=x*-3x*-x-1 y q(x)=3x*>-2x+1
Sol: @) ¢(x)=3x*-2x+1 y r(x)=-2x+3

2

1 7 26
b) c(X) ==x—— r(x)=--"x-=
) ¢(x) X9 Y (x) 573

12. Utiliza la regla de Ruffini para dividir los siguientes polinomios D y d:
Q) D=x"-23x*-30 y d=x-5 Db)D=x'"-2x*+4x*-6x+8 y d=x-1
c) D=8x*-10x+18 y d=2x-4 d) D=x>+2x>-5x+1 y d=2x+3
Sol: a) ¢(x)=x*+5x*+2x+10 y r(x)=20
b)c(x)=x*-x*+3x-3 y r(x)=5
2 x 23 7

c)c(x)=4x+3 y r(x)=30 d) C<X):X7+Z_E y r(x):g7

13. Factoriza los siguientes polinomios calculando previamente sus raices:
a) x> +2x* =x—-2  b) x* +x*' -16x-16 c) x° —5x* +7x® —2x* +4x -8

d) 10x®>-23x*+10x+3 ) 8x*+6x*-5x—-3 f) —x _ 1 g) x* — 25x°

h) 6x* —x® —17x* +16x-4 i) 2x* +3x* — 2x
Sol: a)1,-1y -2 — x*+2x*—-x-2=(X-1)(X+1)(x+2)
b) 1,2y -2 — X +x'=16x-16 = (X +1) (X —2) (X + 2) (x* + 4)
)2 — X -5X'+7x°-2x" +4x-8=(x-2)°(X* +x+1)
1

d) 1,§ y ! — 1Ox3—23x2+10x+3:10(x—1)(x—§j(x+—j
2 5 2 5

e)—l,—l,§ - 8x3+6x2—5x—3:8(x+1)(x+1j(x—§)
2 4 2 4

7 7 4 , 1 (2 (1 (2 1\(2 1
f)—y-— > —X"—=—=|=X| —|=] =|=X+=||=x=-=]|=
187 18 49" 81 \7 9 77 9)\77 9
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1 1
2 912 9 4( 7)( 7)
— I X+ || X=F | = —|X+— || x——
7 217 2] 28 18 18
7
9)0,5y -5 — x*-25x* = x*(x—5)(x+5)
h)l,—z,%y% - (X=-D(x+2)(2x-1)(3x-2) =

o a2 -ao-neafe-o-3

i)O,—Zy% - 2x3+3x2—2x:x(x+2)(2x—1):2x(x+2)(x—%j

14. Halla el m.c.d. y el m.c.m. de los polinomios:

a) P=x>+5x>-x-5 y Q=x>-2x*-x+2

b) P=x*+x*-2x®-2x*+x+1 y Q=x"-9x®-11x* +9x +10

c) P=8x°y*z° ; Q=4x%yz® ; R=2x%y° d)P=x*-8x"-65 y Q=x*+5

) P=x'-7x*+12x* y Q=x"-3x"-4x> HP=x*+1y x®+1

) P=(x+2*(x-1)°x+4) vy Q=(x+2)(x-1)*(x+4)*(x—-5)

Sol: a) m.c.d.(P,Q) =(x-1)(x+1) m.c.m.(P,Q)=(Xx-1)(x+1)(x—2)(x+5)
b) m.c.d.(P,Q) = (x+1*(x-1) m.c.m.(P,Q) = (x+1)°(x -1)* (x —10)
¢) mc.d.(P,Q)=2x’y m.c.m.(P,Q)=28x"y°z°
d) m.c.d.(P,Q) = x*+5 m.c.m.(P,Q) = (x> +5)(x* - 13)

e) m.c.d.(P,Q) = x*(x—4) m.c.m.(P,Q) = x}*(x-4)(x-3)(x+1)

fymc.d.(P,Q =x>+1 mcm.(P,Q) =x® - x*+x¥+x"-x*+1

g) m.c.d.(P,Q) = (x+4) (x+2)(x-1)°
m.c.m.(P,Q) = (x+4)* (x+2) (x—1*(x -5)

15.
- . . 2 . 1, 7 1
a) Halla el valor numérico del polinomio P(x):gx _§X +§x+1 para XZE
b) Calcula el valor de m sabiendo que el polinomio 5x* + mx®
xX-3.

Sol: a) 143 b) m=-151
81

+ 2x — 3 es divisible por

16. Prueba que las siguientes divisiones son exactas sin hacer la division:
a) (x> —9x+18):(x—-13) b) (x* —625):(x —5) c) (x* +343):(x+7)

17. Prueba sin hacer las divisiones que:
a) El polinomio x* —5x + 6 es multiplode x—2
b) El binomio x —1 es divisor del polinomio x> —6x +5

¢) El polinomio P(x)=x®+x+2 esmultiplode x+1,peronode x—1

18. Halla el valor de k y m para que:
a) El polinomio x* —5x° +6x° + 2x + k sea divisible por x -3
b) El polinomio x* + mx® + kx + 4 sea divisible por x+2 y x—2
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Sol: a) k=-6 b) k=—4 ym=-1

19. Calculam, ny p en el polinomio mx?* + nx + p sabiendo que
(X=2)(Mx® +nx+p) = 2x> —9x* +14x - 8
Sol: m=2,n=-5y p=4

20. Siendo (x+1) (x+2) (x+3) =x* + 6x° + 11x + 6, ¢puedes decir sin hacer calculos para

gué valores de x el valor numérico de dicho polinomio es 0? Razona la respuesta.
Sol: x=-1,x=-2y x=-3

21.
a) Halla un polinomio de primer grado que divididopor x—1 y x+3da de resto 6 y 2
respectivamente.
b) Halla el valor de m para que el polinomio 5x* — 7x*® + 2x* + 4x + m tenga resto 130 al
dividirlo por x+ 2.
¢) Un polinomio de segundo grado tiene por primer coeficiente 1, se anula para x=3 y
toma el valor 4 para x=>5. Hallalo.

d) ¢Qué nimero m se ha de afiadir al polinomio x*® + 2x® para que sea divisible por
X+47?

e) Determina un polinomio ax? + bx + 4 sabiendo que es divisible por x+2 y que los
restos obtenidos al dividirlo por x+1 y X+ 3 son iguales.

f) Determina los coeficientes a y b para que el polinomio x* + ax® + bx + 5 sea divisible

por x* + x+1.
g) Sea el binomio P(x)=ax+b. Los valores numéricos de P(x) para x=1y x=2

son, respectivamente, 5y 7. Hallar ay b.
Sol: a) x+5 b)m=-6 ¢)x*-6x+9 d)32 ela=1yb=4
f)a=6y b=6 ga=2y b=3
22.

a) Escribe un polinomio de grado 3 que tenga por raices 2,-2 y % y cuyo coeficiente

de x° sea 5.
b) Escribe un polinomio p(x) tal que: p(0)=p(5)=0, p(-2)=6 y grado 2.

Sol: a) 5(x—2)(x+2)(x—9 b)gxz—gx

23. Determina el polinomio de segundo grado que satisface las condiciones siguientes:
a) Su coeficiente principal es 1

b) El término independiente es 5
c¢) Al dividirlo por los binomios x—1 y Xx— 2 se obtiene el mismo resto.

Sol: x> —3x+5
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Fracciones algebraicas

La expresion formada por la division de dos polinomios recibe el nombre de fraccion algebraica,
siendo el denominador un polinomio no nulo. Simbolizaremos las fracciones algebraicas en la

forma g(())(()) . Dado que un polinomio P(x) puede escribirse en la forma P(x) , los polinomios
también se consideran fracciones algebraicas.
Ejemplo  Son fracciones algebraicas las siguientes expresiones algebraicas:

X —x+1  x+2  x*=2x+4  3Xx-4y t COXP+X+y

4x-5 ' x*-3 ' 5 CoxP+l T A+ttt X —y?

Las fracciones numeéricas son un caso particular de las fracciones algebraicas.
Fracciones equivalentes
Se dice que dos fracciones algebraicas % y % son equivalentes, y se escribe %=% si los

polinomios AD y BC son iguales.

2

: : X
Ejemplo  Las fracciones y
X X2 + X

ciones numéricas, los productos cruzados son iguales:

son equivalentes porgque, como en el caso de las frac-

(x—1)(x* +Xx) = x(x* -1)

Ejemplo  Las fracciones 2X y 5 2 > son equivalentes ya que X (2x —2) =2 (x> —X)
X© =X X —

Propiedad fundamental

Si se multiplican o dividen el numerador y el denominador de una fraccion algebraica por un
denominador distinto de 0, la fraccion resultante es equivalente a la dada.

i A AP : :
En efecto, las fracciones B y BP son equivalentes, yaque A(BP) = B(AP) por las propieda-
des conmutativa y asociativa del producto de polinomios.

2X(x-1)
X+1 x> -1
plicando el numerador y denominador de la primera por el polinomio x -1

Ejemplo  Las fracciones son equivalentes, pues la segunda se obtiene multi-
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Simplificacion de fracciones

Simplificar una fraccién es dividir el numerador y denominador por un mismo factor no nulo.
Una fraccion es irreducible cuando no puede simplificarse mas. En este caso se dice que el nu-
merador y denominador son primos entre si.

Para simplificar una fraccién, se descomponen en factores el numerador y el denominador vy luego
se suprimen los factores comunes.

Ejemplo  Simplificar las fracciones:

x> -9 X+ 2 X—2 x* +25-10x

a) 2 2 c 2 d) 2
(x+3) X" -4 X" +X—-6 X*—25

2) x*-9 (x+3)(x-3) x-3 gy X*t2_ ox+2 1
(x+3)* (x+3)(x+3) x+3 X*—4 (X+2)(x-2) x-2

0 x-2 _ x-2 1 d)x2—10x+25_ (x-5?%  x-5
X*+x-6 (Xx-2)(x+3) x+3 x?—25 (X+5)(x-5) x+5

Ejemplo  Simplificar las fracciones:

x* — X X X3+ 2x* —x-2 x* + 2ax + a’
NV b 2 C) 3 2 d T
X —2x+1 X+ X X —2X°—4x+8 mx + ma

i X>-x  x(x=-1) X o X . ox 1
x*-2x+1 (x-1)(x-1) x-1 X2 +x  X(X+1) x+1

42X -x-2  (x-D(x+D(x+2) x*-1
x®—2x* —4x+8 (x=2)*(x+2) (x-2)?

c)

X +2ax+a’  (x+a)(x+a) x+a

d
) mx + ma m(X +a) m

Ejemplo  Simplificar las fracciones:

2 a’+2ab +b*—¢? d) x* = 3x3

5xy — 2y° b x> -y
a’-b*-2bc-c? X*—X~-2

4xy* + By X% + 2Xy + y?

c)

5xy —2y?  y(5x—2y) 5x-2y
Axy? +5y  y(4xy+5) 4xy+5

b) X“ -y (x+y)(x-y) _x-y
X% 42Xy +y? (X +Yy)* X+Yy

a®+2ab+b’-c* (a+b)’-c* (a+b+c)(a+b-c) a+b-c
a’—b*-2bc—c®* a*-(b+c)> (a+b+c)(a-—b-c) a-b-c

c)
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'3  x*(x-3)

> = —  Esirreducible
X"=x-2 (X-2)(x+1)

d)

Reduccion de fracciones a comiun denominador

Reducir dos o0 més fracciones algebraicas a comun denominador es hallar otras fracciones, equi-
valentes a las primeras, que tengan todas ellas el mismo denominador.

Para reducir varias fracciones a comun denominador, se suele tomar como denominador comun el
minimo comin multiplo de los denominadores. Después, se multiplica el numerador de cada frac-
cién por el cociente de dividir el m.c.m. por el denominador de cada fraccidn.

: . . . : 1 -1
Ejemplo  Reducir a comin denominador las fracciones: X 1 X2+ , 2
X — X=X X
Factorizamos los denominadores para hallar el m.c.m.
X-1=x-1
X =x=x(x-1)} mcm.(x-1,x>-x,X)=x(x-1)
X =X
X _ oxx X X+1 x-1 (x-1)?
x—=1 x(x-1) x(x-1) X(X-1) X  X(x-=1)

x-1  x*+x-5
24 7 XP+x-2

Qiz'emg[o Reducir a comun denominador las fracciones:

Factorizamos los denominadores para hallar el m.c.m.

x> —4=(x+2)(x-2)

X2+x—2=(x—1)(x+2)} Mem (¢ =47 X =2) = (=D (x=2) (x+2)

x-1  x-1 (x=-(x-1) (x -1)°
X2—4  (X+2)(x=2) (X=-D(X+2)(x-2) (X-1(X+2)(x—-2)

X+x-5  x*+x-5  (x-=2)(x*+x-5)
X24x-2 (X-D(x+2) (X-1((xX-2)(x+2)

Suma y resta de fracciones algebraicas

La suma o diferencia de dos fracciones que tienen igual denominador es otra fraccion que tiene
por numerador la suma o diferencia de los numeradores y por denominador el denominador co-
muan.

B_A+B
C C

A A
_+ —_—
C C
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Si las fracciones no tienen el mismo denominador, para poder sumarlas o restarlas hay que redu-
cirlas previamente a comun denominador, y luego se procede como antes.

La suma o diferencia no depende de las fracciones particulares elegidas para la adicion o sustrac-
cion; por eso, si es posible conviene simplificarlas antes de operar.

. - : : 2 3
Ejemplo  Calcular la suma de las siguientes fracciones algebraicas ” +?

El mcm.(x,x%) =x?, por tanto multiplicamos el numerador y denominador de cada
una de las fracciones por un factor tal que los denominadores coincidan con el m.c.m.

2X 3
_+_2:
X-X X

2X 3 2x+3
XX X

. o . . X 3
Ejemplo  Calcular la suma de las siguientes fracciones algebraicas ry +—-1
X

El m.c.m.(2,x) =2x, por tanto multiplicamos el numerador y denominador de cada una
de las fracciones por un factor tal que los denominadores coincidan con el m.c.m.

X-X 3:2 2x _ X*+6-2x

2X 2X 22X 2X

X—3 X

X+1 XxX+3

Ejemplo  Calcular la suma de las siguientes fracciones algebraicas

El mem.(X+1,x+3)=(X+1)(Xx+3).

Xx-3 x _(X=3)(x+3)  x(x+41) (X=3P(X+3)—x(x+1) _
X+1 X+3 (X+D(X+3) (x+3)(x+1) (X +3)(x +1) -

xX?-9-x>-x = -9-X
(X+3)(x+1)  (X+3)(x+1)

4x
+—
X+2 X-6

Ejemplo  Calcular la suma de las siguientes fracciones algebraicas

El mem.(Xx+2,x-6)=(X+2)(x—6).

X (X —6) . AX(X+2)  X(X-6)+4x(x+2) x°—6x+4x*+8x  5x’+2x
(X+2)(x—6) (X-6)(x+2)  (X-6)(x+2)  (X-6)(x+2)  (X—6)(Xx+2)

Xx-1 5

2

Ejemplo  Calcular la suma de las siguientes fracciones algebraicas -
X“+5Xx+6 X+3

Primero se descomponen en factores los denominadores.

X?+5X+6=(X+2)(x+3)
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El mcm.(x® +5x +6,x +3) = mem.((x + 2)(x +3), (X +3)) = (X + 2)(x +3)

x-1 5 x-1 _ 5(x+2)  _ x-1-5(x+2) _
(X+2)(Xx+3) X+3 (X+2)(x+3) (X+3)(X+2) (X+3)(X+2)

X-1-5x-10  -4x-11
(X+3)(X+2)  (X+3)(X+2)

Ejemplo  Calcular la suma de las siguientes fracciones algebraicas:

X+2y 2Xx-5 X+7 Xx-2 2x-1 a’-4 5
a) 2 yz 2 >2/ b) T3 - C) - 5
X —-y° X -y X X“+X  X+1 a+2 a-2
)x+2y 2Xx-5y x+2y+2x-5 3x-3y  3(x-y) 3
XI—yt X -y? X'~y X'—yt (x+y)(x-y)  X+y

b) EI mem.(x,x?* +x,x+1) =mem.(x,x (X +1),(x +1))=x (x +1)

x+7+x—2_2x—1_x+7+ X—2 _2x—1_
X X+x x+1  x  x(x+1) x+1

X (X+1) X(X+1) (X+1)x
X2+ X+TX+T+X-2—(2x"=X)  x*+9x+5-2x+X —x*+10x+5
X(x +1) X(X +1) X%+ X

(X+7)(X+1)+ X-2 (2x-hx _

c) Antes de calcular el m.c.m. observamos que la primera fraccion se puede simplificar.

a2—4=(a+2)(a—2)=a

a+2 a+2
El mem.(a+2,a-2)=(a+2)(a-2)

-2

5 (@-2@-2) 5 a’-4a+4 5 a’-4a+4-5 a’-4a-1
a-2 a—-2 a—2 a-2 a—2 a—-2 a—2

a—-2-—

Ejemplo  Realizar las siguientes operaciones y simplificar el resultado:

a) 1 . 1 )1+x+1—x_ x? 1 ¢ x+2y+3x+y+ y—X
x—é 1_} 1-x 1+x 1-x° X*—4y*  X-2y XxX+2y
X X
2) 1 . 1 1 N 1 _ X L X :x+x(x+1):x2+2x
1t x*-1 X-1 x2_1 x-1 x> -1 x> -1
X X X X
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2 2 _W\2 2 2
1+x+1 X X +1:(1+x) +(1 X)" X 1-x

b + =
) 1-x 1+x 1-%° 1-x? 1-x* 1-x* 1-%°
I+ 22X+ X2 +1-2x+ X = x* +1-x* 3

1-x? 1-x?

X+2y 3X+y y-X X+2y  (X+y)(x+2y) (y—x)(x-2y)
C)X2—4 2t oot =7 g2t 2 a2 + N -
y© X-2y X+2y X -4y X" —4y X° —4y

X+ 2y +3X2 + BXY + Xy + 2y° + yx— 2y° = X* +2Xy _ 2X° + 10Xy + X + 2y
X2 — 4y? X — 4y’

Producto y cociente de fracciones algebraicas

El producto de dos fracciones es otra fraccion que tiene por numerador el producto de los nume-
radores y por denominador el producto de los denominadores.

El cociente de dos fracciones es otra fraccion que se obtiene multiplicando la primera por la in-
versa de la segunda

_AD

B

>
@)
>
@)
w| >

oo
W[ >

0O|lo

En ocasiones, puede ser Gtil descomponer ambos términos de las fracciones, con objeto de facilitar
la simplificacion.

Ejemplo  Calcular los productos y cocientes que se indican:

X 2x+1 2 X 1 x+1 2X x+1
a) ~. ) S S P :

3 x-1 x-1 x+1 x-1 3x 2x—3 2x+3
a)x(2x+1)_2x2+x 2X .2 0 1-3x  3x

3(x-1) 3x-3 (x-1)(x+1) x*-1 (x-D)(x+1) x*-1
d) 2x(2x+3)  4x*+6X

(x+1)(2x-3) 2x2-x-3

Ejemplo  Calcular los productos y cocientes que se indican:

a 2a 5a 7 2 X 2X X X+Yy
a———— b) 6x%y - —— = C) —:— d —:(x+
)57 2 a’ ) yx2y3 )3y 9y? )x—y( )

2 2
a)a2a52a7:"Jl b)6x2/2xz4x (:)2x9y:y q X+Yy _ 1
70a Xy-3 3y - X xX+y)(x-y) x-y
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Ejemplo  Calcular los productos que se indican:

X 1 2x+2 1 X2 =3x%+2x  3x®-6x°
&) ——— b) = Y1 ¢ 4 3 2
X—-1 X+2 Xx°—-1 x+1 X" —X X® —4X° +4x
X 2(x+1 2
a) 2 b 2( ) =2
X“+X—-2 (x*=D(x+1) x°-1
X(x-1)(x-2) 3 (x-2) x-2 3x 3x

XX - +x+1) x(x=2)2 x*+x+1 (x-2) T X2 x+1

Ejemplo  Calcular los productos y cocientes que se indican:

X+2 x*+3 X+3 X x  x-1 4 2
) ——— b) ——— c A
x°—-13x+1 X x°-9 3X+3 X°+2X x° -1 x-1
X+5 x> —25 2).2 2x  3x°

e : f) | 2x—— |[— —

) x? X )( xzsz X+1 x> +2

2) Xx+2 x*+3_ X +2x* +3x+6

x*—1 3x+1 3x*+x*-3x-1

b)X+3- X x+3 X2 X
X x*-9 X (x+3)(x-3) x-3
x  xX-1 _ x  (x+h(x=) _  x-1 x—1

3x+3 xX*+2x*  3(x+1) x*(x+2)

©3x(X+2) 3% + 6%

o4 2 _AxD  Ax-) 2
X2-1'x-1 2(x*-1) 2(x+D(x-1) x+1

X+5x°-25 x+5 X X+5 X 1
e) —— = =

1
X X x> x?-25

x> (X+5)(x-5) B X(Xx —5) X2 _5x

2)2 2x*-2x" 2-(x*-1 x?
)| 2X—— |[—= = =
)( xzsz 22 x? 2

x* -1
X

2x 3 2x X°+2  2X°+4

9) X+1x°+2 x+1 3x%  3x¥+3x?

Calcular los productos y cocientes que se indican:

2) (5x_1): X2 b)(2xy_3abj_( 1 1)
x—3 3ab 2xy 3ab 2xy

C)g_(x+2_y—lj d) (x+y_y—x)_(2y—l ~ 2y+1j
y \y+1 2x y—-X X+y/ \xy-y* x’-xy
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_ 2 _
8) (5x—1): X2 - (5x_1).X =3 - X ~16x+3
X3 X+ 2 X +2

b) (2xy_ 3abj _ ( 11 j_ 4x%y® —9a’b®  2xy-—3ab _
3ab 2xy/ \3ab 2x Gabxy ~ 6abxy

(2xy + 3ab) - (2xy — 3ab) . 6abxy

= 2xy + 3ab
Gabxy 2Xy — 3ab
C)3_x(x+2_y—1j_E;_x.(x+2)-2x—(y2—1)_§_2x2+4x—y2—1_
y \y+1 2Xx _y (y+1)2x _y 2y +2 -
6x> +12x —3y* — 3
2y° +2y
Q) (x+y_y—x)_( 2y-1 2y+1)_
y—-x x+y/ \xy—y*> x®-xy
(X+y)2—(y—><)2.( 2y-1 2y+1j_
(Y+)y-x) \yx-y) x(x-y)
(X+y)2—(y—><)2_[2xy—X—2y2—yJ_ axy  xy(x=y)
Y+ (y-x) U xy(x-y) (Y+X)(y=X) 2xy-x-2y* -y

Multiplicando el numerador y denominador por —1, podemos simplificar x—y

—4xy o Xy(x-y)
(Y+X)(-y+X) 2xy-x-2y’-y

_4X2y2 _ _4X2y2
2XY? —yX—=2y° =y + 2XPy =X = 2xy? —xy  =2y° —y® + 2x’y — 2xy — X°
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Problemas propuestos con soluciones

1. Calcula las siguientes operaciones y simplifica el resultado si es posible:

1 1
a)l+ zl_t 2 1 - 1 +212 ) X_x+h
t t°+2t t+2 Xx+a (X+a)° x—-a x"—-a h
Sol: a)B;—Zt b 2a(x+a—1)2 21

t°+ 2t (a—x)(a+x) X° +xh

3x*+hx+3  3x+1
2x° +5x+k  2x-1

2. Determinael valor de h'y k para que

Sol: k=-3y h=10
X2 +X+m

3. Determina para qué valor, o valores de m se puede simplificar la fraccion: @ 7x16
X°—TX+

Sol: m=-42y m=-2
3X+2 32+ x+1

4. a) Efectda la siguiente operacion —; +
X" —3x+2 2X—3

., 3
b) Calcula el valor de la expresion resultante para x=-2 y X = >

3x* —8x> +10x> —6x — 4

Sol: a
) 2x3 —9x® +13x -6

b) Para x=-2 > _;1_2 y para X :g Imposible

5. Efectuar las siguientes operaciones:

2 2
y . 22y + { 1 b)——2 +2x—(x2—1)-X tx, 1
2y+4 y -4 y +2y x+1 x—1 2x+1
3 _ 2 _ V- 4 g3 2 _
Sol: a) 3y 2); +2y-4 b) 2X° — TX 25x +Xx°-2x-1
2y° -8y 2X° +3x+1
- _1)2
6. sia=X"t g- 3y c- &Y cacutar @) A—BC b) AS o) (A+2B-C)
x+1 X" -1 X B
2 _ _1\4 4 a3 2 By 1\2
Sol- a)X 24x+3 b) (x-1) 0 (x" =3x Jg22< 5x21)
X+ X 3X (Xx=D"x"(x+1)

7. Escribe la siguiente fraccion como suma de un polinomio més otra fraccion cuyo numera-
8x* +2x* —x—1
4 —x+1

dor sea de menor grado que el denominador:

2+ 2X

Sol: 1+2x—2—
4x° —x+1

8. En las siguientes relaciones hay errores muy graves, ¢cuales son?

2 2 2
a)x +1:x+1 b)x +x+1=x2 0 2x 1 _ 1
X X+1 X +X—-2 x-2

d)x+1=x2+1
X
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1 x—1 X2+x
X

X—2
) x2—4:X+2 1[)m(x_l):(x+l)(x—1) 9) x
N et SRV
X

Sol: Lo correcto es lo siguiente:

2 2 _ 2 _
2) X“+1 b) X" +X+1 0 x+D)(x-1 _ X+1 q X“+1 f) x—1
X x+1 x=-D(x+2) x+2 X x+1
e) x2 _ 1 g)M=x+1 h)—M:—X+1
x+2)(x-=2) x+2 X X
N 1 1 1 X% +x 3 +x-1
9. Operay simplifica a (——— —) x* +x° b ( —3)
peraysimp )x3 x2+x( ! )x2—8x+16 x*+1
Sol: a) x*+1 b)L
X—4

10. Simplifica las fracciones:

(X+2)(2x-1) - (x+ 2)(x + 2) 2X x ) [ 2x x*-
a) 2 b) 2 . 2 3
X —5X+6 1+x° XxX- 1+x X
ox® L
0 (x> +x-1)(x-5)+13x+1 d) XX+ x* +x% +x?
2x° —3x* -8x -3 3+ X 3x* +3x+3
36
6 ny5 4 _ 2 2
Sol: a) X+ 2 b x5 2x4 + 3x c X—2 d) (18x;t1) e)X—
X—2 X+ X" =x+1 x+1 108x° + x 3

11. Simplifica la siguiente fraccion sabiendo que x = > es raiz de ambos términos:

8x° +4x*> —10x + 3
8x® +20x°> + 6x—9

o s

12. Descomponer la fraccion & x en suma de tres fracciones con denominador de pri-
mer grado.
Sol: s 1. 1

8x—-16 4x 8x+16

13. Operay simplifica cuando sea posible:
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2 2 2,2 4 2 _
a)X +2Xy +Yy :x y b)(x2—6x+9):X2 81 c)[ 22x X _ij 2
X+Yy 11 x*+9 x> —X—2 x—1
Xy
_ 2 2
d)(x y+x+yj(x +y +1j ny :
X+y X-Vy 2xy X +y
Sol- a)—i b)x—S x2+4 d)x+y
Xy X+3 x =1 X—-Y
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Ecuaciones Racionales

Es muy importante comprobar que las soluciones que se obtienen verifican la ecuacién original.

Ejemplo  Resolver la ecuacion 3_ Ll
X X-—
Multiplicando en cruz se obtiene 3(x-1)=2x  3x-3=2x = x=3
Comprobacion: x=3 — §:i 1=1
3 3-1
. -, a 5
Ejemplo  Resolver la ecuacion c = 3+ c
a-— a-—

Multiplicamos todos los términos por a—5 que es el m.c.m.
a 5
(a—S)(—j:(a—S)(3+—J a=3(@-5+>5 a=3a-10 = a=5
a-5 a->5

., 5 5 L . o
Comprobacion: a=5 — 0 = 3+6 La ecuacion no tiene solucion

Ez’emg[o Resolver la ecuacién E —E =1

2

X° X
2 2 2 6 5 2 2 2
m.c.m.(X",X) =X X ———|[=1X 6-5x=x X“+5x-6=0
X° X
_—5+7_l
X_—5i«/52—4-1-(—6)_—Si\/E_—SJ_r? =TS
2.1 2 2 X2:_5_7=—6
2
5
Comprobacion: r 1
P ' 6 5 6 5 1 5 6
X, =— ;=1 —+—=1 —+—-=1 —=1
(-6)° (-6) 36 6 6 6 6
Ez’emg[o Resolver la ecuacién L+L=1
X+2 Xx-4

mcem.(X+2,Xx—4)=(x+2)(x—4) (x+2)(x—4)(é+iJ:1-(x+2)(x—4)

20— +2(Xx+2)=(X+2)(x—-4)  2x-8+2x+4=Xx"—4x+2x-8

4x —4=x%x>-2x-8 x> —6x—-4=0
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X:—(—G)i\/(—6)2—4-1-(—4) _6+4/36+416 652

_6+\/5_2

2
21 2 2 6-+/52
X, =
2
Comprobacion:
6++/52 2 2 2 2
X, = - + = + =1
2 6+v52 , 6+52_, 10++v52  —2++52
2 2 2 2
6-+/52 2 2 2 2
X2: —> + = + =1
2 6-52 , 6-+52_, 10-452 -2-+52
2 2 2 2
Ejemplo  Resolver la ecuacion ! + 1 __ 6
Xx+3 x-3 x°-9
mcm.(Xx+3,x-3,x*-9) = (x+3)(x-3)
1 1 6
X+3)(X-3) —+—— [=(Xx+3)(x-3
(x+3)( )(x+3 x—B) (x+3)( )[Xz_gj
(x=3)+(x+3)=6 2X=6 Xx=3
Comprobacion: x=3 ! + 1 = 26 - 1+£:§
3+3 3-3 3¥-9 6 0 O
La ecuacion no tiene solucion ya que para x =3 se anulan dos de los
denominadores.
Ejemplo  Resolver la ecuacion y-4 _ 2
y?—5y y?-25

Factorizando los denominadores y multiplicando en cruz se obtiene

(y=4)(y+5)(y—-5)=2y(y-5)

(y-4)(y+5) =2y

y*+y-20=2y y’—-y-20=0
1+9_5
—(-)#y(-1)?-4-1-(-20) 11480 1+9 V1T, =
y: = =
2:1 2 2 19,
Yo=—F—=~
2
Comprobacion:
5-4 2 1 2 -
=5 - = = —=— = Noessolucion
5°-25 25-25 0 0
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—4-4 2 ~8 2

y,=—4 - “Eof (-8)(-9)=T72 = T2=T72

(<4)2-5(-4) (47-25 36 -9

ﬂEz'emg[o Resolver la ecuacién a_ _ > 3 = a-2
2a—-6 a“"-6a+9 3a-9

Para calcular el denominador comdn descomponemos en
nominadores.

2a—-6=2(a-23) a’-6a+9=(a-23)°
m.cm.(2a—6,a*—6a+9,3a—-9)=6(a—3)°

a 3

factores cada uno de los de-

3a-9=3(a-3)

) o o a-2
o9 (2(a—3)‘(a—3)2}6(a K [3(a—3>j

3a(a-3)-18=2(a-3)(a—2) 3a*-9a-18=2a°-10a+12

_ —1+11:5

a’+a-30=0a=

2-1 2
Comprobacion:
a =5 5 3 3 B 3 §_§_§
! 10-6 25-30+9 15-9 4 4 6
-6 3 -8 -6
312—6 - = —
-12-6 36+36+9 -18-9 -18
) ., 3 1
@zemg[o Resolver la ecuacién — =7
X+ X+1 X
24+ ——
X—2

Operamos por partes, comenzando por el denominador.

2

— (1) ++/(1)* - 4-1-(=30) -1 AT

-1-11

3 8 8
_ :>
81 27 27 27

. X+1 2(X-2)+x+1 2x-4+x+1 3x-3 3(x-1)

X—2 X—2 X—2 X—2 X—=2
., ] 3 1 3 1
La ecuacion resultante es: N ==
1 X X—2 X
X4+ e X +
3(x-1) 3(x 1)
X—2

Volvemos a operar en el denominador del primer término

para simplificar la expresion.
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X-2 3X(X-D+x-2 3x*-3x+x-2 3x*-2x-2

X+ =
3(x-1) 3(x-1) 3(x-1) 3(x-1)
La ecuacion resultante es: % = 1 M = 1
3X°—-2X—-2 X 3X°=2X—-2 X
3(x-1)
Multiplicando en cruz se obtiene: ~ 9x* —9x =3x* —2x -2 6x*—7x+2=0

X

8 2
(N7 4-(6)-(2) _7x4a9-48 71 XT3
2-6 12 12 6 _1

12 2

Comprobacion:

L2 3 1 3 3 3 3
1= 2 1 2 2 1 2 2 1 2
3" 2.3 3 s 3, 15
3*! 3 1
2+2 2+_—4
‘_9 -
3 3
3 3 3 3 3 3 3 3
2.1 2 2. -12 2 2.4 2 2 2
3 -9 3 -9 33
12
1 3 1 3 3
=5 7 1T 1 1 T 1 2 T 1 2
PR 273 27 6
2 E+1 2 2+—6
2+1 2+_—3
*_9 -2
2 2
3 3 3
=2 T2  5=2 2=2
—+— —+1 —
2-1 2 2
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Problemas propuestos con soluciones

. 1-x 1 1 1
1. Resolver las ecuaciones: a) X———=— 5 =
2 4 X —7x+10 x-2
Sol:a)x:% b) x=6
2. Resolver las ecuaciones:
3 X Xx-1 3+X 2 3Xx-3 2 7
—_— = b) —-——= +— = +
X+1 x-1 Xx+1 X X+1 x° -1 x-1 x+1
Sol:a) x=2 b)x:—3yx:—% c) x=0
3. Resolver las ecuaciones:
1+x+1 X-3 x-3
1 1 1 -1 2 N 4 1 X +2 X
a + = by —X=- -2 C == d =
)x—a x+a x° -a’ )Z—X_l ) 1 X )x2—4 X —
X+1 _x-1
X+1
Sol:a)x:% b) x=3 ¢)x=2 d)x=1
4. Resolver las ecuaciones:
5 3 3 5 X2 +6x+5 1 1 3
- -— = =0 C)———=—+ 5
X-1 X+4 x°+3x-4 x-1 X+1 1-Xx X X-—=X

Sol:a) x=0 b) x=-5 c¢) No tiene solucion
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