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Definicion de Polinomio

Expresiones Algebraicas

Expresion algebraica es toda combinacion de numeros y letras ligados por los signos de las ope-
raciones aritméticas: adicion, sustraccion, multiplicacion, division y potenciacion.

Las expresiones algebraicas provienen de formulas fisicas, geométricas, de economia, etc. Son ex-
presiones algebraicas:

x? -3y

3abc ; BXty+2xy ; T xy+z® ; o5
a+

Las operaciones que se realizan con letras son las mismas que las realizadas con nimeros y cum-
plen las mismas reglas. A continuacion recordamos algunas férmulas de magnitudes geomeétricas,
fisicas, etc., que vienen dadas por expresiones algebraicas.

> Volumen del cubo de ladoa — a®
» Volumen del ortoedro de ladosa,byc — abc

> Areadel circuloderadior — =mr’
> Diagonal de un rectangulo de lados ayb — +a® +b?

B+b_
2

> Area de un trapecio de bases B, by alturah — h

. M
» Densidad de un cuerpo de masa My volumenV — v

‘Monomios

Un monomio es una expresion algebraica en la que las Unicas operaciones con letras que inter-
vienen son la multiplicacién y la potenciacion de exponente natural. Monomio significa un térmi-
no (monos, en griego, significa uno).

Son monomios — 4xy* ; —9axzt ; yx*tm®
1 2
. - = 4x
No son monomios — 2ax™* ; 3aJx =3ax? ; = 3/4
x%z

Las formulas geométricas a®, abc , zr?, etc., son monomios.

Todo monomio esta formado por:

» Una parte numérica, llamada coeficiente.
» Una parte literal constituida por letras y sus exponentes.

El grado de un monomio es la suma de todos los exponentes de las letras o variables. El grado de
un monomio respecto de una variable es el exponente de esa variable.
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Tjemplo  El grado del monomio 7x*ytm?® es 2+1+1+3=7 yademas es de grado 2 respec-

to a la variable x, de grado 1 respecto a la variable y, de grado 1 respecto a la variable t
y de grado 3 respecto a la variable m.

Dos monomios son semejantes cuando tiene la misma parte literal (las letras pueden estar cambia-
das de orden) y en el caso de que los monomios tengan el mismo coeficiente se dice que son iguales
(o equivalentes).

Ejemplo  Son semejantes los monomios 7x*yz® 'y -3yx®z°
No son semejantes los monomios 7x°yz® y —-7yx’z
Son iguales los monomios 7x°yz® y 7yx®Zz’

Polinomios

Un polinomio es una expresién algebraica formada por la suma de dos 0 mas monomios y puede
tener una o mas variables. Polinomio significa varios términos (polys en griego significa varios).

Son polinomios — 3x+2y ; a’+2ab+b® ; x*-3xz'-Tt

AX+y 2 t+y-1

No son polinomios — > ;
X X+2Z z

Se llama polinomio de grado n, en una indeterminada X, a toda expresién de la forma:
a,x"+a, X" +a,x* +a,x+a,

enlaque:n esunnumeronatural y a,,a,,;,.......... ,a,,a,,a, sonnumeros reales que se
denominan coeficientes a, =0

Es costumbre designar a los polinomios mediante las siguientes notaciones:
P(x),Q(x),R(x),.... P(x,y),Q(Xx,y),....
indicando entre paréntesis las variables. Asi, por ejemplo, diremos:
el polinomio P(x)=5x>+x+1, o bien: el polinomio Q(x)=x° -2

Caracteristicas

v’ Cada uno de los monomios que componen el polinomio se llama término. El coefi-
ciente a, se llama término independiente. Los polinomios que solo constan de uno,

dos o tres términos se Ilaman monomios, binomios o trinomios, respectivamente.

v" En general escribiremos los polinomios ordenados segln potencias decrecientes de la
variable.

v" El grado de un polinomio es el mayor de los grados de los términos que lo forman. El
grado de un polinomio respecto de una variable es el mayor exponente con que figu-
ra dicha variable.
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v 2x’y—5xy* +x—1 esdegrado 4

v 3xy?+4xy® +7xy-5x®+z-3 degrado 2 respecto dey, de grado 1 respecto
de z y de grado 3 respecto de Xx.

v Un polinomio se dice completo cuando existen términos de todos los grados desde 0
hasta el mayor.

v 7x® —5x* + 23x — 7+ 11x> + 45x”es un polinomio completo

v" Un polinomio se dice ordenado respecto de una variable cuando los grados de los
términos van creciendo o decreciendo.

v Tx® —Bx* +11x3 + 45x% + 23x — 7 es decreciente

v =7+ 23x+ 45x% +11x® —5x* + 7x° es creciente

v Un nimero real distinto de cero es un polinomio que Unicamente tiene término inde-
pendiente y se dice que el grado de estos polinomios es cero.

v Dos polinomios son iguales cuando son equivalentes o cuando los términos que lo
forman son iguales.

Valor numérico de un polinomio

Dado un polinomio P(X) y un nimero a, se llama valor numérico de P(x) para x=a al nimero
gue se obtiene al sustituir x por a y efectuar las operaciones indicadas. Dicho valor numérico se
designa mediante la notacion P(a).

Ejemplo  Calcular el valor numérico del polinomio P(x) = 2x® —5x*+2x—1 para x=-1.

P(-1) =2(-1)° -5(-1)* +2(-1) -1=-10

Ejemplo  Dado el polinomio P(x)=x?+3x+ 1 determinar P(O),P(%) y P(2a)
2
P(0)=0%+3-0+1=1 p(l):(l) L3l 1
2 2 2 4

P(2a)=(2a)* +3-2a+1=4a° +6a+1

Ejemplo  Averiguar el valor de k en el polinomio P(x)=x*-3x*+kx-1 para que
P(2)=3.

P(2)=2"-3-2°+2k-1=3 — 16-24+2k-1=3 — k=6
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Operaciones con Polinomios

Suma y resta de polinomios

Para sumar o restar dos 0 mas polinomios, se suman o restan los coeficientes de los terminos del
mismo grado.

Para realizar la suma o resta de polinomios se disponen los polinomios uno sobre otro, haciendo
coincidir los términos del mismo grado en la misma vertical, dejando huecos si es necesario, y Su-
mando entonces los coeficientes.

Ejemplo  Calcular P(X)+Q(x) y P(X)—Q(X) siendo:
PX)=2x'-7x*-4x+5 y Q(X)=x>+6x"+2x>-5x"+3

P(x)= 2xt —7x° —4x +5
Q(x)= x> +6x* +2x® -5x? +3

P(x)+Q(x)= x> +8x* -B5x® -5x* -4x +8

P(x)= x4 =1x3 —4x 45
—Q(x)= -x* —-6x* -2x* +5x? -3

P(X)—Q(x)= —-x> —4x* -9x° +5x* —4x +2

Ejemplo  Si P(x)=2x>-5x*+2x-1, Q(X)=—x+1y R(x)=x*-3x*+6x-1, calcular:

a) P()+Q(x)-R(x) b) R(X)-Q(x).

a)
2x3 —5x% +2x -1 2x% —5x? + X
-Xx +1 —x*+3x° —BXx+1
P(x) +Q(x) = 2x> —=5X* + X P(X) + Q(X) = R(X) = —x* +5x® —=5x* —=5x +1
4_ 3 _
b) X" —=3x +6x-1

+ x -1

R(X)-Q(x)=x"-3x® +7x-2
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Problemas provuestos con soluciones

1) Dados los polinomios P(X)=x>—x*—3x+1, Q(X)=2x*-2x+1 y R(X)=x>—-6x"+6x—-1
calcular:

a) P)+Q(Xx)  b) PX)-Q(X)+R(x)  ¢) 2P(x)-3R(x)  d) P(x)+Q(X)— R(x)

Soluciones

a) X>+x*°=5x+2 b) 2xX*—9x*+5x—-1 ) —x*+16x*—24x+5 d) 7x*-11x+3
2) Operay simplifica:

a) (2x+3x° = 7x°) + (1 +4x—5x* +9x° —4x") b)) 2+x+3x* —(9-5x+23x°)

Soluciones

a) —4x" +2x* —2x*+6x+1  b) —20x*+6x—7

Producto de polinomios

El producto de dos polinomios es igual a otro polinomio cuyos términos se obtienen multiplicando
cada término del primero por cada téermino del segundo, y reduciendo luego los términos semejan-
tes.

Para realizar el producto de polinomios se disponen los polinomios uno sobre otro, haciendo coin-
cidir los términos del mismo grado en la misma vertical, dejando huecos cuando falta algin térmi-
no.

Ejemplo  Calcular P(x)-Q(X) si P(X)=—x"—6x*-2x>+5x* -3 y Q(X)=2x"—7x’—4x+5

P(x)= -x> —-6x* -2x* +5%° -3
Q(x) = +2xt -7x° —4x  +5
—5x° —30x* -10x® +25%° -15
+4x°  +24x°  +8x* —20x° +12x
+7x® +42x"  +14x5  —35%° +21x3
—2x° —12x®  —4x” +10x° —6x*

P(x)-Q(x)=—-2x" —5x® +38x" +28x° -16x> -28x* -9x® +25x* +12x -15

Ejemplo  Calcular P(x)-Q(x)—R(x) siendo
PX)=x*—x*-3x+1, QX)=2x*-2x+1 y R(X)=x*-6x*+6x-1
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x2—x?-3x+1
2% —2x +1

—x>=3x+1

X3

—2x* + 23+ 6x%2 —2x
2x° —2x* —6x3 + 2x2

P(x)-Q(x) =2x°> —4x* —3x® + 7x* =5x +1

2x° — 4x* — 3x® + Tx? — 5x+1
— X3 +6x°—6x+1
P(X)-Q(X) — R(X) = 2x° — 4x* — 4x® +13x? 11X + 2

Problemas propuestos con soluciones

1) Dados los polinomios P(X)=x>—-x*-3x+1, Q(X)=2x*-2x+1 y R(X)=x>-6x"+6x-1
calcular:

a) Q[2P(X)-R(X)]  b)[P(X)]*  ¢) [QX)]* -P(X)R(x)
Soluciones

a) 2x°+6x* —31x% +34x* -18x +3 b) x®—2x°—5x* +8x%+7x* —6x+1
c) —x®+7x>=5x* —20x® +31x* —13x + 2

2) Operay simplifica: a) (2x*—x+5)(x-3)  b(x*-5)(2x’-4)  c¢) (xX* —5x+3)(4x—-5)
d) (4x* —9x+1)(7x—-2)

Soluciones

a) 2x* —6x° —x*+8x-15  b) 2x°—-10x*—4x*+20  c) 4x>—25x* +37x-15
d) 28x° —71x* + 25x - 2

N 3x? 1 3x 4
3) Operaysimplifica: | ——2x+= || 2xX* + —=——
) Operay simp ( 5 4}( 1 3]

Solucion

En los casos donde intervienen fracciones, lo mas practico es multiplicar cada término del pri-
mer paréntesis, con su signo, por todos los términos del otro paréntesis (con sus signos respec-
tivos) expresando el resultado en una linea (este procedimiento es el mas practico).

2
X oxa o X2
2 4 4 3

2 2 2
3L'ZX2+3L'3—X+3L'[—ﬂj—2X'2X2—2X'3—X—2X'(—EJ+E'ZX2+£'3—X+l' _ﬂ —
2 2 4 2 3 4 3) 4 4 4 4 3
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6x4+9x3_12x2_ _6_)(2 8x 2_x2 3x 4

4x° T+ =
2 8 6 4 3 4 16 12
Simplificando:
3 2 2
axt 1 X gy gy X 8 X X1
3 2 16 3

Agrupando términos:

. IXP=32x% —4x®-3x*+x® 128x+9x 1 . 23
+ + + ——=3X"-—X"-
8 2 48 3 8

3x

4) Operay simplifica:

3%+

137 1

48" 3

3
a) 3x* (sz + 3x—%) b) —%£—5L—4x2 +%) C) (ZXZ —3—;j(3x2 +4x—1)

5 4
2 2
d) AT S P Vp e) S rax| e xe2
3 2 2 3
Soluciones
a) 6x'+9x®—4x*>  Db) 1x“+§x3—ﬂx c) 6" + L x* —8x? +§x
2 5 3 2 2

d)—§x4+%x3+6x2+3x e)—2x4+?x3+x2+8x

Productos o Identidades Notables

Se llaman productos o identidades notables a ciertas expresiones algebraicas que nos encontramos
frecuentemente en matematicas y que conviene conocer su desarrollo sin necesidad de hacerlo paso

a paso.
Binomio al cuadrado o cuadrado de [a suma de dos cantidades

El &rea del cuadrado exterior es 7x7 =49 7

Este cuadrado, de dimensiones 7x7, lo podemos i
descomponer, como si de las piezas de un puzzle se
tratara, en dos cuadrados distintos (colores naranja
y verde) y dos rectangulos iguales (color azul), to-
dos ellos con un vértice en comun.

Uno de los cuadrados tiene de lado 2, el otro cua-
drado tiene de lado 5 y los dos rectangulos tienen

por lados 2 y 5, como se observa en el dibujo que

hay en la parte derecha.

Todo lo anterior lo podemos expresar mediante la
igualdad:

5
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Tx7=(5+2)(5+2)=5-5+5-2+2-5+2.2=5?+2(2-5)+ 22 =49

Generalizacion

Si tenemos un cuadrado de lado a+b podemos
descomponerlo en dos cuadrados y dos rectangulos.
Un cuadrado de lado “a”, otro cuadrado de lado “b”
y dos rectangulos iguales de lados “a” y “b”. De la
figura adjunta deducimos la siguiente expresion:

(a+b)* =a’+2ab+b?

Ejemplo  (2+X)’ =2 +2-2-X+X* =4+ 4x +X*

A
Y
A
Y

fzemg[o £+§j2—(£j2+2.1.£+ i 2—1+2_X+X_2—l+§+x_2
2 3 2 3 \3 4 6 9 4 3 9

Binomio al cuadrado o cuadrado de la diferencia de dos cantidades

Si tenemos un cuadrado de lado “a” podemos b a-b
descomponerlo en dos cuadrados y dos rectangu-
los. Un cuadrado de lado “b”, otro cuadrado de
lado “a—b” y dos rectangulos iguales de lados

“a—b”y"“b”. b
De la figura adjunta deducimos la siguiente ex-
presion:
a’=b’+2b(a-b)+(a—b)’
a-b

a’=b’+2ab—2b°+(a—b)*=(a—b)*+2ab—b?

Despejando (a—b)? obtenemos:

(a—b)*=a*-2ab+b’

A

Y

Cjemplo  (2—X)* =22 -2-2-x+x*=2-4x+X°

Giemplo | +-* T L 2_2.1.54_ X Z_E_Z_XJFX_Z_E_KJFX_Z
=P 1573 2 2313) 4 6 9 4 3 9
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Producto de [a suma vor la diferencia de dos cantidades. Diferencia de cuadrados

Partiendo de un cuadrado de lado “a” veamos cual es el &rea que resulta al eliminar de este cuadra-
do un cuadrado de lado “b”.

a a+b

Como se observa en la figura superior, el area del rectangulo de la derecha es igual al area del cua-
drado de la izquierda de lado “a” menos el area del cuadrado méas pequefio de lado “b”.

(a+b)(a—b)=a*—b?

Ejemplo  (2+X)(2-X)=2° —=x* =4-x°
Ejemplo (l—ij(£+§j:(£j2_(§jzzl_x_z
=P 15730 273)7\2) T\3) Ta g

@ esumen

Al elevar un binomio al cuadrado se verifica:
> Los cuadrados correspondientes al primer y segundo término siempre son positivos.

> Si los dos términos del binomio son positivos o los dos son negativos, el término correspon-
diente al doble del producto del primer término por el segundo término siempre es positivo.

» Si uno de los dos términos es negativo y el otro es positivo, el término correspondiente al
doble del producto del primer término por el segundo término siempre es negativo.

(a+b)>=a*+2ab+b’ (-a—b)*=a’+2ab+b?
(a—b)*=a*-2ab+b? (-a+Db)>=a’-2ab+b?

(a+b)(a—b)=a*-b?
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Problemas resueltos

Eemplo  [L++2) =1 +21:42 + (V2) =14 22 +2=3+ 22

Ejemplo  (2+3v5) =22 +2.2.3/5+ (3V5)? =4+1245+9-5=4+125 + 45 =49 +12/5
Ejemplo  (V3-2) = (3) 232 + (2)* =3-2/6 + 2=5-2./6

Ejemplo (V3 -2)V3+2)=(+/3)?~2*=3-4=-1

Ejemplo  (2n—-3) =(2n)>—2-2n-3+(3)*=4n’ —12n +9

Ejemplo (542 — 2/3)? = (54/2)? —2-54/2 - 243 + (24/3)? = 25-2 - 204/6 + 4-3=62 - 20/6

1 ¥V (1Y _1 1
Ejemplc Zax| == +2- 2 x+x2==4+x+ X2
= (2 ) (2) 2 4
. V3 yY (VBY By (yY 3 \By. V¥
Ejomplo | Y2 Y| 2| Y2 | o NS Y [Y) S NV ¥V
PO (2 2 2 2 2+(2j a2 "

Ejemplo  (Xx—~/2) (x+~/2) = x* = (+/2)? =x* -2

1 1 1Y 1
Eremple x| Z+x|=|=| =x?==-x2
=SR2 j(z j (2) 4
. 3x 5Y (3xY . 3x 5 (5) 9x? 25
Eemplo | —=-2| =| | 2.2 242 =2 _ox+ 22
P g 3) [5) 5 3 (3} 25 9
Eiemplo 3_zj[3_ zj(s_j(zjf»_ﬂ
=P 1573\ 2 T3)7 2 3) 4 9

x 3 Y (xY X 3 3y x* 3xy 9y’
Ejemplo | 2-2y| =| 2| 2. 2.2y 42| 2222V OV
SJEpEo (2 4yJ (zj 2 47 (4) 4 4 16

1 1) (1 1 1Y 1
Tjemplo |=-ala+=|=|=--a|=+a|=|=| —a®*==-2a°
= ( j( 2) [2 j(z j (2) 4

2

Ejemplo (4x2+ y}(4x2—gyj=(4x2)z—(gyj =16x4—%y2
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Transformar las siguientes expresiones en cuadrado perfecto.
2

a) X*—6x+9  b)4x*—12x+0 C)X?—X+l

2 2
a) x> —6x+9=(x-3)> b)4x*-12x+9=(2x-3)’ C)XI—X+12[§—1J

Expresa como una identidad o producto notable las siguientes expresiones:
a)x’—4  b)9Ix*-9 )81x*-1  d)49x*-14x+1 e) x* -4y’
f)a®—b* @) 16a*—-25a’" h)100a’-1 i) x*—-2 ) 9x*-16x

a) (x+2)(x—-2)  b) Bx=3)(3x+3)  c) x+1@x-1)  d) (7x—1)?
e) (x+2y)(x-2y) ) (a°+b*)(@°-b*)  g) (4a+5ab”)(4a—5ab?)
h) (10a+1)(10a—1) i) (x++/2)(x=~/2)  j) (3x?+4x)(3x? - 4X)
Calcula el area de un cuadrado cuyo lado mide +/3 +2
A=(3+27=(3)+2:43-2422=3+43+4=7+43
Calcula el area de un rectangulo cuyos lados miden v2+1 y +2 -1
A=W2+D)W2-1)=(2)?-1?=2-1=1

Calcula el area de un triangulo cuya base mide J5-43 y cuya altura mide

5+\/§.

A

_b-h_ (5-3)W5++3) _ (5 -(/3)’ _5-3_

1
2 2 2 2
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Division de polinomios

La division entera de dos polinomios sigue el mismo proceso que la division de nimeros naturales.
Dados dos polinomios, dividendo y divisor (no nulo), se trata de hallar otros dos, cociente y resto,
con las siguientes condiciones:

D(x) | d(x) = D(x)=d(x) - C(x) + R(x)
R(x) | C(x) N

1°) dividendo = divisor - cociente + resto

29 grado R(Xx)< grado d(x)

Si en una division de polinomios el resto es cero, se dice que la division es exacta.

D(x) | d(x) o D(x) =d(x)-C(x)

0 C(x) l J |

dividendo = divisor - cociente

El proceso para calcular el polinomio cociente y resto lo analizamos a través de dos ejemplos, te-
niendo en cuenta que hay que ordenar los polinomios dividendo y divisor en orden decreciente de
sus exponentes y dejando en el dividendo los huecos correspondientes a los términos que no exis-
tan.

Ejemplo  Calcular el cociente y resto de dividir los polinomios (x* —8x* +2x-5):(x-2).

x* -8x* +2x -5 [ x-2
—x* +2x8 X3 +2x? —4x-6
2x®  —8x°
—2x%  +4x3
—4X* 42X
4x*  —-8x
-6x -5
+6x =12
=17

1) Se divide el monomio x* por el monomio x. El resultado x* se multiplica por el
divisor y el producto se resta del dividendo.

2) Se divide 2x* por x. El resultado, 2x?, se multiplica por el divisor y el producto se
resta del nuevo dividendo, y asi sucesivamente.

3) El proceso finaliza cuando el grado del polinomio del resto es menor que el grado del
polinomio del divisor.
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Tjemplo  Calcular el cociente y resto de dividir los polinomios (x* —x): (x> -1).

x® —X x> -1
-x° +X X
0 0

El cociente es c(x)=x yelrestoes r(x)=0, por lo tanto la divisién es exacta.

Ejemplo  Calcular el cociente y resto de dividir los polinomios (4x° —3x* +2): (x* —4).

4x° -3x® +2 x:—4

—4x° +16x%° 4x3 +13
13x3 +2
-13x3 +52
54

El cociente es ¢(x) =4x°+13 yelrestoes r(x)=>54.

Tjemplo  Efectuar la division: (x° +2x° —2x° —x%) 1 (X* +x+1).

X + 2x° —2x% —x? | x*+x+1
—x® —x*—x* X+ xP-2x*—x+2
x°—x* —2x3
EVCREIVE I

-2x* -3x* -x°

+2x* +2x3 + 2%

-x® +x?

+x% +x%+x

2x% + X
—2x?-2x -2
—-X=2

El cocientees c(x)=x"+x®—2x*—x+2 yelrestoes r(x)=—x-2.
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Problemas provuestos con soluciones

Calcular el resto y el cociente de las divisiones siguientes:

a) x> +1 entre x+1 b) x°—1 entre x—1 ) 2x° —7x* +4x—3 entre x—3.

d) xz—%x+1 entre x—% e) (x4—6x3+4x2+5x+6):(x+4)

f) 6x' —4x®+11x* —4x-5 entre 3x°-2x-1

Soluciones

a) c(xX)=x"-x+1 r(x)=0 b) c(X)=x"+x*+x*+x+1
c) c(x)=2x*—-x+1 r(x)=0 d) c(x)=x-1 r(x)=§

e) c(x)=x>—-10x*+44x—-171 r(x)=690 f) c(x)=2x*+

r(x)=0
E r(X)IEX—g
3 3 3
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