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Poligonos

La palabra poligono proviene del griego antiguo, de poli (muchos) y gona (angulos). Se denomina
linea poligonal al conjunto ordenado de segmentos tales que, el extremo de uno de ellos coincide
con el origen del segmento que le sigue. Un poligono esta conformado por una linea poligonal ce-
rrada.

Un poligono se dice convexo si al atravesarlo
una recta lo corta en un maximo de dos puntos o
también si el segmento que une dos puntos cua-
lesquiera del poligono es interior al poligono.
Todos los angulos interiores del poligono son
menores de 180°. El poligono siempre quedara
en un semiplano determinado por cualquiera de
las rectas que contengan sus lados.

Un poligono se dice convexo si al atravesarlo
una recta lo puede cortar en méas de dos puntos o
también si el segmento que une dos puntos cua-
lesquiera del poligono tiene puntos que salen
fuera del poligono. El poligono no siempre que-
da en un semiplano determinado por cualquiera
de las rectas que contengan sus lados.

A pesar de que hay infinitos poligonos, el mas importante es el tridngulo, ya que tanto los poligonos
céncavos como los convexos siempre se pueden triangular, es decir dividirlos en piezas triangula-
res.

Algunas propiedades de los poligonos

» La suma de los angulos interiores de un poligono de n lados es S=(n—2)-180°

» En un poligono convexo la suma de los angulos exteriores es de 360°.
» El numero de diagonales de un poligono (segmentos que unen vértices no consecutivos) es
n(n-3)
2
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Cometas 1

1)
2)

Dibuja dos circunferencias. Describe como son y cual es la posicidn de una respecto a la otra.
Ahora dibuja dos circunferencias de igual radio y que se corten en dos puntos. Si unes el centro
de cada circunferencia con los puntos de corte, ¢qué figura encuentras? Describe cuales son sus
caracteristicas (lados, angulos, ejes de simetria, diagonales).

Cometas 2

Utilizando las conclusiones obtenidas en el apartado anterior:

a) Dibuja un rombo cuya diagonal mida 6 cmy el lado 4 cm.

b) Dibuja un rombo cuya diagonal mida 6 cmy el lado 3 cm.

c) Dibuja un rombo cuyo lado mida 4 cm y un angulo 50°

Cometas 3

1) Trazamos dos circunferencias de diferente radio que se corten, ¢como sera la figura que aparece
al unir los centros de las circunferencias con los puntos de corte? Describela (lados, angulos,
ejes de simetria, diagonales).

2) Una cometa es un cuadrilatero en el que sus lados son iguales dos a dos y los lados iguales son
consecutivos. Dibuja una cometa cuya diagonal mayor mida 12 cm. y la diagonal menor del
tamafio que t0 quieras. Dibuja otras cometas con la misma diagonal mayor pero variando la di-
agonal menor.

3) Dibuja una cometa cuyo perimetro sea de 18 cm.

4) Si las longitudes de las diagonales de una cometa son 4’6 cm y 10 cm calcula sus lados vy el
area.

5) Si unimos los puntos medios de los 4 lados de una cometa ¢;,qué cuadrilatero se forma?

6) Siinscribimos una cometa en un rectdngulo B c
¢qué relaciéon hay entre sus areas respecti-
vas?
¢Como cambiara el perimetro de la cometa c
a medida que By F se muevan? SiBy F se
encuentran en el punto medio de los lados
del rectangulo ¢qué figura se obtiene?
¢cudl es su perimetro? G F E

P4 .

Conicas

1) Dibuja diferentes cometas manteniendo siempre los mismos centros de las circunferencias y
tales que la suma de los lados desiguales sea de 9 cm. Si unimos los puntos de corte de las cir-
cunferencias ¢qué figura se obtiene? ;como la definirias?

2) Dibuja diferentes cometas manteniendo siempre los mismos centros de las circunferencias y

tales que la diferencia de los lados desiguales sea de 5 cm. Si unimos los puntos de corte de las
circunferencias ¢qué figura se obtiene? ;como la definirias?
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Isometrias

Toma dos espejos planos de la misma medida y hazlos coincidir de forma que se toguen las caras
que se reflejan, sujetdndolas con cinta aislante por el borde exterior y con cinta transparente por la
parte interior. Hemos construido lo que vamos a llamar “el libro de los espejos”.

1) Sobre una hoja de papel traza un punto y una linea
que no pase por él. Sitta el eje del libro de los espe-
jos sobre el punto y coloca los espejos de manera
que corten a la recta. Abre y cierra las hojas del li-
bro y describe las figuras que vayas observando ¢te
suenan? Con un circulo graduado colocado en la (P
parte superior del libro puedes medir en cada mo-
mento el &ngulo que forman las dos hojas. O

2) Coloca el libro de los espejos sobre cualquier figura que tengas dibujada y varia el angulo for-
mado por los dos espejos o bien la posicion del libro. ¢ Qué ves?

3) Un movimiento en el plano es una transformacion que cambia de posicion todos los puntos del
mismo, si bien, para algunos movimientos hay puntos que permanecen invariantes. A los movi-
mientos que mantienen la forma y el tamafio de los objetos se les llama Isometrias. A un moti-
vo cualquiera se le puede aplicar una isometria y al resultado obtenido se le puede aplicar otra.
A esto le llamamos composicion de isometrias. Son isometrias los siguientes movimientos:

e Giroen el plano Es un movimiento que deja un solo punto fijo, Illamado centro de giro. De-
cimos que una figura es simétrica por rotacion si al girarla un angulo de-
terminado alrededor de un punto permanece invariante globalmente.

e Traslacion Es un movimiento, en una direccidn determinada, que no deja ningun pun-
to fijo. Decimos que una figura es simétrica por traslacion cuando perma-
nece invariante al trasladarla seguin una determinada direccion.

o Reflexion Es un movimiento que mantiene toda una recta de puntos fijos en el plano
Illamada eje de reflexion. Decimos que una figura es simétrica por re-
flexion cuando permanece invariante al aplicarle una determinada re-
flexion.

» Al componer dos traslaciones ¢qué isometria se obtiene? ¢y al componer dos giros?

» Coloca un espejo sobre la primera linea de puntos y

dibuja la imagen reflejada. Cambia el espejo a la | |
segunda linea de puntos, paralela a la anterior, y
dibuja la nueva imagen reflejada. ;Qué has obteni- ; ;
do al componer estas dos reflexiones de ejes para- i !
lelos? Mide la distancia que hay entre los dos ejes
de reflexidn y compara esta medida con la longitud i i
de la traslacion obtenida.

» Estudia algunas de las letras del alfabeto y clasificalas segn las isometrias que presentan.

» Trabajar el tema de los apuntes de Geogebra titulado: Traslacion, Giro, Homotecia y Re-

flexion.
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» Indica en cada una de las imagenes los ejes de simetria, centros de simetria y el orden de gi-
ro de los mismos (decimos que el orden de giro es 2 cuando al girar el dibujo 360° en torno a
un centro de giro el dibujo coincide 2 veces consigo mismo). Lo que importa en las simetrias
es el dibujo, no los colores (el logo de Antena 3 tiene simetria, aunque los colores no coinci-
dan).

Pais (VCISCO _‘]v'oruega

*

Vietnam

Senegal

Unién Europea
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Tramas de poligonos. Mosaicos regulares

Un Mosaico es un recubrimiento del plano formado por piezas, llamadas Teselas, que encajan per-
fectamente unas con otras sin superponerse y sin dejar huecos sin recubrir. Una Teselacién se dice
regular si se utiliza el mismo tipo de poligonos regulares y en cada vértice inciden el mismo tipo
de poligonos, en el mismo namero y con la misma disposicion.

Para que un poligono regular rellene el plano sin producir solapamientos y sin dejar huecos el &ngu-
lo interior debe ser divisor de 360° y menor que 180°. Esto solo ocurre con tres poligonos regulares:
el triangulo equilatero, el cuadrado y el hexagono, cuyos angulos interiores son de 60°, 90° y 120°.

El angulo central de un poligono regular es el formado por dos radios consecutivos y el angulo
interior es el formado por dos lados consecutivos.

Por ejemplo, en un triangulo equilatero el &ngu- 120°
lo central es de 120° y el &ngulo interior es de
60°.

El Pentagono regular, por ejemplo, no tesela el
plano. El angulo central es de 72° y el angulo
interior es de 108°. Lo mismo sucede con el
Dodecéagono regular cuyo angulo central es de
30°y el angulo interior es de 150°.

&/
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» Completa la siguiente tabla e intenta construir las figuras con los materiales de clase.

N° de lados 3
Poligono Triangulo
Angulo central 120°
Angulo interior 60°
¢ Tesela el plano? si

Asociada a cada teselacion regular existe otra teselacion, también regular, obtenida uniendo los cen-
tros de los poligonos contiguos. Esta nueva teselacion se llama Teselacion dual de la anterior.

Para indicar que en una tesela regular coinciden alrededor de un vértice 4 cuadrados lo podemos
hacer a través del codigo 4 4 4 4 que quiere decir que hay 4 cuadrados y cada uno de ellos tiene 4
lados (de ahi 4 cuatros). Su teselacion dual sera también 4 4 4 4 como se indica en la siguiente figu-

ra.

» Dibuja o construye todas las teselaciones duales correspondientes a las teselaciones regulares

indicando sus codigos.
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Mosaicos semirregulares

Llamamos mosaicos semirregulares aquellos que estan formados por mas de un poligono regular.
Hemos visto que el pentagono no forma mosaico por si mismo. Sin embargo la combinacion de
octogonos y cuadrados tesela el plano. A este tipo de mosaicos formados por varios poligonos regu-
lares diferentes suelen Ilamarse Mosaicos Semirregulares.

Una Teselacion se dice semirregular si se utilizan distintos tipos de poligonos regulares y en cada
vértice inciden el mismo tipo de poligonos, en el mismo nimero y con la misma disposicion.

La suma de los &ngulos interiores de un poligono regular es S=(n-2)-180° y por tanto el angulo
(n—2)-180°

interior de un poligono regular mide
n

» ¢Se puede construir un mosaico con 2 dodecagonos y un cuadrado? En caso negativo explica qué
poligono regular combinado con los dos dodecagonos hace falta para teselar el plano.

Dentro de los mosaicos semirregulares podemos distinguir dos grupos: los mosaicos uniformes y los
mosaicos no uniformes.
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Mosaicos uniformes

Son aquellos en los que en todos los vértices concurren los mismos poligonos regulares y en el
mismo orden. So6lo existen 8 mosaicos de ésta categoria.

Un ejemplo de mosaico semirregular uniforme es el de la figura anterior donde confluyen en un
mismo Vvértice dos octégonos y un cuadrado y se suele codificar como 4 8 8 para indicar que alrede-
dor de un vértice confluyen un cuadrado y dos octdgonos, es decir, se unen un &ngulo de 90° y dos
angulos de 135° que suman en total 360°. Contando con el mosaico anterior solamente existen 8
mosaicos semirregulares, cuyas codificaciones son:

488 3636 3464 31212 4612 33336 33434 33344

Los dos Ultimos estan formados por los mismos poligonos en diferente orden de tal manera que al
rellenar el plano forman mosaicos diferentes, como se observa a continuacion.

33434 33344

La siguiente figura representa el mosaico 4 6 12

También podemos formar mosaicos variando el orden 3 6 3 6 al orden 3 3 6 6 y variando el orden
de 34 6 4 al orden 3 6 4 4, pero estos mosaicos nuevos no son uniformes, es decir, al intentar ex-
pandirlos en el plano apareceran vértices de distintos tipos.
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3636 3366

3464 3644

ek

» Intenta construir alguno de los mosaicos uniformes.

Como en el caso regular, puede obtenerse de cada teselacion semiregular uniforme, una teselacion
dual uniendo los centros de cada dos poligonos consecutivos como se observa en la figura adjunta.
Esta nueva teselacion no es regular.

NN

/NN

» Construye todas las teselaciones duales correspondientes a las teselaciones semirregulares indi-
cando sus codigos.

> Localiza en tu ciudad ejemplos de mosaicos regulares o semirregulares uniformes y fotografia-
los.
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Mosaicos no uniformes

Existen otras combinaciones de poligonos regulares tales que la suma de sus angulos es 360°, por lo
que pueden configurar un vértice de un mosaico pero que no es posible expandirlos indefinidamente
en el plano sin que haya superposicién ni huecos. Son aquellos en los que son necesarios vértices de
mas de un tipo para poder recubrir el plano. Solamente hay 8 configuraciones de este tipo.

34312 33412 5510 4520 3742 3824 3918 31015

Por ejemplo, el siguiente mosaicos corresponde a la configuracion 3 3 4 12, pero hay vértices en los
que la configuracion es 3 3 4 3 4, como se muestra a continuacion.

av AVA
A/ \4 AV )/ \4

) /\ 4

/N

W . W
o YN -

MY v

/N
)/ \4

o w
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Mosaicos formados por poligonos irregulares

» Teselacion mediante tridngulos
Se obtiene por simetria respecto del punto medio de cada lado.

> Teselacion mediante cuadrildteros

Se obtiene por simetria respecto del pun-
to medio de cada lado.

a) Rectagulos

b) Rombos

c) Paralelogramos

d) Un cuadrilétero cualquiera

» Teselacion mediante pentdgonos irregulares

El pentdgono regular no tesela el plano, pero actualmente se conocen 14 familias de penta-
gonos que teselan el plano. Se obtiene por simetria respecto del punto medio de cada lado.

» Teselacion mediante hexdgonos irregulares

Ademas del hexagono regular hay otros 3 hexagonos irregulares que rellenan el plano. La
siguiente se obtiene por simetria respecto del punto medio de cada lado.

» Puede demostrarse que no hay poligonos convexos de mds de 6 lados que teselen el plano.
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Tipos de Teselaciones. Teselaciones periddicas

Las teselaciones pueden ser periodicas o ser no-periddicas. Son periddicas aquellas teselaciones
que si las calcamos con un papel de calco y trasladamos este papel por la teselacién original la
teselacidn original y la calcada coinciden. Podemos mover el papel de calco hacia la derecha, hacia
la izquierda, hacia arriba, hacia abajo, en cualquiera de las diagonales, etc; lo Unico que no se puede
hacer con el papel de calco son giros. Cuando una teselacion no tiene traslaciones que hagan que
coincida consigo misma decimos que es no-periodica.

Para teselar el plano de forma periddica existen 4 estrategias:

» Traslacion
La nueva tesela surge por desplazamiento de una anterior, sin giros de ningun tipo.

» Rotacion
La nueva tesela surge por el giro de una anterior con centro en algun punto determinado y
con un angulo concreto.

> Reflexion
La nueva tesela surge mediante una imagen especular de una anterior, con un eje de sime-
tria dado.

» Simetria con deslizamiento
La nueva tesela surge de una reflexion seguida de una traslacién en la direccion del eje de
reflexion.

Estas 4 estrategias se denominan movimientos en el plano y son isometrias, es decir, conservan las
distancias. Estas transformaciones se combinan entre si dando lugar a los denominados grupos de
simetrias, en este caso grupos cristalograficos planos. En el afio 1891, Fedorov, un gran matemati-
co ruso, demostrd que no hay mas que 17 estructuras basicas para las infinitas decoraciones posibles
del plano formando mosaicos periddicos. Son los 17 grupos cristalogréaficos planos. Cada uno de
ellos recibe una denominacion que procede de la cristalografia, y se pueden clasificar segin la natu-
raleza de sus giros.

Los 17 grupos de simetria del plano se pueden agrupar en 5 apartados, segun el orden méximo de
los giros.

+ 4 grupos de simetrias sin giros.

+ 5 grupos de simetrias con giros de 180°.
+ 3 grupos de simetrias con giros de 120°.
£ 3 grupos de simetrias con giros de 90°.
% 2 grupos de simetrias con giros de 60°

Los arabes fueron unos excelentes creadores de mosaicos geométricos. Su religién les impedia di-
bujar personas o animales por lo que su creatividad se orient6 hacia la caligrafia y los dibujos geo-
métricos creando teselaciones de una belleza insuperable. Los creadores de los mosaicos de la Al-
hambra no podian conocer el teorema de clasificacion de Fedorov y por lo tanto no conocian cuan-
tos grupos de simetria podian usarse para teselar el plano, por eso resulta impactante que conocieran
los 17 existentes. Todos ellos estan representados en los mosaicos de la Alhambra. La mayoria son
los que tienen giros de 90° y aungue algunos grupos aparecen muy poco los 17 estan representados.
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Construyendo mosaicos

Los Mosaicos Nazaries

La dinastia nazari rein6 en Granada desde el siglo XIII al XV y sus construcciones han quedado
reflejadas en la Alhambra de Granada. En todos los mosaicos que hay en la Alhambra se puede en-
contrar una pequefia region poligonal que mediante traslaciones, giros y simetrias permite reprodu-
cir todo el mosaico. En matematicas este tipo de mosaico se conoce como periddico. Lo increible ha
sido comprobar que, si prescindimos del color, en la Alhnambra estan representados los 17 tipos, es
decir, los &rabes encontraron el mismo resultado de forma empirica. La forma de obtenerlos fue
transformando un poligono regular en otras figuras de igual superficie que produjeron formas des-
conocidas hasta esa época en el arte.

£ Mosaicos generados por Rotacion (Mosaico Hueso)

Para la siguiente construccion utilizaremos el programa de matematicas Geogebra. Vamos a
Teselar el plano realizando solamente giros en el plano de la tesela Hueso en torno a diferentes
puntos.

________________________

Con el cursor en el interior de la Venta de Graficos, pulsamos el boton derecho del ratén y activa-
mos la opcion Cuadricula, o directamente activamos la opcién Cuadricula en el menu Vista. En el
menU Opciones activamos la opcion Atraccion de Punto a Cuadricula y dentro ella la opcion Activa
(Cuadricula), para que los puntos se queden fijos en los vértices de la cuadricula y sea mas sencillo
dibujar la poligonal.

1) Activamos la herramienta Poligono Regular y pulsamos con el cursor en dos puntos del pla-
no. Se abre una ventana llamada Poligono Regular que nos pide el nimero de puntos. Escri-
bimos un 4 (cuadrado). Automaticamente se dibuja un cuadrado con los cuatro puntos como
vértices del cuadrado. Para que aparezcan los rétulos de los 4 puntos, colocamos el cursor
sobre cada uno de ellos y con el botdn derecho del raton activamos la opcién Muestra Rétu-
lo. Si queremos cambiar el rétulo de algin punto, colocamos el cursor sobre €l y pulsamos el
bot6n derecho del ratén, activamos la opcion Renombra y cambiamos el texto. Es interesan-
te que los 4 vértices figuren con las letras A, B, Cy D.

2) Con la herramienta Nuevo Punto dibujamos los puntos E, F, G y H como se indica en la fi-
gura superior y con la herramienta Poligono generamos el poligono AEHDIJCGFBLKA
como se indica en la figura superior derecha, sin mas que ir pulsando con el cursor sobre los
puntos adecuados. Colocamos el cursor en su interior y con el botdn derecho del raton acti-
vamos la opcidn Propiedades. En la pestafia Estilo en la opcion Grosor de Trazo ponemos
7 (o el grosor que nos parezca oportuno) y en la opcién Sombreado ponemos 0. En la parte
izquierda de la ventana colocamos el curso encima de la palabra Punto y en la pestafia Ba-
sico de la parte derecha de la ventana desactivamos Muestra Rétulo.
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4) Para obtener la figura que aparece a con-

3) Podemos mover el dibujo por toda la ventana pulsando sobre el icono Desplazar Vista

Gréfica (primer icono del menu situado en la parte superior derecha del programa) y lue-
go con el cursor arrastrar la ventana grafica hasta que el objeto se encuentre en la posi-
cion deseada.

tinuacion, tenemos que ir girandola (Gi-
ro en el plano) en torno aun punto. Se-
leccionamos la herramienta Rota Objeto
en torno a Punto, el Angulo indicado, a
continuacion recuadramos con el cursor
la tesela hueso y seleccionamos el punto
B sobre el que va a rotar la figura. En la
ventana que se abre escribimos el Angu-
lo (en este caso 90°) y el sentido (en este
caso Sentido Horario). Aparecera dibu-
jada la siguiente figura:

5) Si realizas la misma operacién con cualquiera de los dos huesos y vas teniendo en cuenta el

punto de giro y el sentido del giro (horario o antihorario) iras obteniendo la siguiente figura:

6) En algln caso puede que tengamos que eliminar algin segmento que queda suelto. Coloca-

mos el curso sobre él y desactivamos Mostrar Objeto tantas veces hasta que desaparezca el
segmento (puede haber varios segmentos superpuestos). Para que desaparezcan los puntos
de los vértices con sus rétulos y quede solamente la figura pulsamos con el botdn derecho
del raton sobre cualquiera de los puntos y en la ventana que se abre pulsamos sobre la op-
cion Propiedades. En la nueva ventana nos colocamos en la parte izquierda y seleccionamos
la opcion Punto (automaticamente se seleccionan todos los puntos de la construccion). En la
parte derecha de la ventana activamos la pestafia Basico y dentro de ella activamos y desac-
tivamos la opcion Mostrar Objeto hasta que los puntos desaparezcan. Para que todos los
segmentos de la construccion tengan el mismo grosor, colocamos el curso sobre uno de ellos
y con el boton derecho del ratdn activamos la opcion Propiedades. En la parte izquierda de
la ventana colocamos el cursor sobre la palabra Segmento (observamos que debajo de ella
guedan seleccionados todos los segmentos) y en la parte derecha de la ventana en la pestaria
Estilo en la opcion Grosor activamos 7 o cualquier otro.
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7) Recuadramos con el cursor la parte que
queramos mostrar y activamos en el me-
na Archivo la opcién Exporta — Copia la
Vista Grafica al Portapapeles. Una vez
situados en el lugar que queremos apa-
rezca el mosaico, pulsamos el boton de-
recho del raton y activamos la opcion
Pegar. Podemos hacer que el mosaico
tenga otras dimensiones sin mMAas que
arrastrar con el cursor por las esquinas
de la imagen que hemos pegado. Se for-
mara el siguiente mosaico:

8) Podemos rellenar facilmente de varios colores la construccion, porque la figura objeto de
relleno es un poligono. Para ello, colocamos el cursor en el interior de uno de los huesos,
pulsamos el boton derecho del raton y en la ventana que aparece seleccionamos propiedades.
En el interior de esta ventana seleccionamos la pestafia Estilo. En Grosor del Trazo ponemos
0 (para que no se note el contorno del hueso) y en la opcion Sombreado seleccionamos 50%,
por ejemplo. Ahora activamos la pestafia Color y seleccionamos el color rojo cuyo codigo es
(255, 0, 0). Si queremos que varios huesos tengan exactamente este estilo, seleccionamos en
la parte superior del programa el Gltimo menu de la derecha y en su interior la opcién Copia
Estilo Visual. Introducimos el cursor en el interior del hueso cuyo color queremos copiar y
posteriormente no tenemos mas que ir pulsando con el ratdn en el interior de los huesos que
queremos tengan el mismo estilo. EI mosaico que aparece es la siguiente:

Los siguientes dibujos han sido realizados por alumnos del curso 4° ESO C del afio académico
2009/2010 con el programa de matematicas Geogebra.
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* Mosaicos generados por Rotacion (la Pajarita Nazari)

Para la siguiente construccion utilizaremos el programa de matematicas Geogebra. Vamos a
construir un mosaico con la tesela Pajarita Nazari realizando solamente giros en el plano en
torno a diferentes puntos.

1) Con el cursor en el interior de la Venta de Graficos, pulsamos el boton derecho del ratén y
activamos la opcion Cuadricula, o directamente activamos la opcion Cuadricula en el mend
Vista. En el mend Opciones activamos la opcion Atraccion de Punto a Cuadricula y dentro
ella la opcion Activa (Cuadricula), para que los puntos se queden fijos en los vértices de la
cuadricula.

2) Construimos un tridngulo equilatero ABC con la herramienta Poligono Regular.

3) Con la herramienta Punto Medio o Centro seleccionada y pulsando sobre cada uno de los
lados del triangulo se dibujan los puntos medios de los lados. Uniendo los puntos medios
aparecen 3 triangulos equilateros.

4) Para dibujar la altura QH en el triangulo AQD procedemos de la siguiente manera: trazamos
la perpendicular al lado AD que pasa por el punto Q. Para ello seleccionamos la herramienta
Recta Perpendicular, pulsamos sobre el punto Q y a continuacion sobre el lado AD. Con la
herramienta interseccion de Dos Objetos seleccionamos la perpendicular y el lado AQ y ob-
tenemos el punto de corte H. Con la herramienta Segmento entre Dos Puntos unimos el pun-
to Q con H y tenemos una altura. Efectuamos la misma operacion para dibujar la altura AL
que va desde el punto A hasta el lado QD. Con la herramienta interseccion de Dos Objetos
obtenemos el punto P donde se cortan las alturas. Este punto es el centro de la circunferencia
que pasa por los puntos A, Q y D.

5) Trazamos el arco de circunferencia AQ con la herramienta Arco de Circunferencia dados su
Centro y Dos extremos (el centro es el punto P y los extremos los puntos Ay Q. El arco QB
se obtiene sin méas que girar el arco AQ 180°. Para ello pulsamos sobre la herramienta Rota
Objeto en torno a Punto el Angulo indicado. Seguidamente pulsamos sobre el arco AQ y a
continuacion sobre el punto Q. Se abrird una ventana que nos pide el angulo a girar y el sen-
tido. Escribimos 180° y activamos Sentido Horario.

6) Repetimos la operacion seleccionando ahora el arco QB, pero ahora el angulo a girar sobre
el punto B es de 60°, y asi sucesivamente. Colocamos el cursor sobre uno de los arcos y con
el boton derecho del raton activamos la opcion Propiedades. En la pestafia Estilo en la op-
cion Grosor de Trazo ponemos 7 (0 el grosor que nos parezca oportuno) y en la opcién
Sombreado ponemos 0. Ahora activamos la opcion Copia Estilo Visual (ultimo mena), pul-
samos sobre el arco anterior y a continuacién sobre los demas arcos.

7) Cuando esté toda la pajarita dibujada hay que ocultar todos los dibujos auxiliares que hemos
utilizado para su construccién (triangulos, perpendiculares, rectas, puntos etc). Colocamos el
cursor sobre cada uno de ellos, pulsamos el botdn derecho del raton y en la opcion Propie-
dades, en la pestafia Basico desactivamos Mostrar Objeto. Solo hay que dejar activos los
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puntos A, B y C, vértices del triangulo original y sobre los que vamos a rotar la pajarita. A
veces cuando desactivamos un punto, con la opcién Mostrar Objeto, vemos que no desapa-
rece de la pantalla. Esto sucede porque hay varios puntos superpuestos y hay que repetir la

operacion varias veces.

8) Para obtener la figura que aparece a con-
tinuacion, tenemos que ir girandola (Gi-
ro en el plano) en torno aun punto. Se-
leccionamos la herramienta Rota Objeto
en torno a Punto, el Angulo indicado, a
continuacién recuadramos con el cursor
la pajarita completa y seleccionamos el
punto B sobre el que va a rotar la figura.
En la ventana que se abre escribimos el
Angulo (en este caso 60°) y el sentido
(en este caso Sentido Horario). Repeti-
mos exactamente la misma operacién
pero ahora con la nueva pajarita rotada y
asi sucesivamente. Aparecera dibujada la
siguiente figura:

9) Para obtener la figura que aparece a continuacion, seleccionamos la herramienta Rota Obje-
to en torno a Punto, el Angulo indicado, a continuacion recuadramos con el cursor toda la
construccion anterior y seleccionamos un punto de la periferia sobre el que rotara toda la fi-
gura (por ejemplo el punto A). En la ventana que se abre escribimos el Angulo (en este caso
120°) y el sentido (en este caso Sentido Antihorario, ya que va a rotar hacia la izquierda en
sentido contrario a las agujas del reloj). Repetimos la misma operacion, siempre calculando
previamente el punto de la periferia sobre el que rotara la figura para que vaya teselando el
plano. En algin caso puede que tengamos que eliminar algln arco que queda suelto. Colo-
camos el curso sobre él y desactivamos Mostrar Objeto tantas veces hasta que desaparezca
el arco (puede haber varios arcos superpuestos).
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10) Al igual que en apartado 6) hay que ocultar todos los objetos que no deben de aparecer en el
mosaico, en concreto los puntos y los rotulos. Ahora vamos a programar que todos los arcos
que aparecen en el mosaico tengan el mismo grosor, para que éste aparezca homogéneo. Se-
leccionamos con el cursor uno de los arcos del mosaico, pulsamos el botén derecho del raton
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y seleccionamos Propiedades. En la parte izquierda de la ventana colocamos el cursor enci-
ma de la palabra Arco (todos los arcos que hay en la figura y que se encuentran debajo de la
palabra arco quedaran seleccionados automaticamente), en la pestafia Estilo en la opcion
Grosor del Trazo escribimos 7 y en sombreado O (si ponemos algo de sombreado aparece
una figura interesante con la que puedes experimentar, pero no es la pajarita nazari). Ahora,
para que desaparezcan todos los puntos visibles de la construccion y queden solamente los
arcos, colocamos el cursor encima de cualquiera de los puntos sobre los que hemos estado
rotando la construccion, pulsamos el botén derecho del raton y en Propiedades en la parte
izquierda de la ventana seleccionamos Punto y en la pestafia Basico desactivamos la opcion
Mostrar Objeto. Si no se desactivan volvemos a pulsar sobre Mostrar Objeto.

11) Recuadramos con el cursor la parte que queramos mostrar y activamos en el menu Archivo
la opcion Exporta — Copia la Vista Gréfica al Portapapeles. Una vez situados en el lugar
que queremos aparezca el mosaico, pulsamos el boton derecho del ratén y activamos la op-
cion Pegar. Podemos hacer que el mosaico tenga otras dimensiones sin mas que arrastrar
con el cursor por las esquinas de la imagen que hemos pegado. Debe mostrarse el siguiente
mosaico:
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Si en estilo hubiéramos introducido en la pestafia Estilo en la opcion Sombreado el 50%,
obtendriamos el siguiente mosaico:
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12) Geogebra no permite rellenar esta figura de forma automatica como en el caso del Hueso, ya
que no es una figura poligonal. El truco para poder realizar esta operacion es colocar mu-
chos puntos seguidos encima de la construccion inicial (primera pajarita) con la opcién Nue-
vo Punto (minimo 15 puntos en cada arco, aunque hay un limite a partir del cual el programa
no nos permite colocar mas) y cuando los tengamos todos unirlos con la herramienta Poli-
gono hasta que aparezca una poligonal cerrada. Posteriormente seleccionamos el poligono y
lo rellenamos de un color. Este proceso se explicara con detalle en las fichas de Geogebra. L

¢Qué tipos de simetria presenta la pajarita nazari?

Los siguientes dibujos han sido realizados por alumnos del curso 4° ESO C del afio académico
2009/2010 con el programa de matematicas Geogebra.

% Mosaicos generados por Traslacion (EL Pétalo Nazari)

Para la siguiente construccion utilizaremos el programa de matematicas Geogebra. Vamos a
construir un mosaico con la tesela Pajarita Nazari realizando solamente traslaciones en el pla-
no.

B D A

1) Con el cursor en el interior de la Venta de Graficos, pulsamos el boton derecho del raton y
activamos la opcion Cuadricula, o directamente activamos la opcién Cuadricula en el menu
Vista. En el menu Opciones activamos la opcidn Atraccion de Punto a Cuadricula y dentro
ella la opcion Activa (Cuadricula), para que los puntos se queden fijos en los vértices de la
cuadricula y representamos dos puntos Ay B.

2) Con la herramienta Poligono Regular trazamos dos tridngulos equilateros de lado AB. Uno
el ABC (sentido antihorario) y otro el BAD.

3) Para visualizar el tercer vértice de cada triangulo (puntos C y D) colocamos el cursor sobre
cada uno de ellos y pulsando el boton derecho del raton, en la opcion Propiedades, activa-
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4)

5)

6)

7)

b)

8)

mos Muestra Rétulo. Si el rétulo que aparece no nos interesa, pulsamos sobre la opcion Re-
nombra y escribimos otro rétulo.

Los puntos B'y A' se obtiene por simetria de los punto B y A respecto a los segmentos AD y
BD respectivamente utilizando la herramienta Refleja Objeto en Recta.

Con centro en los puntos A, B, A"y B' y utilizando la herramienta Arco de Circunferencia
dados su Centro y dos extremos trazamos los 4 arcos e, d, fy g que constituyen el pétalo
siempre en el sentido antihorario, es decir, de C a A, de B a D, etc. Colocamos el cursor so-
bre uno de los arcos y activamos la opcion Propiedades. En la pestafia Estilo en Grosor de
Trazo ponemos 7 (o el grosor que nos parezca oportuno) y en la pestafia Sombreado pone-
mos 0. Ahora activamos la opcion Copia Estilo Visual (Gltimo menu), pulsamos sobre el ar-
co anterior y a continuacion sobre los demas arcos. Si la construccion esta bien hecha (para
lo cual es muy importante que los arcos vayan a parar a los puntos indicados), al desplazar
los puntos A 6 B el pétalo se desplazara y escalara sin deshacerse.

Colocamos el cursor sobre un arco o un punto

cualquiera y con el boton derecho del raton c
activamos la opcion Propiedades. En la parte
izquierda de la ventana nos colocamos enci-
ma de la palabra Punto (se seleccionaran au-
tomaticamente todos los puntos) y en la pes-
tafia Basico de la parte derecha de la ventana
desactivamos la opcion Mostrar Rotulo. Lo
mismo hacemos con los objetos que no deben
aparecer en la construccion final hasta que
quede solamente la figura del pétalo y los o
puntos A, B, C y D para poder interactuar con

ellos, como se indica en la figura adjunta.

Finalmente, para que el pétalo re-

llene el plano tenemos que ir tras-

ladandolo (Traslacion en el plano)

mediante los siguientes pasos:

Con la herramienta Vector entre
Dos Puntos se trazan los vectores
que van de D a A (pulsando prime-
ro en Dy finalizando en A), de D a
B,deCaA deCaB,deAaBy
de B a A (los vectores se pueden
dibujar todos seguidos).

Se selecciona la herramienta Tras-
lada Objeto por un Vector, se re-
cuadra el pétalo original con el
cursor y se pulsa sobre uno de los D
vectores, con lo que el petalo se
desplazaréa en la direccién indicada
por el vector. Esta operacion hay
que repetirla con el mismo pétalo
para los demas vectores.

Siguiendo el método anterior y seleccionando como objeto a trasladar varios pétalos juntos
podemos conseguir que el pétalo tesele todo el plano y genere un mosaico. Al final de la
construccion colocamos el cursor encima de cualquier punto, pulsamos el botén derecho del
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raton y activamos la opcion Propiedades. Nos colocamos en la parte izquierda de la ventana
encima de Punto y en la pestafia Basico desactivamos Muestra Objeto. Repetimos la opera-
cién con la palabra Vector hasta que quede solamente el mosaico formado por los pétalos.
Recuadramos con el cursor la parte que queramos mostrar y activamos en el menu Archivo
la opcion Exporta — Copia la Vista Gréfica al Portapapeles. Una vez situados en el lugar
que queremos aparezca el mosaico, pulsamos el boton derecho del raton y activamos la op-
cién Pegar. Podemos hacer que el mosaico tenga otras dimensiones sin mas que arrastrar
con el cursor por las esquinas de la imagen que hemos pegado.

\ /

9) Geogebra no permite rellenar esta figura de forma automatica como en el caso del Hueso, ya
que no es una figura poligonal. El truco para poder realizar esta operacion es colocar mu-
chos puntos seguidos encima de la construccion inicial (primer pétalo) con la opcion Nuevo
Punto (minimo 15 puntos en cada arco, aunque hay un limite a partir del cual el programa
no nos permite colocar mas) y cuando los tengamos todos unirlos con la herramienta Poli-
gono hasta que aparezca una poligonal cerrada. Posteriormente seleccionamos el poligono y
lo rellenamos de un color. Es posible colorear cada pétalo de un color diferente, teniendo en
cuenta que podemos usar la herramienta Copia Estilo Visual para poder colorear automati-
camente varios de ellos del mismo color. Este proceso se explicara con detalle en la ficha
correspondiente de Geogebra.

¢ QuEé tipos de simetria presenta el Pétalo nazari?

Los siguientes dibujos han sido realizados por alumnos del curso 4° ESO C del afio académico
2009/2010 con el programa de matematicas Geogebra.
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+ Mosaicos generados por traslacion

Partiendo de un cuadrado explica todos los movimientos hasta la formacion completa de la si-
guiente tesela como se indica en el dibujo. ¢Qué tipos de simetria presenta?

/\/\"V"vvvv‘
L RN

» Construye tus propios mosaicos utilizando estas técnicas.

+ Mosaicos generados por Reflexion (el Hexdgono)

Para la siguiente construccion utilizaremos el programa de matematicas Geogebra. Vamos a
construir un mosaico con la tesela Hexagono realizando solamente simetrias en el plano.

1) Con el cursor en el interior de la Venta de Gréficos, pulsamos el botdn derecho del raton y
activamos la opcién Cuadricula, o directamente activamos la opciéon Cuadricula en el menu
Vista. En el menu Opciones activamos la opcion Atraccién de Punto a Cuadricula y dentro
ella la opcion Activa (Cuadricula), para que los puntos se queden fijos en los vértices de la
cuadricula y representamos dos puntos Ay B.

2) Con la herramienta Poligono Regular dibujamos un hexagono de lado AB. Colocamos el
cursor en su interior y con el botdn derecho del raton activamos la opcion Propiedades. En
la pestafa Estilo en la opcion Grosor de Trazo ponemos 7 (0 el grosor que nos parezca opor-
tuno) y en la opcion Sombreado ponemos 0. En la parte izquierda de la ventana colocamos
el curso encima de la palabra Punto y en la pestafia Basico de la parte derecha de la ventana
desactivamos Muestra Rotulo.

3) Con la herramienta Recta que pasa
por Dos Puntos dibujamos las rectas \ /
que pasan por cada dos vértices con-
secutivos del hexagono (se pueden
dibujar seguidas sin volver a pasar

por el icono de la herramienta). / y \

4) Pulsamos en el icono Refleja Objeto
en Recta luego pulsamos en el inter-
ior del hexagono y finalmente vamos
pulsando en cada una de las rectas
que hemos dibujado. Se dibujaran 6
hexagonos simétricos respecto a las 6
rectas dibujadas. Si en alguno de los
casos no se dibujara el hexagono, re-
petimos la operacién pasando por el
icono etc.
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5)

6)

Ahora colocamos el cursor sobre
cualquiera de las rectas que hemos
dibujado, activamos con el botén de-
recho del raton la opcion Propieda-
des y dentro de la ventana que apa-
rece colocamos el cursor en la parte
izquierda encima de la palabra Recta,
con lo que quedaran seleccionadas
todas las rectas de la construccion.
En la pestafia Basico que aparece a la
derecha de la ventana desmarcamos
la opcién Muestra Objeto

Ahora dibujamos las rectas que pasan por los puntos V, y T, y por los puntosV; y Z;. Pul-

samos en el icono Refleja Objeto en Recta luego seleccionamos con el cursor toda la cons-
truccién anterior y pulsamos sobre cada una de las dos rectas. Si en algun caso la imagen no
se refleja volvemos a repetir la operacion. Una vez realizada la simetria y ante el cdmulo de
rotulos que se superponen en los puntos, pulsamos con el boton derecho del ratén sobre uno
de ellos y en Propiedades en la parte izquierda de la ventana colocamos el cursor encima de
la palabra Punto y desactivamos en la pestafia Basico de la derecha de la ventana la opcion
Muestra Rotulo. En la nueva construccion que aparece, trazamos las nuevas rectas que pasan
por los puntos Ly,D; y E , como se indica en el dibujo, y volvemos a realizar la simetria

pero ahora con toda la construccion, etc. Podemos repetir el proceso cuantas veces quera-
mos, escogiendo bien los ejes de simetria. Con la rueda del raton podemos hacer zoom en la
imagen para verla completa y con el primer icono de la parte superior derecha Desplazar
Vista Gréafica podemos mover la imagen por toda la pantalla. Tenemos que ver la siguientes
figura:
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7) Ahora colocamos el cursor encima de cualquier punto, pulsamos el boton derecho del ratén
y activamos la opcion Propiedades. Nos colocamos en la parte izquierda de la ventana en-
cima de Punto y en la pestafia Basico desactivamos Muestra Objeto. Repetimos la operacién
con la palabra Recta hasta que quede solamente el mosaico formado por los hexagonos.

8) Recuadramos toda la construccidn, pulsamos con el cursor en cualquiera de los segmentos y
activamos el botdn derecho del ratén. En la opcién Propiedades en la pestafia Estilo en Gro-
sor de Trazo escribimos 7 y en la pestafia Color el rojo (255, 0, 0). Recuadramos con el cur-
sor la parte que queramos mostrar y activamos en el menu Archivo la opcion Exporta — Co-
pia la Vista Grafica al Portapapeles. Una vez situados en el lugar que queremos aparezca el
mosaico, pulsamos el boton derecho del raton y activamos la opcion Pegar. Podemos hacer
que el mosaico tenga otras dimensiones sin mas que arrastrar con el cursor por las esquinas
de la imagen que hemos pegado.

9) Una imagen posible es la siguiente, segun el trozo que seleccionemos:
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*+ E( sello de Salomon

Construye el sello de Salomén partiendo de una circunferencia y dos cuadrados inscritos en
ella.

a) ¢Qué tipos de simetrias axial y central presenta? ;Tesela el plano?
b) El sello de Salomon tesela el plano en combinacién con dos poligonos regulares. Deduce ra-
zonadamente cuales son y genera el mosaico correspondiente.

LY Y
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Teselaciones de M.C. Escher

4 Mauricius Cornelius Escher fue un pintor holandés que combind en sus pinturas arte y geome-
tria. Escher visitd la Alhambra en varias ocasiones en busca de inspiracion y quedd sobrecogi-
do por la belleza de este palacio arabe del siglo XIV y en particular por los mosaicos que deco-
raban sus paredes. A diferencia de los mosaicos de la Alhambra, Escher usa imégenes de seres
vivos en los suyos y busca el contraste no solo en las iméagenes sino también en los colores.
Dedic6 una buena parte de su carrera a dibujar sorprendentes figuras que encajaban perfecta-
mente entre si formando bellos mosaicos en los que aparecen lagartos, caballeros o pajaros cu-
briendo armoniosamente el plano. Estas decoraciones se realizaban partiendo de poligonos, en
su mayoria regulares, que mediante determinadas transformaciones, se convertian en las figuras
que posteriormente cubrian una superficie de forma regular y sin dejar huecos entre ellas. Aqui
puedes ver tres ejemplos:

¢Como hacer una teselacion de Escher?

Una de las posibles maneras de hacer una teselacién de Escher es partir de un triangulo o cuadrilate-
ro cualquiera. Se recorta un trozo de uno de los lados de tal manera que nunca sobrepase la mitad
del lado y mediante un giro de 180°, con centro en la mitad del lado, se vuelve a colocar el trozo
recortado en la nueva posicion.

+ Dibuja un triangulo cualquiera. B

Distorsiona cada lado del trian-
gulo, de forma que siempre sea
simétrico respecto de su punto
medio. La figura que obtienes
de este modo permite recubrir
A C
un plano.

Y, v v,

M M Y,

Una de las técnicas que utilizaba para construir sus mosaicos consistia en realizar deformacio-
nes en los lados de los poligonos que teselaban el plano y luego las trasladaba o rotaba.
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Teselaciones no periédicas. Los mosaicos de Penrose

Cuando una teselacion no tiene traslaciones que hagan que coincida consigo misma decimos que es
no periddica o aperiddica.

Durante décadas se ha intentado averiguar cual era el nimero minimo de teselas necesarias para
formar una teselacién no periddica. EI mas pequefio que se conoce lo describié Roger Penrose en
1974 y so6lo contiene dos piezas: el cometa y la flecha cuyas dimensiones guardan la proporcion
aurea. Disefid un mosaico formado con cuadrilateros concavos y convexos como estos, pero para
colocarlos imponia la condicion de que dos cuadrilateros fronterizos sélo podian compartir un lado
y no dos, es decir que el vértice concavo de una flecha no podia ser llenado con un cometa, pero si
por un par de cometas. Debido a esta circunstancia, en los mosaicos de Penrose se han dibujado dos
arcos en el cometa y otros dos en la flecha para que cuando se coloquen las piezas tengan continui-
dad esas lineas.

+ EIl cometa es un cuadrilatero cuyas cuatro esquinas tienen angulos de 72°, 72°, 72°y 144°y
puede ser bisectado a lo largo de su eje de simetria para formar un par de tridngulos acutan-
gulos. Se utiliza para su construccion el nimero de oro.

+ La flecha es un cuadrilatero céncavo que tiene 4 angulos interiores que son de 36°, 72°, 36°
y 216°. La flecha puede ser bisectada a lo largo de su eje de simetria para formar un par de
triangulos obtusangulos. Se utiliza para su construccién el nimero de oro.

Estos dos cuadrilateros unidos forman un rombo que se obtiene de un pentagono regular.

. .. AB . -
Sabemos que en el pentagono regular la relacion B ® es el numero de oro y se verifica en cual-

quiera de sus diagonales, lo que significa que el cociente entre el lado mayor del cometa y el lado
menor es el numero de oro.

El valor numérico del nimero de oro se obtiene al resolver la ecuacion ®*-d-1=0

o LD 41 (D) 1445
- 21 2

Por otra parte, ®*-®-1=0 — P°=P+1 — CD:1+%
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Dado que la cometa y la flecha componen juntas un
rombo es evidente que con ellas se puede recubrir pe-
riodicamente el plano.

Para evitar esto y que el recubrimiento del plano no sea
periodico, John Conway, que fue el que dio el nombre
de cometa y flecha a dichas teselas, propuso dibujar dos
arcos sobre cada pieza. Estos arcos se distinguirdn o
bien por el trazo o por tener colores distintos y son los
que sefalaran las combinaciones posibles: dos aristas
solo podran entrar en contacto si los extremos de sus
arcos coinciden. Los radios que tenemos que usar para
dibujar los dos arcos en cada pieza estan en proporcion

aurea.
d_ X oa 160 X:—4+«/16+64:—4+\/§ X — 24791
X 4-x 2 2
2.4721 =1.61806=0
2'4721
=1.61806=0

1'5279

2'4721

2'4721
1 -2 ' 2 I
24721 X 4 AN 611120 X — 2'4721+/2'47212 + 24'4448 15078
X  24721-x 2
1'8278
=P=1.61792

0'9443

24721

Podemos construir un teselado de Penrose a partir de las flechas y las cometas mediante la cons-
truccion de teselas alrededor de un vértice aislado y su consiguiente expansion radial. Se obtienen
asi 7 clases de distintas de teselaciones.
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