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CTIVIDADES | s Pags. 4225

Pagina 4 3 17 -1
0 -1 -2 b) [I13 0 4
1 0 -1 5 11 -5
1. a) 2 1 0
3Wa=6
Prsios § wl 5. <3b=-9 .
(1 -1 1 3(b—-a)=-21
b) |-1 1 -1
a=4,b=-3
(11 =1 6. a) -2-3-3=-8
o1 -1 1 b) 2+0-6-5=-9
-1 1 =1 (-3 -3 =2
0~ g sy 7. AB=|-14 -6 9
=FE39RT38
1 11 1 11
Ze - | 12 wlie-do.n o lysul (13 43 -19
00 0O0O0O BA=]10 20 -6
Loeelonedes 1ot 140 -7 1 -4

AC no se puede calcular

BC no se puede calcular

Pagina 7 DA no se puede calcular
. a 113 4} DB no(se puede calcular
(1 any(® 8}
. 3 -6
8§ -3 -3
b) {2 2110515 (5 o]
5 -2 9 DC=|-9 -4 13
e 4. 24
RS 3J EC=[9 4 -13J
5 2 -9
3 6 3
4. 2) 3A=|-6 3 9 Pt
~3 15 0 DE=|-1 0
i e=]
0 -8 4
2B=(-10 2 2
g -4 0 6
> Pégina 8
2 ~5 -5 -15
g -5C=|-10 -5 -5 8. Actividad personal.
© -5 =5 =20

9. Sean A y B son matrices diagonales de orden n.



AB=C—¢;=0,c¢i=aj b 1 <i,j<n.

De la misma forma, si BA = D, se cumple d;; = 0, d;; =

=b;; - a;, 1 Si,jSI‘l.

Por lo tanto, como aj; - b = b;; - a;; para todo 1 <i<n,

entonces C = Dy, por lo tanto, AB = BA.
10. Actividad personal.

11. Actividad personal.

12.4-a=(! PJ[1 c)o 1407 c+bd)_
) c d/{b d c+bd c?+d?

, 1+b% =1
= —4¢c+bd=0 - b=0,c=0,d==I
0 1
¢t +d? =1
Al A= 1 ¢)(1 b= 1+¢> b+cd _
b d)lc d) |b+cd b*+d?
Lo 1+c¢? =1
= —4b+cd=0 =5 b=0,c=0,d==I
0 1
b2 +d? =1
1 0 1 0
Dos soluciones: A; = ,Ar=
0 1 0 -1
Pagina 9
1 0 O
13.a) A"=|0 2" 0
0 0 1
Sil’l=],A1=A

Suponemos ahora que se cumple para n, veamos

qué ocurre con n + I:

(1 0 0\(1 0 0
A""'=A"A={0 2" of|l0 2 o=

0 0 1/Jl0 0 1
1 0 0)
=0211+I0
0 0 1

J
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n d

1 Zzi" 2n

b)B"=[0 2 0

Sin=1,B,=B.
Veamos qué ocurre conn + I:

Bn*]

=B"B=(0 2" 0

1 iZi" 2n

i=l

S o =

S N o=

- O N
I

0 0 1

|+2Z":2*" 2+2n 22 2(n+1)

i=1

= 2n+1 0 0 2n+l 0
0 1 0 0 1
1 3n 0
¢) C'= 1 0
o o0 3"
Sin=I,C|=C.
Veamos qué ocurre con n + [:
1 3n 0 1 3 0
c"'=c"c=(0 1 oo 1 o=
0 0 3")l0 0 3
3+3n 0 1 3(n+l) 0
= 1 0 |=|0 0
0 3.3" 0 3o
1 0
d)D"=|n 1 n(n+l)
2
0 0 1
Sin=1,D'=D.
Por otra parte: 2
>
1 0 n Y1 01 (<
D loprp=|n 1 ROV o &
2 —
00 1 foo1 °




£

red

1 0 n+8
=[n+1 1 n+l+-'-1%l) =

0 0 1

1 0 n+l1
| e (n+2)(n+1)

2
0 0 1
Pagina 10

14.Basta con comprobar que A’
efectivamente sucede.

15.Si suponemos que A tiene dos inversas B y C:

AC=1,;
B(AC)=B - I;
(BA)C =B;
I,-C=B
C=B
16.A-A=A’=
2 ]-xz

X" +y- Xy — Xy

- y
1-x? 1-x* 1-x?
X=X y+Xx
y y b A

¥ x2+1-x2 0 . 1 0
0 1-x% +x? 0 1

I, cosa que

Pagina 11
17.2) A"~ 5/9 -1/9
‘ -1/9 2/9
b)B“=(2"5 1/10
(3/5 -1/10
c) C‘l=(0 =
11
4D = 2/3 -1/3
(2/3 2/3
o iy 2/3 1/6
’ -1/3 1/6

Actividad personal.

1-12

19.A . A = -1 2¥x y i -Xx+2z —-y+2t
3 -6z t 3x-6z 3y-6t

Por lo tanto:

-x+2z=1
-y+2t=0
3x-6z=0
3y-6t=1
-x+2z=1

no tiene solucion,

El sistema
3x—-6z=

-y+2t=0

El sistema
3y—-6t=1

tampoco tiene sol

Por lo tanto, A™" no existe.

Péagina 13

ucion.
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}

2 -1 0|1 00
20.a) (A|D=[0 1 =210 1 O

0 1 01[0 01
(2 -1 0ft o
F;->F-F)=|(0 1 =20 1
0 0 20 -1
(2 0 =21 1
(Fi=F+F)=|0 1 =20 1
0 0 2/ -1
(2 0 01 0
(Fi->F+F)=|0 1 =20
0 0 20 -1
2 © o1 o0 1
(F,»F,+F)=(0 1 00 0 1
0 0 20 -1 1

1 0 o1/2 0 1/
00 220 -1 1

0
0
1

2
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0o o gerarrs 3/5 1/5 2/5
F;>F/2)=/0 1 000 0 1 B'=|-2/5 1/5 2/5
00 110 =-1/2 1/2 2/5 -1/5 3/5
[fatesigie 0 2 -111 0 0
A'=]0 0 1 ¢ CIh=l0 1 30 1 0
Oitialoloy 472 -1 1 00 0 1

1 -1 olt oo 2 -1 1)1 0 0

by BID=[2 1 =200 1 0 (F3>2F;+F)=(0 1 30 1 0

0 1 10 0 1 0 1 11 0 2

(1 -1 0]1 2 -1 11 0 0

00
(F,»F,-2F)=|0 3 -2-2 1 0 (F;>F-F)=|0 1 30 1 0
0 1 1[0 01 0 0 =21 -1 2

0 (2 0 4/1 1 0
0 (F|—)F2+F|)=> 0 1 310 1 0
3 0 0 -2j1 -1 2

(1 -1 0|1 O
(F3->3F-F)=|(0 3 -2-2 1
0 0 5[2 -1

(30 -21 1 0 20 03 -1 4
(Fi>3F+F)=[0 3 -2-2 1 0 (Fi=>2FR+F)=[0 1 3j0 1 0
00 5|2 -13 00 -21 -1 2

6 20 03 -1 4
0 (F;, 5 2F,+3Fy)= 1|0 2 03 -1 6
3 00 =21 -1 2

(15 0 0|9 3
(Fi>5F+2F)= |0 3 -2-2 1
(0 0 5|2 -1

15 0 9 3 6) (1 0 0f/2 -1/2 2)
(F, > 5F,+2F) = |0 15 0-6 3 6 (Fi->F/2)=|0 2 03 -1 6
(0 0 52 -1 3 0 0 -2/ 1 -1 2
(1 0 03/5 1/5 2/5) (1 0 0[3/2 -1/2 2)
(Fi—>F/15=1[0 15 0-6 3 6 (F>F,/2)=|0 1 03/2 -1/2 3
0 0 352 -1 3 0 0 -2 1 -1 2
(1 0 0/ 3/5 1/5 2/5 1 0 «0| 372 . %142 .72
(F, > F/15=1|0 1 0-2/5 1/5 2/5 (F3—>-F3/2)=|0 1 003/2 -1/2 3
0 05 2 -1 3 0 0 1-1/2 1/2 -1
4]
2z
1 0 03/5 1/5 2/5 y RS, B8 | ) B B 1 >
(F3>F/5=|0 1 0-2/5 1/5 2/5 dDOIh=-1 1 300 1 0 §
0 0 1{2/5 =-1/5 3/5 -3 1 oo o0 1 S
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2 =111 0 o0 Las columnas son independientes dos a dos.

(F,>2F+F)=|[0 1 71 2 0 d)_l
-3 1 00 0 1 R

dependientes — F, F», F3, F4 también

1 :
F, _EFE =-F; = F,, F,, F; son linealmente

2 -1 1j1 0 0
(F;-)3F1+2F3):> 0 1 m 2 0

F|, F3, F4 son linealmente independientes.
F|, F3, F4 son linealmente independientes.

0 -1 33 0 2 F», F3, F4 son linealmente independientes.
” -1 1l1 o o Las filas son independientes dos a dos.
F;oF+F)=[0 1 7)1 2 0 2C, = =C; — C, C; son linealmente dependientes
0 0 104 2 2 — Cy, G, C;, C4 también
Cy, G, C; son linealmente dependientes.
(2 0 82 2 0 Cy, C3, C4 son linealmente dependientes.
Fi->F+F)=|0 1 7{1 2 0 C), C,, C4 son linealmente independientes.
0 0 104 2 2 C,, Cs, C4 son linealmente independientes.
20 0 0l-12 4 —16) Excepto C, y Cs, las columnas son independientes
dos a dos.
(Fi—>10F,-8F;)=>|0 1 71 2 0
0 01004 2 2
Pagina 15
(1 0 0|-3/5 1/5 —4/5) g
(F,>F,/200=(0 10 0|-18 6 -14 I 4 05
\0 0 1 4 2 2 ) 22.3) C;—)Cg—(C|—C2)=> -3 2 0 -1
5 =20 3
(1 0 0|-3/5 1/5 -4/5
1 4 0 0
(F,->F/10)=|10 1 0]-9/5 3/5 =7/5 C Ca— (Cr 4 C 32 00
0010 4 2 2 G i Iy
5 =200
( - —
1 0 3/5 1/5 -4/5 -4 0 2 1
(F3—>F;/10)0=(0 1 0-9/5 3/5 =7/5 1 -2 -1 o0
G O 23 s 1S b) F,>F+2F= [0 0 0 0
3 -2 -2 -1
Pagina 14 5 -6 -4 -1
21.a) =5F, = 2F, — filas linealmente dependientes -4 0 : 1
3C, = =C; — columnas linecalmente dependientes I -2 -10
b) —4F, = F, — filas linealmente dependientes Fs>F-F-2R=10 0 0 0
8C; = —2C; = C| — las columnas son linealmente 3 -2 -2 -1
dependientes dos a dos 0o 0 0 0
¢) ;3 — F, = F| = F,, Fa, F; son linealmente -4 0 0 1
g El‘epefr'l:hentes. . I —2.0 0
= 4as 1 asl Ton independientes dos a dos. C3—C3+(C/2-Co/d)=| 0 0 0 0
E —3—C,+3C2 =-C; = C,, G, C; son linealmente 3 =2 0 -1
© 0O 0 0 0

dependientes.

1-14
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0 4 -1 2 1 -1 2 -]
0 11 3 01 -7 2
¢) C,—=2C-GC +Cy = F Fi-F)=
) G =G +C 0 16 6 (Fs = F4—Fy) 00 0 0
022 0 7 00 0 O
F; —» 23F; - S59F, - 58F, + 22F, = Rango = 2
0 4 -1 2
-2 —4 -
0 11 3 3 ) (Fz-+2F|+Fz):>[ X l}
00 0 0 0 0 0 0
R I Rango =1
f_ . 3
Pagina 16 01 : ;; 94
2 6 2 -4 d F,>F-F)=| 0 1 -2 3 -4
23.a) (F, > 2F-F)=| 0 -8 -12 8 -1 3 =5 7 1

gt it BN SR -2 4 -6 8 10)

2 6 2 -4

Fs — 2F; + 3F 8§ -12 8 =i Sl
(F3 — 2F; '): - ‘] 0 1 =273 -4
(Fq-—)F‘;"F])ﬁ 0 1 -2 3 -4
2 6 0 2 -4 6 -8
F-F+F)=(0 -8 -12 -2 4 -6 8 10
0 0
11 -1 1 9
Rango =2 0 1 -2 3 -4
(1 -1 2 -1 (Fs>Fs=2F)=|0 1 -2 3 -4
0o 1 -7 2 0 2 -4 6 -8
b) (F;,-F,-2F)=>
) (F2 - F,-2F)) 4 g Epivg 0 2 -4 6 -8
LT 1 ®y
(1 -1 2 -1 0 2 -4 6 -8
FoF-4f)o|? ' 77 2 (F,>2F;F;52F)=| 0 2 -4 6 -8
0 1 -7 2 0 2 -4 6 -8
\3 =2, 71 -1 0i 424 —4) 6' ~8
(1 -1 2 ) )
0 7 (F3—)F3—F2,F4—)F4—F2,F5—)F5—F2):>
1 —_
(F4'—)F4—3F])=> 0 1 _7 ’ 11 =11 9
0 1 -7 2 0 2 -4 6 -8
=0 0 0 0 0 3
1 -1 2 - >
00 0 0 0 =
01 -7 2 2
F; = F;— F) = 00 0 0 0 2
(F; 3= F) 00 0 0 E
o1 -7 2 Rango =2 ©
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Piensa y contesta

e Al no ser conmutativo el producto de matrces, A~ se
debe multiplicar por el mismo lado. La resolucion
correcta es la siguiente:

AX =B
A"'AX=A"'B;
X=A"B

24.AX =B’
AT'AX=A""B?

-27
xoaipe (173 2/3Y 63 =
1/3 -1/3|-18 54

(9 27
27 =27
25.AXB=C
AT'AXB=A"'C
XB=AT'C

XBB™' =A"'CB™
X=A"CB'=

(13 2/3Y 8 0 Yo 0= E=1I6)
1/3 -1/3{-9 -3/-1/9 -1/18
(-5 -2 0 -1/6) (2/9 17/18

4 1 \-1/9 -1/18) |-1/9 -13/18
26.XA-L=B-A

XA=B-A+1,
XAA'=(B-A+1)A™

X=B-A+L)A"=
(2 -1y-1/3 2/3) (-1 1
-2 2h1/3 1/3) (473 =273
Pagina 22

1. Es un conjunto de niimeros reales dispuestos en filas y
columnas que conforman una tabla rectangular.

Pags.4a 25

Actividad personal: una matriz 3 x 4 es la que tiene 3
filas y 4 columnas, una matriz 5 x 2 es la que tiene 5
filas y 2 columnas.

. Matriz fila — la que tiene una sola fila.

Matriz columna — la que tiene una sola columna.

Matriz cuadrada — la que tiene el mismo nimero de
filas que de columnas.

Matriz diagonal — la matriz cuadrada tal que todos
los elementos aj; con i # j son nulos.

Matriz unidad — es la matriz diagonal tal que todos
los a;; son igual a 1.

Matriz triangular superior — matriz cuadrada con
todos los elementos por debajo de la diagonal
principal nulos.

Matriz triangular inferior — matriz cuadrada con
todos los elementos por encima de la diagonal
principal nulos.

Matriz simétrica — matriz en la que se cumple a;j =
= a;; para todo i, j.

Matriz antisimétrica — matriz en la que se cumple a;;=
= —aj; para todo i, j.

Matriz traspuesta de A — es la matriz B tal que bij =
= aji

. Para poder sumar dos matrices, éstas deben tener las

mismas dimensiones. La matriz suma es aquella cuyos
elementos son la suma de los elementos corres-
pondientes de los sumandos.

La suma de matrices es:

Asociativa.

Conmutativa.

Existe el elemento neutro, la matriz nula O.

Existe el elemento opuesto de A, —A.

. Dos matrices son multiplicables cuando el nimero de

columnas de la primera coincide con el nimero de
filas de la segunda.

Amxp'Bpxnzcmxn

. Propiedad asociativa:

A (BC)=(AB)C
Propiedades distributivas:
AB+C)=AB+ AC
(A+B)C=AC+BC
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TTI\

El producto de matrices no cumple, en general, la
propiedad conmutativa pero, por ejemplo, la matriz
identidad o la matriz nula conmutan con cualquier
matriz con la que se puedan multiplicar y, de la misma
forma, dos matrices diagonales del mismo orden
siempre conmutan.

Se comprueba que la matriz original, A, y A'
coinciden.

Se supone correcta la expresion A" y se prueba que
dicha expresion es vilida también para n + 1
calculando A" "' = A" A,

La matriz inversa de la matriz cuadrada A es la matriz
A" que cumple:

AAT' =AT'A=],

donde n es el orden de A.
Propiedades:

A=A

(AB)' =B'A™

(A)" =A™

No todas las matrices cuadradas tienen inversa.

El rango de una matriz es el niamero de filas o
columnas linealmente independientes.

Para transformar una matriz en otra del mismo rango:
- Se pueden intercambiar dos lineas paralelas.

— Se pueden multiplicar o dividir todos los ele-
mentos de una linea por un namero real no
nulo.

— Se pueden sumar o restar a una linea los elementos
de otra linea paralela a ella multiplicados por un
namero distinto de cero.

— Se pueden suprimir las lineas de la matriz cuyos
elementos sean todos nulos.

— Se pueden suprimir las lineas cuyos elementos
sean proporcionales a los de otra linea paralela a
ella.

(2 10 1
) [1 -2 -2
3 0 1
(11 3
b) [0 1 -1
2 0 -6

d)

g)

h)

i)

)

K)

D}

n)

Pags.4a 25

2 9 3
0 -1 1
2 0 -2
-3 12 1
-4 0
(3 0 5
(-4 -2 -1
1 -4 -2
(1 0 9
(-1 5§ -1
0 1 1
(0 0 -2
(6 -7 1
0 1 -3
0 0 -2
(-1 4 1)
-1 2 4
-1 0 -5
-1 1 2)
4 -3 0
(0 -2 5
(3 0 1
6 1 0
(1 0 -4
(4 0 1)
1 0 0
2 -1 -2)
-2 0 1)
8 -10
(1 2 0
-3 -2 -1
1 3 9
(1112 -18
(5 -6 =17
1 -3 =2
-9 4 -20

117
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TEMA 1. MATRICES

it)

0)

p)

qQ

s)

t)

u)

10.a)

b)

1-18

(-5
0

15

1 9

=12 7
11 -5
16 2

8 0
-6 -4
0 10

-18 -3
-3 0
0 12

4 8
0 -4
0 -8
-16 -2
2 -4
0 0
3 -2
0 -1
110

18 15

-16 -8
13 -4

=12
—11
4 2

-6 -8
6 =2

Pags.4a 25

-104 156
(117 13

(=50 =15
d| 4 -6 6
2 -8 -2

11.LA; 3

B3x2

Por lo tanto, M3 ;.
12.A52 > A'y 43

Por lo tanto, para que A'M sea cuadrada debera ser de
orden 2.

]
A2x3—= Msx:

13.Sea B =(x y}
z t

-z -t
AB =
[Zx ZyJ
2y —
fy )
2t -z
Para que AB = BA se debe cumplir:
—-z=2y

—t=—x x=t
—3

2x =2t z=-2y

2y=-z

Por lo tanto, la solucién depende de dos parametros:

[ )
-2y x

14.Sean A = (a;j), B = (b;), 1 <1, j < n, dos matrices
cuadradas.

Los elementos de la diagonal de C = AB son:

Cii = iaij 'bji

=

traza (AB) = ia,j byt ianj by, =

J=1 =1
n
= 2.3°b;
il

Por otra parte, los elementos de la diagonal de D = BA:



traza (BA)= D b -a; +..+ Y b, -a, =
= =

- ibn‘ "aji

ij=1

Por lo tanto: traza (AB) = traza (BA)

15.No es cierto que una de las dos deba ser nula, por
ejemplo:

¥
()

00
Se cumple AB= .
e cumple que {0 0}

A

16.A2= x2—1 X+y
-x-y =-1+y?

Se debe cumplir:
ﬁz—l=3
x+y=I
-x=-y=-1’

~1+y*=0

(x =42

1X+y=1

ly==%1

La solucién es x =2, y = -1, por lo tanto:

)

17.A2 = l+yz —y+yt
-z+tz yz+t?

Se debe resolver el siguiente sistema:

TEMA 1. MATRICES

Pags. 4 a 25
l+yz=1 yz=0
_y+y[=0. y(—]+t)=0’.
-z+tz=0" zZ(-1+1)=0"
yz+t? =1 t* =1

Posibilidad 1:

yz=0—>y=0,z#0—->t=1 — Solucién: y =0, t =
=l,z=A

-10
A=
.
Posibilidad 2:

yz=0—->y#0,z=0—>t=1— Solucién: y=A, t =
=1,z=0

oy
A =

0 1
Posibilidad 3:

yz=0—>y=0,z=0—-t=-1 - Soluciéon: y=0, t=
=-1,z=0

o )

Esta ltima posibilidad contempla también la solucién
y =0, t=1,z=0 pero ésta ya esta contemplada en las
anteriores.

18.A% = L,
) -12 7

Por lo tanto:

A2+xA+yI;=[?+3x+y 6+ x J

=12-2x 7+3x+y

Se verifica:

7+3x+y=0
6+x=0 )
-12-2x=0"
T+3x+y=0
7+3x+y=0
6+x=0 ’
X =-6;

7-18+y=0;
y=11

© VICENS VIVES



D 19.A% es la matriz nula, por lo tanto, A es nilpotente.

© VICENS VIVES

Pégina 23

00 3

20.a) A’=|0 0 0

0 0 0

(0 0 0)

A'=10 0 0

0 0 0)
1 -3 4
b)I-A=|0 1 -1
0 0 1

1 3 -1
AP+A+I=[0 1 1
00 1
En efecto:
I-A)A*+A+D)=(A’+A+])(I-A)=1

También podemos demostrarlo de la siguiente
forma:

I-A)A*+A+D)=(A’+A+])-A(A’+A+
+D=AT+A+I-A’-A - A=1-A%=]

AT+A+D)(I-A)=(A’+A+D) - (A2+A+
+DA=A’+A+1-A’-AT-A=1-A’=]

i 4 —x? X
21.A" = g g ]

-x2=2
X

LS

Al=A N

==X
2

® o

+1=-1

- xX’=25x=%2
Por lo tanto:

2 2 2 -2
A= -7 -1 o bien A = N

22B’=Q2A-1RA-1)=QA-1)(2A) -QA-1)1=
=(2A) 2A)-1(2A)-2A +1=4A-2A -2A +1=
=4A -4A+1=1

1-20
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|
Nuestra hipétesis es, por lo tanto: A" = [0 TJ
1 1
Sin=l:A'=A={ )
01

Veamos qué ocurre con A" d ', suponiendo cierta la
hipétesis para A™:

APl AT A = I nm)(1 1)_ (140 l+n)_
0 1)l0 1 0+0 0+1
(1 1+4n
0 1

14 n
Por lo tanto, efectivamente, A" = (0 1].

(-4 0
24.2) A’=
L0 -4

w0 -8
8 0

Ai(16 0
L0 16

a0 32
(-32 0

b) A™=(-1)"(2™ I

=10 i
25.a) A’=| 1 3 3
-1 -2 =2
-1 0 0
A’=A%2A=|0 -1 0 |=-1
0 0 -1

Por lo tanto, A> +1=-1+1=0.
b) Observamos que:

A=A’ A=-1-A=-A

A'=A' A=-A-A=-A?

AS=A% . A=-A2. A=-A’=]
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A'=A° A=1-A=A 10 0 d
Los resultados de las potencias se repiten Al=| 0 1 0
periédicamente  formando cicflos de signo 3/n 3/n 1
contrario, es decir, forman la siguiente serie de
periodo 6: Por lo tanto, la hipétesis es que:
AALA =L A =-A A =-A2 A®=-A’=], 1 0 0) (1 00
JAT=A A =AY A= 0 1 0f=|0 1 0
Como 100=6-16+4 — AP =A*=—-A n/n n/n 1) {1 1 1
1 2 3 Veamos que, fijado »n, efectivamente A*
26.A2=|0 1 2 ¢ Il e
0 0 = 0 1 0] paratodo k.
‘ k/n k/n 1
1 3 6)
aiale 3 Sik =1, se cumple.
Si suponemos que se cumple para k, veamos qué
00 1) ocurre con k + 1:
Demostraremos por induccién que: ] 0 01 0 0
|, ho+D A"'=A*A=| 0 1 o|[0 1 of=
2 k/n k/n 1){1/n 1/n 1
A"=1[0 1 n
0 0 1 1 0 0
= 0 1 0|=
Para n = 1 se verifica. k/n+1/n k/n+1/n 1
Si lo suponemos cierto para n: | 0 0
r i n(n2+ D) g1 = 0 1 0
A loan.a=|0 1 : 01 1l= (k+1)/n (k+1)/n 1
0 0 1 0 0 1 Por lo tanto, en efecto, para cualquier natural n:
(1 0 0) (1 00
n— —
{ #in l_HH_n(n+1) A 0 1 0[=10 1 0
2 \n/n n/n 1 1 1 1
=|0 1 l1+n =
0 0 1 (3 3 3)
28.A°=|3 3 3
| 14p (tD@+2) 3 3 3
=0 1 I+n (9 9 9)
0 0 1 A'=[9 9 9
9 9 9)
27.Si fijamos un natural »: Demostremos que A" =3""" A.

Sin=1,A'=3"A=A.

) : 0 0 Si suponemos que se cumple para n, vemos qué
A*=| 0 1 0 ocurre con A" "'

2/n 2/n 1 A" =A" A=3"TA L A=3"TA2=3".3A=3"

© VICENS VIVES
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TEMA 1. MATRICES

Pags.4a 25
D o (3710 1710 1 002 1 1
29.2) A”' =
-2/5 1/5 (F,>-F)=[0 1 0-1 0 0
b) Actividad personal, efectivamente: 00 141 01
(2 -1}[3;10 1110}_ 11 21 00
4 3 )\-2/5 1/5 b) B|D={2 4 =30 1 0
_(3/10 1/10)(2 -1} (1 © 36 =50 01
2 4 F -2F 02 -7-210
¢) Actividad personal, por ejemplo, [4 8}' (F2 = F = 36 -sj0 o I}
L (-3 s (11 2|1 00
30.0) AT= 0, (Fs>F-3F)= |0 2 -7-2 1 0
(-4 3 0 3 -11-3 0 1
b) B =
7 =5 11 2|1 o0 o
(F;-2F-3F)=|0 2 -7-2 1 0
20 6 B -7/4 -3/2 00 -110 -3 2
31.A%= A=
[-24 —’J_)( ) ( 6 5 J
2 0 114 -1 0
g 3/2 1 a2 -7/4 =3/2 Fi=>2F-F)=> |0 2 -7-2 1 0
A=y 3)2@AY= o 00 -1f0 -3 2
20 0|4 -34 22
Por lo tanto: (Az)_l"'(ﬁ\_])2=[_-H2 _3J Fi->F+11F)=(0 2 -7-2 1 0
1210 00 -0 -3 2
0 -1 0|1 00 (1 0 ol2 -17 11
32.a) (AID=1 1 -10 1 0 Fi-F/2)=|0 2 0[-2 22 -14
0 1 1fo o1 0 0 -0 -3 2
1 1 -0 1 0 (1 0 o2 -17 11
(FeF)=10 -1 0f1 0 0 (F2>F/2)=[0 1 0]-1 11 =7
0O 1 10 01 0 0 -1Jj0 -3 2
(11 =10 1 0 1 002 -17 1
(F3=>F,+F)=(0 -1 0|1 0 0 (F;->-F)= |0 1 =1 -11-= =7
0 0 1Ifl 01 00110 3 -2
1 0 -1t 10 1 2 o1 oo
(Fi=>F,+F)=|0 -1 0ft 0 0 ¢ (CID=|-2 -2 10 1 0
% 0 0 1l 01 1 1 00 01
-
= (1 0 o2 1 1 1201 00
E (Fi=F;+F)=[0 -1 0l 0 0 (F,>2F+F)=1{0 2 12 1 0
- 0 0 11 0 1 1100 01
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TEMA 1. MATRICES
{ L]

Pags.4a25

-2 0 0]l -1 0 d

1 2 01 0 0
(F3->F-F)=1(0 2 1(2 1 0 (F, > 5F,+4F)=| 0 10 0|5 -3 4
0 -1 01 0 1 0 0 =50 -2 1
1 2 01 00 (1 0 O0f-1/2 1/2 0
(F3=2F:+F)=1(0 2 12 1 0 (Fi=>-F,/2)=1(0 10 0ol 5 -3 4
0 0 10 1 2 0 0 -5 0 -2 1)
1 0 =1-1 =1 0 1 0 0f-1/2 1/2 0
(FisF-F)=[0 2 1/2 1 0 (F2>F2/10)=10 1 of1/2 -3/10 2/5
/ & 3
dg roz Esri9o|o 1 quz smo 208
FioF+F)=[0 2 1[2 1 0 ’ : 3
0 0 1] 0 2/5  -1/5)
0 0 140 1 2
1 0 0-1 0 2 13 =11 0 0
(F,-»F;-F)=|0 -2 0-2 0 2 33.(AID=[1 2 oo 1 0
0o o 140 1 2 01 =20 01
1.0 010 2 1 3 =11 0 0
(F2>-F2/2)= |0 1 1 0 -1 (F,>F-F)=|[0 -1 1]-1 1 0
0 0 1o 1 2 0 1 =20 01
-11 2|1 00 (1 3 =11 0 0
d@D|D=/1 1 20 1 0 (F3->F+F)=10 =1 1}-1 1 0
2 2 =10 0 1 0 0 —1-1 1 1

-1

—
(8]
—
(=]
(=]
-
o
(]
I
[
w
o

(F,>F+F)=|0 2 4|1 0 Fi->F+3F)=|0 -1 1|-1 1 0
2 2 -0 0 1) \0£-0 i—3+141 1)
(-1 1 2]1 00 (1.0 0]-4 5 2)
(F3;>F+2F)=|0 2 41 1 0 Fi->F+2F)=|0 -1 1|-1 1 0
L0 4 32 0 1) \0:-00 =1 1 1)
-11 2|1 0 o 1 0 O0F4 5 2
(F;>F;-2F)=|0 2 4l 1 0 F,->F+F)=|(0 -1 0[-2 2 1
0 -50 -2 1 0 0 -1-1 11
?
(-2 0 0f1l -1 0 1 0 0]-4 5 2 E
(Fi=2F-F)=|0 2 4/1 1 o0 (F-»-F)=|0 1 02 -2 -] g
(0 0 -50 -2 1 00 —-1f-1 1 1 g
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TEMA 1. MATRICES

Pags.4a 25

i3 -1 1 35.Si A = (a;) es una matriz diagonal de orden n,
10 1 0 0 0
0 2 -1 =200 1 0 o entonces A~ = (1 / a;) es su matriz inversa.
(Fs = Fa+ Fy)= 0 0 1 -2-21 -2 0 La matriz A™' no presenta problemas de definicion ya
0 0 0 o 1 5 1 que si A es inversible, a; # 0 para todo i pues si
- - existiera k£, 1 € k < n, tal que ay = 0, entonces, el
(10 0 —1l-1 1 =2 0 rango de A seria menor que » y, por lo tanto, no seria
B ofie 2obo. 28 .0.10 inversible.
(Fi=F+F)= 0 0 1 aden 1 2 0 Veamos que A" asi definida es, en efecto, la inversa
T B de A:
(0 0 0 =140 1 =21 AA =(ay-1/a5)=1
(<10 0 -1]-1 1 =2 0 AT A=(1/a;-a) =1
(F2 > Fy+ Fy)= 0 2 0 —-4-2 2 -2 0 Por lo tanto, si A es diagonal, su inversa también lo
PTRTE 0 001 =221 -2 0 es.
L0 0 0 -1j0 1 -2 1 36.Sabemos que (A")"' = (A™")' y, por lo tanto, si A es
simétrica:
1oo of1 0 01 AY'=(A"Y > A" =(A") - A es simétrica
020 —-4-22 -20 2 ) i
(Fi = F4—F)=> 00 1 a1 2 0 37.a) A" =1 — A esinversa de si misma.
00 0 do 1 5 1 De la unicidad de la matriz inversa se sigue que A
\ B 3 es la unica matriz que puede cumplir esta pro-
1 0 0 0|1 0 0 1 piedad.
0 =20 0l2 2 -6 4 b) Actividad personal, en efecto, A =1.
(F2 > 4F, - Fo)= 0 0 1 =221 =20 38. Actividad personal, en efecto, A* = A.
0O 0 0 -1f0 1 -2 1 0.L-A6L+A=0L-AL+(,-AA=],-A+

+LA-AA=L,-A+A-A’=[,-A+A=],
Por otra parte:

L+A)L-A)=>6L+A)L-(,+A) A= +A-
~LA-AA=LL,+A-A-A’=L,+A-A=1],

F; - 2F;- F))=>
(Fs “ERG 0 1 o 1 -2

0 0 0 -fo 1 -2

Por lo tanto:
100 oft o 0 1 L-A)'=L+A
01 0 -1 -1 3 =2
(F; » -F,/2)= 01
00 -1 02 1 -2 2
00 0 -0 1 -2 1 Péagina 24
100 01 0 0 1 40.a) Sea A ortogonal > AA'=1 5 A" AA'=A" 5
010 0f-1 -1 -2 —A'=A""
(F3 = -F3)= 3 1
001 O0fF-2 -1 2 =2 De forma analoga, A' A=1— A'= A~
0 00 -0 1 -2 1 b AA1_(scnx cost[scnx —cosx]_
1 0 0 1 0 0 1 —cosX senx/lcosx senx E
(Fs — -Fy)= 010 -1 -13 -2 - sen® X +cos” X —Sen X COs X + sen X cos X E
001 0-2 -12 -2 —Sen X cos X + sen X cos X sen® x +cos” x 3
0 00 10 -1 2 -1 =1, z




TEMA 1. MATRICES

Pags.4a 25
41.Se u}iliza la propiedad asociativa del producto de 3 4 4 0
matrices: 0 -14 -5 9
(AB) (AB)' = (AB) (B'A") = A [B (B'A")] = A [(B B') EoE=F)=1 0 0n 131583
A=A (A)=AA"'=
e Qi A0y 0 -12 -6 6
De forma anéloga: (AB)' (AB)=1
Sl 3 4 4 0
_ - P 0 -14 -5 9
42.a) (F, - F,-3F) > 0 0]—>Rango(A) 1 (F3 = 4F3 - 22F)) =
i 0 0 -36 -36
(1 3 -12 -
b) (F2 > Fo-5F) = | 22}—)Rango(B)=2 0:g12 $59.750
At (3 4 4 0 )
3 -2 0 -14 -5 9
) (F,->F-4F)=|0 =15 15 F B zVB) =0 8 B a6 2
-1 4 -5 0 0 -24 -24
1 3 =2 (3 4 4 0 )
F3 > F+F)= |0 -15 15 0 -14 -5 9
Comtari) (Fs— 36F, — 24F;) =
0 7 =7 0 0 =36 -36
1 61 35 hetD oo ¢i 0 -0
(F3 > 15F3+7F) = |0 =15 15 Rango (E) =3
0 0 0 2 -3 7 1
f) (F,>2FK+F)=|0 -3 11 -5
Rango (C)=2
R s 0 -3 11 -5
d) (F,-2R+F)=|[0 2 7 2 it
-1 5 1) (F;>F;-F)=|0 -3 11 -5
) 00 0 0
[
ESD OW Rango (F) =2
Fs-2FB-F)=|0 2 7 2
0 2 7 2 LillEso
~ A 2
B 4 6 8 24
(F3—>F3—F2):> 0 2 7 2 §=_=g b=—4-=6
43. 2 : ) .
S 4 _6_8 et - fIR0S
Rango (D) =2 -2 ¢ d 4
-16
34 ¢« Qlriciginio § cl=—4—=
0 -14 -5 9 )
e) (F; — 3F,-2F
) (F; 2 )= ETA lior e 4 6 8
3 -8 -2 6 LamatrizesM=| 3 9/2 6
-2 -3 -4
E 3 4 4 0
= 0 -14 -5 9 -2.91¢ 3 t
-z (F3—-)3F3+F|):>
g 0 #:22150 s13i=9 44.(F, »2F,+F)=>| 0 0 0 -8+2t
E 3 -8 -2 6 2 -1 -3 -4
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TEMA 1. MATRICES

Pags.4a 25
-2 1 3 t L 2 d
A =
(F3>F +F)=| 0 0 0 —8+2t 0 1
0 0 0 -4+t [ D il
- _
A0 asit=4 A)=1 C_[z . 1)
C44t=0 1t=4, rango (A) = I.
3 3 2
t =
Sit#4, rango (A) = 2. C+B_(3 = 2]
-1 -1 1 Por lo tanto:
45.(F, > 3F,+F)=| 0 0 0 1 2Y(2 2 -2) (8 0 2
-4 -4 2 M=o 13 =1 2)713 -1 2
p —
-1 ~1 1 :
0 0 -4+2t XB-XA=A}
442t = t=2 X(B-A)=A}
Si t =2, rango (A) = 1, por lo tanto, rango (A) = 2 si X=A'(B-A)"
t#2. 1 0 0
-3 -5 _2 _g A'=[0 1 1
46.(F, 5 2F+F)=| 0 0 0 -6 gl it
-9 —15 -6 4+2t 1 1 =1
. Ly = =3 = B-A=(0 0
(F3>3F-F)=|0 0 0 -6 =1.'0 ‘0
0 0 0 -=-28-2t 00 -1
- Por lo tanto, rango (A) = 2 para todo 7. B-A'=[1 1 1
01 0
~ 2 1 =3 =1
47.rango (A)=1 &  Drorean 3 Por lo tanto:
-zt 1 0 0Y(0 0 =1\ (0 0 -1
a X={0 1 =
- L B 111 1 1 vigeu g
LE o s -1 0 -1)lo 1 0 0 =111
b+2 ' N
-1 Gl 50.AXB = 3C;
— T 3
(—3c XB=A" (3C);
La matriz resultante es A = ST o =i ) X=A"(3C)B™;
=2. =1 1% 11
_.=[—1l3 0] 2
48.AM - B = C"; -1/3 -1 S
w
=t F =
AM = C'+ B; b (0 12 :
M=A" (C'+B) -1/2 -1/4 E



TEMA 1. MATRICES

Pags.4a25
30 o
3¢ =[ J 54.2" ecuacion > A =2B + 3 2 -7
= 4 -7 -1 6

Por lo tanto:

xo["V3 0)(3 0y 0 -12)_
-173 -1J{-9 3)\-1/2 -1/4

(-1 0Y( 0o -2y (0 12
8 -3)(-1/2 -1/4) \3/2 -13/4

5 =2 =7
1“ecuaci6n—>2|:2B+( I|+3B=

-7 -1 6
(-4 3 21}
Y

10 -4 -14 =4 3 2
e 4B + +3B= -
51.LAX-B=2X; [-14 ~5 12] (7 5 5]
AX-2X=B;
X LY B . -4 3 21 -4 -14)_
_( 2) = D, —2 12
(A-21,)X =B;
: 14 7 35
X=(A-2L)"'B: :
2) [21 -7 J

(3] (2 1 3)

3 -1 -7 =1 6

0 1
A-2L)"' =
=2 [1 4] (1 03
0 1\(5 -1 5 A
(2
1 4)-5 2 =15 55.Restamos la segunda ecuacion de la primera:
1 -1 - -
52, x)_( x-y x+sy-(1l 1 -10).
3 2 \y) \3x+2y 11 4 27
1 xY3) (3+2x =
RS
y -1A2) \3y-2 11 4 27

() 2 1 #3522 )

~
—

Se debe cumplir: 111 =10
X—-y=3+2x ) X+y=-3 ) 230!.]30[011—)3[(” 4 27]—5Y]“2Y=
3x+2y=3y-2’ 3x-y==2"
(-18 3 4)
4x=—5—>x=—5!’4 - -1 -5 -4 '
-5/4+y=-35y=-7/4
53.AXA = 2BA: 333 730) sy _ay=[T18 3 4.
' ’ 3 12 81 I B (g Y
E AX =2BAA™' =2B;
= 51 0 -34 =
> X=A" 2B); 17Y = el & U =2
E , 34 17 85 21 5
= e -5)(4 6)_(8 -28
© -1 3 0 8 -4 18 Por lo tanto:
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TEMA 1. MATRICES

Pags.4a25
(111 =10 sy - -4 1 0 S es simétrica, T es antisimétrica y, ademas, S + T =
14 27 l1o-1 2 “A
58.La matriz que expresa lo que se paga en cada nivel es
Y, finalmente: la siguiente:
-12 - 60) 1
x-v'=[ I 13} 55| 1
B=
50| III

2 -1
56.a) A”' = 45 1V

Los ingresos totales por los alumnos de cada idioma

b) AX +CB'=BB" de la academia vendran dados, por lo tanto, por la

AX = BB'- CB": siguiente matriz:
X=A""(BB'- CB" 60
| 75 64 52 49)|55| (12.825
sy ; 33 30 28 26)|50| (6200
- 45
3
La academia ingresa 12.825 € por las clases de inglés
BB (2 2] y 6.200 € por las de francés.
20 14 9. CPF
3 5 X (45 60 80
to
CB”[z 14] Y |55 40 60
Z\32 38 46
2 -1\(2 2 -2 -6
X=[ ][[ J—{S > }]=[ J El consumo mensual de cada producto en cada
-3 2) 2 14) 2 14 39 restaurante se obtiene multiplicando por 30, los dias
que tiene un mes, la matriz anterior:
C P F
Pagina 25 X (1.350 1.800 2.400
Y [1.650 1.200 1.800
fu S A z| 960 1.140 1380
§7T.A=(a, a, ay .
a; aj; a,; 60.J: jamon
C: chorizo
apta,  agtay, ) .
ay > > S: salchichén
g= |Butap ay, axtas, A B C
2 2
J (250 200 150
ay+a;; aj+ay
2 2 a3 ) C|150 200 150
S 1100 100 200
( a,~a, A;—ay )
0 2 21 "1 3l El niimero de bandejas de cada tipo viene dado por la
B 2 matriz: é
T= |22 0 a5 A (50 s
2 2 @
3723 ajp—ay 0 B |40 E
2 2 C (30 g
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TEMA 1. MATRICES

Pags.4a 25
Por lo tanto, la cantidad de cada embutido viene dada iy 1/2 -=1/4
por el siguiente producto: 3. A= 0 1/2
250 200 150)(50) (25.000) J
150 200 150 || 40| =|20.000|C 1 1 =11 0 0
100 100 200)(30) (15.000) S 4. (AID=|-1 0 1|0 1 0
1 -1 110 01
Autoevaluacion 1 —1h
2 3 5) (F=>F+F)=|0
1.a) [-4 4 4 I =1 1/0 0
-1 -1 5
/ (1 1|15 0/ 10
0 -3 5) (F3=>F=F)=(0 1 01 1 0
b) |4 2 0 0 -2 2f-1 01
-3 =1 7
. / 11 =1
(6 3 =5 (F3 > 2F,+Fy) = |0 1
¢ |-10 3 4 0 0 2]
(8 -7 -8
) 1 0 —-1j0 -1 0
1 9 11 (Fi-F-F)=(01 0t 1 0
D |=-8 1 —6 00 21 2 1
(3 1 -1
) \ 2 0 oo i1
6 1078 (Fy—>2F+F)=10 1 0fl 1 0
g1 3 =1 00 2@ 21
(-5 4 -8
(1 0 of1/2 0 1/2)
(6 -10 8 )
(Fi->F/2=(0 1 01 1 0
H|3 3 -7
0 0 2f1 2 1
-5 4 -8 /
(1 0 ofi/2 0 1/2)

2. No siempre se verifica.

Fs—>F/2)=(0 1 0f1 1 0
$i C no tiene ir_lversa puede, puede no darse la 0 0 12 1 172
implicacion. Por ejemplo:
11
A=(2 2) ]l -n M
2
5. A"=(0 1 -n
p=|2 2 0 0 1
11
g 11 1 -1 1
> 11 Sin=1,A'=A=[0 1 -1}.
§ 0 0 1
> ca~ca=|> 2
© s 3 Si se supone que la hipétesis se cumple para n:



TEMA 1. MATRICES

Pags.4a 25
n(n+1 -1 0 0 1 q
' (2 : A 0 7 14 7
A"'=A"A=|0 1 -n 0 1 -1|= (Fs > 7F4-3F) = 0 0.0 0 — Rango (A) =2
1
0 0 0 0 1 0 0 0 0

/ -1
I —(n+1) W X=(_3 1] (2 50 —2}
=lo | —(n+1) -1 0 1 -5 4 3
0 0 1 0 -1\(2 5 0 =2
\ X= -
1 -3)l1 =5 4 3
6. Se debe cumplir: (-1 5 -4 -3
. -1 20 -12 -11
i:l =]
-2 4 a=—2— . B -2 -5 5
a 4 1 8 4 1 9. 1*ecuacion - A=B + , | 2
—=—=—=— 93 {—=— = 4{b=16
-2 b 4 ¢ b 4
8 1 pm32 -2 -5 5
—-—=— 2" ecuacion — 2| B + +3B =
lc 4 et alat?

1 o 0 1 =(ll 0 IOJ_
-8 7 -1)
0 7 14 7
7. F2 > F,+3F) >
-6 -9 -18 -3 5B + -4 -10 10} (11 0 10 )
2 3 6 1 2 2 4 -8 7 -1)°
-1 0 0 1) 5B={” 0 10]_{—4 -10 IOJ.
0 7 14 -8 7 -1 DG i oA
(F3 - F3- 6F1) = 7
0 -9 -18 -9 5 10 0
5B = ;
2 3 6 1 {—10 5 _5}
-1 0 0 ]\ B_[3 2 0]
0 7 14 7 -
Fy — F4+2F)) = -2 1 -l
(F4 4 1) 0 -9 —18 -9
(0 3 6 3 A=320+~2—55=l—35
-2 1 -1 1 1 2 -1 2 1
-1 0 0 1 g
0 7 14 7 10.TS =(37.400 36.150 20.200) expresa ¢l valorde los =
(F3 = 7F;+ 9F,) = 0 0 0 0 ordenadores de cada marca almacenados: Z
0 3 6 3 37.400 € de ordenadores de la marca A, 36.150 de la g
marca B y 20.200 de la marca C. ©




