© VICENS VIVES

TEMA 5. VECTORES EN EL ESPACIO

Pags. 90 a 109

Pagina 90

Como u-v >0, proy- u tiene el mismo sentido que

1. Actividad personal. ;, por lo tanto:

33 5
) V 3fz3 -
Pigina 92 et £ sy
2. x=u+v 8. El trabajo (W) no es mas que el producto escalar entra
A la fuerza (F) y la distancia (d) recorrida por el objeto.
w=3u-v W se expresa en julios (J):

W=F-d=60-4-cos60=240-0,5=120]

Pagina 94

3. a) (1,3,3) Pagina 97
b) 3,5,-1) 9. a) -6
©) (7,16,-2) b) 11
d) (4,5,-2) ¢) 26

4. Se debe cumplir: d) 3,3,1)-(-3,-5,3)=-21

-1=h 10. -I.; .v=0->Son ortogonales.
s ) +3}HG-1) = (+3)5-+3)&-

=i-j+j-j—i-k+j-k=0+1-0-0=1

Pagina 95 b) (2,-1,0)(1,0,3)=2
| |
5. a) (l) i —0 Il =—1 — linealmente independientes Pégina 98
] 12. o] =V2+9+25 =36 =6
b) I 1 -1 =0 — linealmente dependiente -
) pe ine pendientes v|= STovE o
¢) |1 1 2[ =3 — linealmente independientes A2 s
=1 =20 13.Cualquiera de estos dos:
V23 -5) (21 -5
666 6°2° 6 X
e {43 —_5]_[_£_1 z}
- 6::6 =6 )il 6l
6. ﬁ-;=3-4-cos30"=12-%=6\/§
14.cos (5,7) ="‘E"E+3'0'5"5=—0,7559
7 | 1o ~E|——6J§ ———-3\/37 i
i s ey El 4ngulo que buscamos es de 139° 6.
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TEMA 5. VECTORES EN EL ESPACIO
TI\/ AN

Pigina 99

15.2-6--‘/2—5=6-\E

16.|G|=Jl+1+l=JE
4 4 \2
|;|= J1+1+0 =J§

—l+l+0

J_J"

— Los vectores forman un angulo de 73° 13° 12",
Por lo tanto:

uxv J_ V2 - sen (73° 13° 127) = 3. 0,957 =

=1,66

cos =0,2887 —»

Pégina 101

17.A = |E|-|§|-sen 60=6-3 -~‘/2£=9- N

18.El angulo que buscamos es:

senﬁ. -\;) &, <.
A—|I|| 455en30=450,5=5u2
2 2 2
19.a) (14,-1,-22)
b) (5,0, 15)
20. uxv = (=2, -2, -2x — 2)
Por lo tanto, se debe cumplir:
=2Xx=2=-6—-3x=2
21.cos (“ _.) i =-0,4385

T Jor 141641 +4 J—J'

)

u,v =116°

Por lo tanto:

A=v26-/5 - sen (116°) = 11,40 - 0,8988 = 10,25 v
La primera diagonal del paralelogramo es:
u+v=(4,1,2)

Mientras que la segunda es un vector w tal que:

Pags. 90 a 109

- — -

u+w=v — .\-v-=;—;=(—2,-l,—6)

D e SRR is B
T Ja+1+9-1+1+16 14-418
=-0,8189

A

u,v = 144°58° 127

Por lo tanto:
" 14418 se;(l44 58'12") _ 7,94 - 05739 =
=4,56 v

El lado que falta es un vector w tal que:

- — -

ut+w=v — ;=;—E=(3,0,—-7)

Calculamos ahora el angulo E, W
-6-21

=-0,9475
Va+1+9.49+49

cos (ll, W)=

u,w =161°21°

El 4ngulo que buscamos, sin embargo, es 180° — 161°
21’ = 18° 39’ o lo que es lo mismo, el 4ngulo

u-w=—u,w

2

El 4ngulo que falta es v, w = 180° — 18° 39° — 144°
58 12" = 180° — 163° 37" 12" = 16° 22’ 48",

Pagina 102

e Es imposible la tercera, r -) (\_a.r‘ E) ya que el
producto vectorial s6lo es posible entre vectores pero

-— -

u-v y w-z son nameros reales.

Péagina 103

1 5 -5
23.[u,v,w =-1 -2 3|=7
2 0 -1

24.No, seran linealmente dependientes como se vid en la
pagina 95 del Libro de texto.
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TEMA 5. VECTORES EN EL ESPACIO

1 0
25.[u,v,w=—l -2 0|=0

-5

=] =4 =5

26.EI producto mixto es 0, por lo tanto, los vectores son

linealmente dependientes y coplanarios.

Pagina 106

Un vector fijo es un segmento dirigido entre dos
puntos mientras que un vector libre es un conjunto de
vectores fijos de igual médulo, direccion y sentido.

V es un espacio vectorial real cuando se cumplen las
siguientes condiciones:

Hay dos operaciones definidas:
Operacién suma — a + b

Operacién producto por un niimero real = k - a,

Dondea,be V,ke R

La suma debe ser conmutativa, asociativa, tener
elemento neutro, el 0, y elemento inverso de cualquier
aeV,—a.

El producto por un nimero real debe tener elemento
neutro, el 1, debe ser asociativo, y distributivo
respecto de la suma por ambos lados.

Ejemplos:

1. R [x] = {polinomios en x con coeficientes en R}
Suma — (P + Q) (x) = P(x) + Q(x)

Producto por un nimero real — a[P(x)] =

(aP) (x)
2. El conjunto de los nimeros complejos, con la suma

y la multiplicacion por un escalar naturales, es
también un producto vectorial.

Una base de V; es cualquier terna de vectores no
nulos y no coplanarios.

SiB= {;,;,E} es una base de V3, y se cumple:

-

v=ax +by +cz

Entonces (a, b, c¢) son las componentes de v en la
base B.

v|-cos| u,v

A
-bl - .

Propiedades:

5-12
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1. Conmutativa: u-v=v-u
2. _ Distributiva _ respecto de la
u-lv+wl=u-v+u-w

3.k (o-v)=(ka) v=u-(v)=- Tk

Expresion analitica en una base ortonormal:

A —

suma:

u-v=up-vp+uz-vatuz-vy

Donde u = (u, uz, uz), v=(vy, vy, vs)

El producto vectorial de dos vectores u y v es un
vector u X v tal que:

A
| s 5]

Su direccién es perpendicular al plano determinado

poruy v.

Su scntldo es el delermmado por un sacacorchos que
gira de u hacia v por el camino mas corto.
Propiedades:

1. Anticonmutativa: u X v =—(_\; X E)

2. Asociativa mixta: (ku)X v = ux(kv)=k (ux
x-\;)

3. Distributiva respecto de la suma: u x (v +w)=
=(G X -\.r)+(uxw)

Expresion analitica en una base ortonormal:

Donde u = (uy, uz, u3), v=(vy, v v3)

lu,v,w =u'(-\"'XW)

Propiedades:

1. Permutando los vectores, no varia:
5w )= o=

2. Cambiando de posicion dos de los vectores, cambia
de signo:

) I e

3. Si los vectores son linealmente dependientes, es
nulo.



TEMA 5. VECTORES EN EL ESPACIO

CTIVIDADES Pags. 90 a 109

4. Si los vectores son linealmente independientes es 15.-2/1=6/(-3)=-2
diferente de 0. Para que sean linealmente dependientes, se deberia
Expresion analitica en una base ortonormal: cumplir:
U U uy -2=k/4—>k=-8
[U,V,W]= Vi Vo V3 Por lo tanto, si k # —8, los vectores son linealmente
W, W, W, independientes.
7. Producto escalar — es el producto del médulo de uno 16.Se debe cumplir:
de los vectores por el médulo de la proyeccion del —6/(=2)=3=k/1=9/k
otro sobre €I, con signo positivo o negativo, en
funcién del valor del 4ngulo entre los vectores. Por lo tanto, k = 3.
Producto vectorial — su moédulo es el area del 1 4 -3
paralelogramo determinado por los dos vectores. 17.12 -1 -4 =16 — Son linealmente independientes.
Producto mixto — su valor absoluto es el volumen del 0o 1 -2
paralelepipedo determinado por los tres vectores.
" e 31 2
8. x=-utv+iw 18./0 1 1|=-6— Son linealmente independientes.
9. x=2u-v+3w 01 -1
e 19.]1 -1 -4=-26-
c=1 1 2 -5
11.2) (6,~1,-1) — Son linealmente independientes y, por lo tanto, no
b) 3,-5,-1) son coplanarios.
9 2,1,-5) 20| 1 -1 8|=—k2+6k+16=0—-k=8,-2
¢ (3,4,0) Rt
) (5,4-3)
12.2) (37, 1, 15) Son linealmente dependientes cuando k = 8, k = -2.
b) (17,-1,15) oty e
9 (-8,5,0) 21.[3 -4 1|=-9k-3=0—ok=-1/3
d) (19,6, 3) 0 1 2

e) (-=11,10,6)
f) (-29,16,-18)
13.En el plano los vectores tienen dos componentes, la k -1 -2

matriz formada por un conjunto de ellos, no podra 22.1 1 k 0|=3K+4k+1=0>k=-1/3k=
tener, por lo tanto, rango mayor que 2, El nimero

Son coplanarios cuando k = -1/ 3.

méaximo de vectores linealmente independientes en el K$2.:0. ]

plano sera dos. =-1

En el espacio, andlogamente, tres. Son coplanarios cuando k =~1/3,k =~1. 4
14.Los de los apartados a , b y ¢ pues son proporcionales. 2 -3 -2 :

Las razones de prppormonahdad, 3 entre ay b, 2le'ntre 23.0a 1 1l=0— a,;’; son coplanarios. E

ay c, son positivas, por lo tanto, tienen también el >

mismo sentido. 2 4 3 ©
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% % -3

4 1 1|=14k-56=0—->k=4—> u,v,x son
6 5 k

coplanarios si k =4

gl

2 4 3|=14k-56=0—k=4— u,w,x son
6 5 k

coplanarios si k =4

4 1 1

2 4 3|=14k-56=0 > k = 4 > v,w,x son
6 5 k

coplanarios si k =4

Por lo tanto, si k = 4, los cuatro vectores son
coplanarios.

24.a) 2u=v - Son linealmente dependientes.

b) No es posible pues u,v son linealmente
dependientes.

¢) Actividad personal. Multiplicando cualquier de los
dos vectores por un nimero distinto de cero,
obtenemos el vector deseado.

B2 3

25.2 4 7|=8k+27=0—-k=-27/8
1 -3 k
Si k =-27/ 8 son linealmente dependientes.
Sik=-3:
2,-5,-5)=a(3,2,5)+b(2,4,7)+c(1,-3,-3)
a=1,b=-1,c=1

Por lo tanto:

- —  —_  —

Pégina 107

26.(0,0,0)=x(1,-1,0)+y (1,1, 1)+ z(2,0,1) >
=2x==-Ay=-Az=1
(0, 0, 0) se puede escribir de infinitas maneras como
combinacién lineal de (1,-1,0), (1, 1, 1) y (2,0, 1) y,
por lo tanto, estos vectores son linealmente
dependientes.

Pags. 90 a 109

23 =
27.]1 -1 O0|=-4— Los vectores son linealmente
1 1 0
independientes y, por lo tanto, forman base.
{
(=2
.3 3 3
0 1 m-1
20.11 -1 1 |=m*-3m+2=0->m=1,m=2
Il m—-2 m

Es una base de Vi cuandom # 1, m# 2.

30.Forman base v,,v, y v;.
(-1,1,-15)=xv, +yv, +zv,

x=-8,y=-1,z=-1
Por lo tanto, en esta base:

Ve=(-8,-1,-1)

2 1 -1
31.|]1 -1 0]=0

-7 =2 3

Por lo tanto, los vectores 2 v, + v, — v3,v, —v,,
s =1V — ZV_Z. + 3v_; no forman una base.
32.Utilizaremos de nuevo las propiedades de los
determinantes:
1 -1
2 -1 =1
-1 1 1

—_— —

Por lo tanto, v, —=v,,=v, +2v,,v; — v, + v, forman
una base.

— — m— e —

Los vectores v, +v, =v3,V, =V, + V3,

, 2V, +3v, —3v; no forman base.

1/:2 53020 :00
33.3/2 -1/2 0/=-5/2 — Forman base.
0 0 1
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TIVIDADES Pégs. 90 a 109

(LL,1D)=x(1/2,3/2,00+y((3/2,-1/2,0)+z(0,
0,1)>x=4/5y=2/5z=1

Por lo tanto, Proyvyu es un vector de médulo
3J6

—_— — —

La expresionde i + j + k en la base {;:,;;,;; jes
(4/5,2/5,1).

que tiene la misma direccién y sentido que v.

e

v
34.5i, ya que el producto escalar de dos vectores es el Por lo tanto: pmy;ﬁ= 2 _3v_ (3 3 3]
producto de sus médulos por el coseno del dngulo que V6 2 2’2
forman. .
4l.u-v =4k+2-1=0—>k=-1/4

Si dicho coseno vale 0,5, es decir, si forman un angulo
de 60°, el médulo de los vectores puede ser 4y 5y su R
producto escalar, 10. 42.u-v =

—

u .

-

{]
35.u V 8k-15-2=-2>5

- 2 _ ) .
L k=15/8 -8k +4+2 = yak? — 4k +5 VI8 - 0,5;

64k* — 96k + 36 = (4k> — 4k + 5) - 18 - 0,25;
36.2) Va+1+1=+6 64k” — 96k + 36 = 18k* — 18k + 22.,5;
b) Va+5=4/9=3 46K* — 78k + 13,5 = 0;
¢) VI5+1+9=425=5 ki = 1,5, k= 0,20
d) VO+1+25=435

Sin comprobamos las soluciones, observamos que
J_ nicamente k; es solucion de la ecuacion original.

37. |Liak? +
4 4

-

43.{1.--\: = |u| -

1

LI
4

1_2,
4 4

A
V|-Cosf u,v |
»

k=0 1+—‘£—§-k= 1+—J1+1+ - 0,5;

38.a) Dado un vector, hay infinitos vectores diferentes

de igual mddulo. 1 +-2£k +—=1,25+0,138k%
b) En este caso si, a partir de las coordenadas 3
podemos calcular el producto escalar y los 34243k + K2 =3,75 + 0,416k

modulos y a partir de éstos, el coseno del 4ngulo. K, = 0.2091, ky = —6,1477

39, |ﬁ| =J4+9+1=414 k2 no es solucién del la ecuacion original, por lo tanto,
la solucién que buscamos es k; = 0,2091.

Hay dos vectores unitarios con la misma direccién

que u 44.;1.‘-\;—|| H cos[u vJ
{ 2 3 —1]_ Jia 3 -
V14" 14" 14 7 'J1a’ s re TS 4+|-£-
2 k]
14
[_J:_J%Jij] 4K* -8k +4=2,5k* + 12,5;
ki = 6,241; k, =—0,908 g
|u ‘“'l 6+1+ 2| 9 3/6 k; es solucion de la ecuacion original, al contrario que E
40. |Pr0y\,u|— - - = ks 2
b Varrer Ve 2 S g
45;\"'\!"‘ =3—)x+3y—22=3 ©
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—

-\:-vz =2—=4x-y+2z=2

- —

v-vy =1 =2x+5y+z=1
Por lo tanto:

x=1,y=0,z=-1 - v=(1,0,-1)

46.uLlV > u-v=0—-x+4+2y=0
Ulw 5> u-w=0—--2x+3+y=0

B Solucién: x =2/5,y=-11/5

47T ulv 5o u-v=0-ox+z=0—>x=-2

M

u,w = 60°

—522x-2y+2z= \sz +y?+2% -
A8+4+4.05
8x2—Sﬁxy+8\/§xz+4y2—8yz+4zz=
=4x2+4y2+4zz;
2x2—-2\5xy+2\/5xz+y2—2yz+zz=
=x*+y +2%

xz—zﬁxy+2\5xz—2yz=0;
Como x = -z:
zz+2ﬁzy—2\/izl—-2yz=0;

(1-242)2+2 ({2 = 1)yz=0;
Hay dos posibilidades:

z=0—-0=0- Solucién: x=0,y=A,z=0

220> (1-242)2+2 (2 = 1)yz=0—
S5(1-242)z+2(2 - 1)y=0-
242 -1 .
Z — Solucion: x =-A,
2lJ_-li
242 ~1
Y= A=2207\,z=A
Y (V2 -1)

Buscamos ahora los vectores unitarios:

solucién

© VICENS VIVES

Six=0,y=A2z=0- (0,4, 0 — (0, 1, 0) es

Six=-A,y=2207A,z=A— (-1;2,207A;1)

Pags. 90 a 109

El mddulo de este vector es:

V222 +487102 = {/6,871A2

El vector unitario es:

2,207A A
[1/6 871 Jﬁ 8710 6.871A2 ]

-1 2207
= ——, 2= —— |=(0,381;0,842;-0,381)
(,1687 " J6.871 ,/637 J (

49.lu-v|=

-l 2 2 2

Por lo tanto:

R R AR AR W ™
Por lo tanto, como z;q(uivj )2 20:

|

uj -V

—

|u-vl$

50.ulv >u-v=0—-a-3b+12=0
Ulw s> u-w=0—--3a-3b+24=0
Solucién:a=6,b=2

5Lulv > u-v=0-2x+y=0—y=-2x
El vector es:
(x,-2x,0) = (1,-2,0)
Como su modulo es: M=5

El vector unitario que buscamos es:

l,_—z,O o bien (—l,-z-,o]
5 5 55

52ulv > u-v=0—-4x-y+2=0

Ulw > u-w=0->x-2y+3=0
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Pags. 90 a 109
Solucién:a=-1/7,b=10/7 U U—U-vHv-u—v-v=0:
53.w =(x,y,2) 0u—v-v =0
Coplanario con E,;: l-|2 -2
u —|v| =
2 -2 0
I 1 —4/=8x+8y+4z=0—2x+2y+2=0 Por lo tanto, los modulos de los vectores son iguales,
X y z es decir, |El=|§|=
Ortogonal a v: - e - LR G
u-v = u|-v[-cos| u,v |;
Xx+y-4z=0
~— 2x+2y+2z=0 A
= - =l’ = — -
{x+y—4z=0 2x=-hy=hz=0- 2ﬁ=4-cos[u,v];
= (A A,0) > (-1, 1,0)
Por lo tanto: co: ;"; =_’/_=.‘l_§_, uv =30°
4 2
;{-L,_f_,o} R
2 V2 57.|u+v|=\]iu+vj-(u+vi=20;
O bien:
- (l 1 J G-u+2-u-;+v‘v=20;
_w = _,— —
27 2 V100+2-u- v +300 = 20;

S4.u+v=(k+2,3,-4)
u-v=(k=-2,-2,-2)

Para que sean ortogonales, por lo tanto:

00+ 2-u-v =400:

o+

2-u-v =0 - Los vectores son ortogonales.

- — -

R (k+2)(k-2)-6+8=0; 58.Consideramos v+w = u.
K-2=0; U-v=64-cos60=64-0,5=32
k=+42 U-w =64 - cos 120 = 64 - (=0,5) = ~32
V-w =64 cos 120 = 64 - (=0,5) = -32
Pigina 108 59.v = (2,1, 0) es ortogonal a u .
5.V =(1,1,1). |§|=J4+1 -5
uv—)uv 0-sa’-l+a-1=0—>a’+a-2= .
Solucion:
=0—a=1l,a=-2
Sia=1- a=(l,-—l,0)——>Noesparaleloa w. [_2_ 10J _ [2\/5_ _ﬁOJ
Sia=—2—>a=(4,—l,—3)—)Paraleloa;. 545 5 5 E
El Gnico vector que cumple las condiciones es: 25 5 z
(4$ -'];_3) __-’_5__’0 é
) [ - >
36. (“ + V) ' (u = V) =0 60. Buscamos un vector de la siguiente forma: ©
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Pags. 90 a 109
(x,y,x+y) B
Tal que: 8=V1+9+1J1+4+9 -cos [ w,u|;

2,3, Xy, x+y)=2x+3y—-x-y=0;
X+2y=0—x=-2y cos {G,GJ=0,6447-> w,u=49°51°
Por lo tanto, el vector es:

(_Zy’ Y, _y) - (_29 l$ _l)

tra solucion es el opuest te v i . .
B \.O'ectosro(; cu:;n n puesto de este vector, es decir, l En el producto escalar no existe el elemento inverso,

por lo tanto, de u-v=u-w no puede deducirse la

63.u-v=u-w=3

6l.u-v+Vv-WHw-u=1u ( ) = igualdadentre; y w.
- —0-U+V-W=-3+VW Finalmente, si u-v=u-w :
Anélogamente: GG-E\}EE(G—E] =0
UVHV-WAEW L =—l 4 uew

64.Es ortogonal a u y uxv mientras que su sentido es

U VHV-WHwW-u=—4+1U-V el contrario al de v tomando como referencia el plano
Por lo tanto: determinado por u y uxv.
=3=u-v+w-u - o] | Al
- - - = 65.u-v=|ul-|v] -cos |u,v|;
=l=u-v+v-w -5
—4=v-w+w-u

—_ =

= u-v=0w-u=-3 v-w=-]

=J§—3-cos(;,;];

Por lo tanto: cos (;A;J =0.5963
UVHV-WHW-u=0-1-3=-4
- u,v=53°23" 24"
62.Primera diagonal — w u+v -L31

Segunda diagonal — X = =(-3,-1,-5) SOsToate:

—_ =] |- e luxv||l||sen uv
a) W-X =IWHX‘ - COS [w,x] :

R |ax;| =5-3 -sen (53°23°247)=5,39
=5=1+9+1J9+1+25 - cos (w,x];

66.u-v=0 — u,v=90°

cos [;;;J = _012548 - :V.,; =104° 45’36 |l.l>< V| J_ J— sen 90 = J_ J-“ 12 45 u

b) W es la diagonal menor. 67. l; % '\',l =[(=2,3,1)|= V4 +9+1=414

A
w-u=|w|-|u| - €08 {w,u] ; vi4

A ridn = —1u
Tridngulo
2

© VICENS VIVES



TEMA 5. VECTORES EN EL ESPACIO

Pags. 90 a 109
68. ;x-{r:(—l, =2m-1,m)=(-1,-7,3) 5 m=3 ax(— l,—2,2)=(2y + 2z, -2x -z, -2x +y) = (-2, 2,
i s ]
69.uxv=(2+m’,2,-m) )
e Resolvemos el sistema:
(uxv)-w:—ﬁ ~3m’ -4 - m =0 — No tiene
N 2y +2z=-2
solucion.
—2x-z=2
No existen valores de m para los que uXv y w son -2x+y=1
ortogonales.
Solucién: x=—1-A/2,y=-1-A,z=2A
70. ux v =(40, 20, 0) Por otra parte: X’ + y* + 2> = 25.
El vector obtenido no es el nulo, por lo tanto, u y v (-1 =A/2P% + (-1 - L)’ +Ar=25;
no son vectores paralelos.
— J N2+ 124 - 92 = 0;
|uxv| 4-144+16+36-5en90=4- 14 - 1 = 56 M =2,60 > x=-23;y =-3,60; 2= 2,60
A2=-3,93 -5 x=0,97;y=2,93; z=-3,93
72.u-v=6x+4y-3z=12 76.Es ambiguo ya que tanto u-v como vXw son
Sy = (4z + 3y, -6z — 3x, 6y — 4x) = (17, -15, 14) vectores y, por lo tanto, se puede interpretar como:
Por lo tanto, tenemos el siguiente sistema: u- (-\.r X \_v.) o bien G -\.r)x w.
6x +4y—-3z=12
4z +3y=17 77.a) Su valor absoluto es el volumen del paralelepipedo
i i determinado por los tres vectores
—6z-3x=-15 b) El volumen del tetraedro es la sexta parte del
6y—4x =14

volumen del paralelepipedo.

Solucién: x=1,y=3,z=2

5 3 -1
El vector es (1, 3, 2). 7s.[ﬁ,‘,§]=—2 -1 2|=11
- 73.(;H-v)x@—v):ux&—v%vx(u—v):
i L o ToR LR 51 -
S UXU—UXV+VXU—VXV=—UXV+VXU= 79’15’;’;J=3 4 2|=75
=—UXV-UXV=-2uXV 4 1 3
- - -2 - = 3
74.E-v)2+|uxv| _ Vietraedo=75/6=12,5u
-1 1 =2
B I-. -I - ||H B Bﬂ.E,v.w]= 6 -1 2|=20
=||u cos| u,v sen| u,v || =
0 -2 0
i3 Vhrisma =20/2 =10 v’
()’ { ;] {] :
81. '[u v, w |vxwl | I cos{u vwa
-2 |2
W M
] - { w} tl { ;x;:]
75.Sea u=(x,y, 2):

© VICENS VIVES
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A A
- — - . —

3
=m - sen| Vv,w |-Cos| u,vxXw

Si v y w son ortogonales:

—;-.—. -

uvw] =m’ cosuvxw |u,v,w]=ms

- —

y VXW son paralelos, es decir, si u vV y w son
ortogonales dos a dos.

Si, ademds de ser paralelos u y vxw tienen el

mismo sentido, lu, v,w|= m’ — valor maximo

- - —

Si, en cambio, son paralelos pero tienen sentidos

——

contrarios, |u,v,w|= —m® — valor minimo.

82.a) = 4 — Es el volumen del

Vis "'2 ’ "'3
paralelepipedo determinado por los tres vectores.

A
—_—

b) vz v3—| -CoS [ V,,Vy |3

A

0=+/5-2"cos E,E ;

A A
€os | V,,v3 | =0 = v,,vy =90°

¢) Forman base porque el producto mixto no era
nulo.

Para hallar las componentes (X, y, z) de w
solucionamos el siguiente sistema:

W =XV, tyv, +zv,

Il=x+2z
-2=2y -
O=-x-y

—=»x=lLy=-1,z=0

Pégina 109

83.a) Actividad personal. En efecto, los vectores son
unitarios y ortogonales dos a dos.

b) Si x, y, z son las componentes que buscamos, se
debe cumplir:

5-20

Pags. 90 a 109
1_£+&
2 2

_V3x _y

2 2
1=z

x=_+£,y=__+_3,z=1
2 2 2 2

84.Forman una base pues cualquiera de los vectores sera
perpendicular al plano determinado por los otros dos,
es decir, no pueden ser coplanarios.

85. Actividad personal. Hemos visto que el trabajo es una
magnitud escalar mientras que con el producto escalar
se pueden expresar algunos volimenes.

86.a) Cierta. El producto vectorial serd nulo — El
angulo que forman es arc sen 0 = 0°.

b) Cierta. Al no ser coplanarios, uno no se puede
escribir como combinacioén lineal de los otros dos.

¢) Falso. Si el producto escalar es nulo, el angulo que
forman es arc cos 0 = 90°.

d) Cierta.
87.a) Numero real

b) Numero real

¢) Vector

d) Vector

88.|G+v| (u+v) (_+v)

- 16+0+9=25—>|E+G

- -

u- u+2u V+V-vV=

- -

=35

- -

2 L SN =) =
=(u—v)-(u—v)=u-u—2u-v+v-v=

|{I—¥r
=16—0+9=25—>|E—-\:1 -5

89. (u X v)- (w X s):(u;v; = u3va, U3V] = U1V3, UVa — UpVy) -

© (W283 — W3S, W3S| — W|S3, WSy — Wa§)) =

(u2v3 = u3vy) (Was3 — wisy) + (uzvy = uyvs) (wss) —
w1S3) + (Uva = upvy) (Wis2 — was)) =

Il

UpViWaS3 — UaViWisy — UzVowasy + uzvawssy +
U3ViW3S| — U3ViWs3 — UjVawssy + U vaw sy + uvows;
= U VaW328] — UaV WSz + UV Was)



Desarrollando por coordenadas la operacion:

6-5h 6363 6-)-

= (mw; + uuwy + usws) (visy + vasy + viss) — (ugs) +
s +u383) (Viwy + vaws + vaws)

Se obtiene el mismo resultado.
90. ux(v+ w)+ vx(w +u)+ wx(;1+ v) =

- = P - = - - —_— = —_— -

SUXV+FUXWHVXWHVXUu+WXu+wXv=

- = e — - - = - — - =

SUXVHUXW+VXW—UXV—UXW-—VXW=
=0

91. Iu+wu wu+v+wl [u+wu wu+\7v'
+ o+ wu-wv]= [n5-w3]+ |7 5-w.5] =
- 35 il « 2]« ] -
=—[aw,v|- |5 w7 = 2[5.w,5] =0
o+ wv,a+ v =[5+ w05 + [5+w,9,5] =
= [av.3]+ [%.%.5] = [%,v.5] 20
[-wv-ww-u|=[av-ww-d]+
sbwv-ww-u] =lav.w-i|+ [i-w,w—a] +

W, w—u| + b wew,w -] =[5 v, %]+

. a;-aJ+L;,;,;]+va ~a]= [av,w]-
- [av.%]=0

92.gf)nsideramos jl cubo dcteE.ninado por las aristas
i=(1,0,0), j=(0,1,0), k =(0,0,1)

La diagonal de este cubo es el vector a =(1,1,1).

T =T -cos [*{,a}

= 5 cos (T,&];

08 [T, EJ =0,5774 = i,d =54°43’ 48"

TEMA 5. VECTORES EN EL ESPACIO

Pags. 90 a 109

Con el resto de aristas forma el mismo angulo.

Autoevaluacion

2.

3.

&

S.

o R N T AR

2k -3 k+1

4 -1 3

-5 4 8|= 0 - Son coplanarios.

-1 3 11

N R R

-1 -1 1|=10+k-2=0—>k=-2,k=5/
k -k 2

/2

Son linealmente independientes si k # -2, k# 5 /2.

a 1 2
1 a |= 0 — Linealmente dependientes.
3a—2 | 6-2a

Sia=2:

u=(21,2)

v=(1,1,2)

Por lo tanto:

z=Tu -5v

a) u-v=-k+1=0—-k=1

b) E§=[5||G| - cos 60;
—k+1=+2V5+k? -0,5;
1 +Kk =2k =0,5k* +2,5;

0,5k =2k — 1,5 =0 — k; = 4,65, k, = 0,65

Aunque solamente k; es solucién de la ecuacién
original.

Ademids, como u-v > 0, tiene el mismo sentido que

v, por lo tanto:

Proy yu = (3, 3, 0)

5-21
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7. UXV=(2,-32 ~4,-3—J2)

[ux V= /49 + 3042

Por lo tanto, hay dos posibles soluciones:

[ e ~32-4 —3—1/5}
V4943042 J49+30¥2 49+3042

O bien:

[ 2 32+4 3442 J
J49+3042 4943042 49+3042

sTE:lT]H - COS (T,E],
2=J§ - COS (T,GJ,

A

cos [T,G] =0,3244 — i,u =71°42’

Andlogamente:

3 =~/§ - COS [T,EJ 3

cos [?,G] =0,4867 — ?,G =60° 52’ 48"

5-22

Pags. 90 a 109

5 =J§ - COS (T{,E] »

cos [T,EJ =0,8111 - k,u =35°48’

=|(2+2J§,1,2+J5]= V1941242 2

10. Atetraedro = IF,-\:’,\;]J'6= |_90| /16=15u’

9. A= |Gx;

11.Sea E=(x,y,z):
ux@lL-1)=(-y-zx+2zx-2y) =(1,3, 5)
—=x=3-2Ay=-1-A,z=A
Ademas:
(B =20+ (=1 =2 +A?=6;
B-20)+(-1 -2 +A?=6;
6A7 — 101+ 10 = 0;
M=1>u=(1,-21)

M=2/3—>u=(5/3,-5/3,2/3)

- -

[ e
12.A=1_1-F 13
2 2

a=7,a==5



