© VICENS VIVES

TEMA 7. PROBLEMAS METRICOS EN EL ESPACIO

Pagina 139

1. a) u=(3,0,-4)
v=(1,-1,2)

COs ( ) |-.5| = 5 —6
J25.46 5.6 6
r:s =65° 54’ 36>
b) u=(-2,-1,2)

v=(1,0,-1)x (0, 1, 1)=(1, -1, 1)
cos (rﬁs)= |l| =—1— -J—_
V9.3 33
rs =78° 54’
¢ u=(1,1,1)
v=(1,1,-1)x (1, =2, 1) = (=1, =2, =3)

N i =

rs =22°12° 36

Pégina 140

Piensa y contesta

® Si se considera el plano que pasa por P y es
perpendicular a r, todas las rectas del plano que pasan
por P son perpendiculares a r.

2. Vector director de s:
(L=-1,-1)x(1,1,2)=(-1,-3, 2)
Por ejemplo:

x-1 y z+2
"3 2l

3. Si P es un punto cualquiera de s:
AP=(-L-2,1,21-3)
Imponemos AP L (-1, 1, 2):
A+2+A+4N-6=0;
A=2/3
La recta es:

7-10
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(X,y,2)=A+AAP =(2,0,3)+n(-8/3,2/3,-5/
/3)=(2,0,3)+pu(-8,2,-5)

El punto de corte entre las rectas es el que verifica:
-A=2-8u
A=2u
2A=3-5u

A=2/3,u=1/3

El punto es:

(-2/3,2/3,4/3)

4 x—3= y—l=z+1

2 -2 1

Pégina 141

5. a) n=(l,-2,-1)
n'=(3,0,4)

(i

TI:,AJ'I:'= 85°19’ 12"

b) n=(2,-2,-1)

' -1,0)x (1,0, 1) = (-1, 1, -1)
cos[ )——l_i--—-ﬁ
Y93 33

T, = 54° 44° 24’

n'=(-1,

¢) n=(4,-3,0)
n'=(,0,4)

cos [nhn‘] =ﬁ— = E
") 2525 25

n:n'= 61° 18’ 36"

Pégina 142

6. n-n=3+k-2=0;
k+1=0;
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k=-1 x+y+5z-1=0

7. x=2)+(y=-35)-3(+1)=0; 12.u=(2,1,-2)x(1,2,-2) = (2,2, 3)

x+y-3z-10=0 Cualquier recta que tenga este vector director cumple

2l ici iado, jemplo,
& Aiiiidadusonal las condiciones del enunciado, por ejemplo, la que

pasa por O:
Hay infinitos planos que cumplen la condici6n, por
5 . X y z
ejemplo, el que tiene como vector normal (0, 1, —1): > = E= =
y=-2-(z+1)=0;
y—-z-3=0
Pégina 145
“~Pagina 143 13.3) d(A, B)=m=-\/§=3
9. a) u=(l,-1,2) b) d(P, Q) =v2? +1? +27 =49 =3
n=(2,-1,-1)
i ‘o 14.d(P, 0) =32 +42 =4/25 =5
SNl =—————e—=—= —
646 %66 s
15.Eje OZ:
0=24°5"24" y=0
b) E=(l, 1,-1) Punto de corte entre OZ y 1t
n=(,0,-4) 00,2
Por lo tanto:
sen o= |7| = 7 =?J§
V325 53 15 d(P,Q) =12 +22 +22 =49 =3
o =53°55"48"
. 16.d(P, Q) =32 +(k-3)2 +22 =13 +(k-3)2 =7
¢) u=(1,0,-2)%(0,2,1)=(4,-1,2) "
=~ - 13+ (k - 3)* = 49;
n=(2,-1,1) k=9,k=-3
T 16 L6 Ji4 Dos soluciones:
LR R TR Q(5.9.2)
o=32°18 36" Q(5,-3,2)
17.A(x, 0,0) = d(P, A) = 6 — y(x —=1)? +22 +42 =6;
2 =1&-
P4gina 144 (=) 2000
X1 =5 - A5,0,0)
10 x—lzy—2=z—l X2 =-3 = Ay-3,0,0)
1 1 =3 -
B(0,y,0) - d(P, B) =9 — {12 +(y+2)* +42 =9; :
1.0 =(1,-1,0)x (1,4, -1)=(1, 1, 5) (y+2)+17=81; 2
El plano es: y1=6—>B,(0,6,0) g
(x=2)+(y+1)+52=0; y2=-10 = B»(0, -10, 0) o
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C(0,0,2) > d(P, C) =3 — /1 +2 +(z-4)? = 3; Il At
15-12+19
(z-4P+5=9; d(p,n)zl' = |=J8_=4‘f
2,=6-C; (0,0, 6) > o
z?.=2_')cl(0’ 0} 2) 4 —
22.d(P, )=%=§
Pégina 147 |2| 2 6
23.d(P, )_f= sz
18.2) AG3, 1,0)
u=(0,-3,4)

24.La recta pasa por el punto Q(0, 0, 1).

AP=(=2,1,3) Por lo tanto, ﬁj = (=1, 0, 2) es un vector paralelo u
d(P. 1) |(— 13,-8.~6] V269 plano Tt que buscamos.
1) = = .
b 25 5 n=(-1,0,2)x(1,-1,1)= (2,3, 1)
b) A(1,0,0) El plano, por lo tanto, es:
u=(2,-1,-2) 2(x=1)+3y+(z+1)=0;
AP=(-1,1,4) 2x+3y+z-1=0
l=2-61) a1 La distancia que buscamos es, por lo tanto:
d®P,n= =
g 3 Fl_ 1 Jia
14 14 14
19.2) A(l, 1,2) ia o ia
u=(1,-2,-1) «
AP=(1,3,-1) 25.m: 3+y+§—l,
16,05) 542 5412 m:3x+6y+22-6=0
d(P, 1= =23
6 6 6 so.m=L8_8
b) A(0, 1, 0) T e 7
u=(2,1,-1)
AP=(0, 0, 4)
4,-8,0
d(PJ)=I( | _ 2430
J6 3
Pagina 151
26.Las rectas son paralelas, un punto de r es P(0, 0, 3).
Pégina 149 Si Q es un punto cualquier de s, es de la forma:
6-4 2 Q1 +A,2+2A,-1+2)
20.d(P, ) = 7 - Por lo tanto:
PQ =(1+A2+2\ -4+1)
E 21.n=(~1,2,-2) x (3, 0, —4) = (-8, —10, -6) Imponemos PQ L (1,2, 1):
% El plano es: (1+0,2+20,~4+2) (1,2, 1) =0;
= -Bx-1)=-10(y-3)-62z=0; 1+A+4+40—4+A=0;
e -8x — 10y — 62 + 38 = 0; A=-1/6

7-12



TEMA 7. PROBLEMAS METRICOS EN EL ESPACIO

Pags. 139 a 161

Por lo tanto si consideramos el punto de s, Q(5/6,5/ 31.La distancia es de nuevo, nula.
3,-7/6), el médulode PQ =(5/6,5/3,-25/6)es
la distancia que buscamos:

|PQ|= J(srs)" +(5/3)% +(-25/6)* =_5\? Pé4gina 153

R+ +(y - +E+2 =(x-3+y+27+

- 2,
27.u=(1,-1,0)x (0, 1, 1) = (=1, -1, 1) +(z+4)5
;=(2’_1,1) 8x—-12y-4z-8=0;
Punto de r — A(0, -1, 1) 2x-3y-2-2=0
Punto de s — B (0, -2, 0) |3x+2y| |x—z+4|
AR= (0 _ 33. = ]
AB=(0,-1,-1) Ji3 2
= e _ 6
d(r, s) = =——=q2 3x+2y _x-z+4
033) V18 e e d
- 3x+2y___x—z+4’
28.u=(-1,0,1) J3 2
v=21-1 sx+ (2v26 +12)y+ (3v26 + 13} - (52 + 12426 )=0
4(20,0 sx+ [ 2426 +12)y+ (- 3v26 + 13 - (5212426 )=0
B(1,2,2)
AB=(-1,2,2)
I I B
d(r,s) =7r———=—==—
G- 303 Pigina 154
29.u=(2,4,-1) 34.(x— 12 +y* +(z—-4)*=25
v=(1,4,0)x(0,1,1)=(4,-1,1) 35.-2a=4 —>a=-2
- AG,0,0) —2b=—2-b=1
B(2,0,0) -2c=2->c¢c=-1
v I T r=6,r=-6
d(r’ S)'-' - = ]
l(3"6'_181 3J‘H 41 El centro es (-2, 1, —1) y el radio es 6.
Pégina 152 Pagina 158
x=3 1 =2 1. Si las rectas son paralelas, el angulo es 0. Si se cortan,
30.: ly-4 1 -1{=0; es el menor angulo que forman. Si se cruzan es el
z—1 2 1 dngulo que forman la paralela a una de ellas que corta

a la otra.

x=5y+z+10=0; Si u y v son los vectores directores de dos rectas r y

Los planos no son paralelos, por lo tanto, la distancia s, el dngulo que forman es el que forman sus vectores
es nula. directores:

© VICENS VIVES
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5.

,\ u-v
cos {r,s)= Lo
o

Si u y v son sus vectores directores, son
perpendiculares si u-v =0.

Para que sean paralelas, los vectores deben ser
proporcionales y, para que en este caso no sean
coincidentes, ninglin punto de una debe pertenecer a

la otra —basta comprobar qué ocurre con uno de
ellos—.

El dngulo que forman dos planos es el angulo que
forman sus vectores normales, por lo tanto, el
problema se reduce al de la Actividad 1 de esta misma
pagina.

SiAx+By+Cz+D=0y Ax+By+Cz+D’' =
= 0 son dos planos.

Son perpendiculares si:

A-A+B-B+C-C=0

Son paralelos si:

A B C

A' B C

El 4ngulo entre un plano y una recta secantes es el
complementario del que forman el vector normal del
plano y el vector director de la recta.

Distancia entre dos puntos A, B:

d(A,B)= \l(al -b,)’ +(a, —=b,)* +(a; _b3)2
Distancia entre un punto P y una recta r-

d(P, r) = d (P, N), donde N es el punto de r que
pertenece al plano perpendicular a r que pasa por P.

ux API -
|_, donde u es el vector director de r y
|

d(P,r) =

A es un punto de r.

Distancia entre un punto P y un plano r:

Fa
d(P,m) =—|__— donde n es el vector normal de &t y
g

Q un punto de m.
También:

70
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_|Ap1 +Bp, +Cp; + D|

d(P,n) =
VA2 +B? +C?
,p3) ¥y mAx+By+Cz+D=0

donde P = (p), pa,

La distancia entre dos rectas que se cruzan es la
minima distancia entre dos de sus puntos.

Método 1 — se impone que un vector formado por un

punto de cada recta sea perpendicular a cada una de

ellas, la distancia entre las rectas es el modulo del

vector resultante.

]
donde u, v sonlIr

Método 2 — d(r, s) =———
|u x v| .

vectores directores de las rectas y A, B son puntos de
cada una de ellas.

Actividad personal.

ID - Dj
dn, 1) =—m7—m—m——o——
VA2 +B? +C2
donde:

m:Ax+By+Cz+D=0
n:Ax+By+Cz+D’ =0
El lugar geométrico de los puntos que equidistan de

dos puntos dados A y B es el plano medidador del
segmento AB.

El lugar geométrico de los puntos que equidistan de
dos planos secantes se llaman planos bisectores de Ic -
dos planos.

a) cos [ras)= |_?| = z =7J€
) Je-o 3.6 18

r:\s =17° 43" 127

O

r:\s =65° 54’ 36"
¢) cos [rﬁs)= |1| -
") J6-6 6

rs =80° 24’ 36"

d) v =(1,-1,-2)x(1,2,-2)=(6, 0, 3)
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V6445 270 15

rs =24° 5 24"

(AJ_ [12] 12 230
cos |1,8|= =

10.Por ejemplo:
Xx=2 'y _ z-1

0 -1 3

11.a) u =(1,-1,0x(1,1,-1)=(1,1,2)
v=(1,0,-1)x2,-1,0=(-1,-2,-1)

El vector director de la recta que buscamos es:
uxv=0,-1,-1)

La recta es:

t: £=i
3 -1 -1
Xx+3y=0

b) t:
Xx+3z=0

x+3y=0
x+3z=0
Xx=y=3
x+y—-z=0

El sistema no tiene solucién, por lo

tanto, r y t se cruzan, no tienen puntos en comun.

Por el contrario, el sistema formado por las
ecuaciones de s y 7 si tiene solucion:

x=3,y=-1,z=-1
‘\‘-'-’ —

12. AB= (-1, -1, -5)
CD=(-2,-2,k-1)
Debe cumplirse:

2 22 k-l

-1 -1 =5

k=-1=-10k=-
13. Vector director de s:

(1,-1,-1)x (1,0, 1)=(-1,-2,1)
Una posible solucion seria:
x=1 y=2 z-1
=2 1 0
14. Vector director de »:
0,1,0)x(1,0,-1)=(-1,0,-1)
Vector director de s:

(1,3,0)x(0,1,-1)=(-3,1, 1)

Vector director de la recta que buscamos:
(-1,0,-1)x(-3,1,1)=(1,4,-1)

La recta es:

x+1 _y-1_z

1 -+ -1

|1—2J_—1| 22 J—
N

w7 =54° 44’ 24>

15.a) cos [n n]

b) n'=(1,-1,1)x(~1,2,0)= (=2, -1, 1)

()l

=17° 43’ 12

¢) cos [n: n‘]= JElOI\E =

n, 7 =90°
16.w:z=0
cosnt/3=0,5

k1=\/§,k2=—\f2—
Dos soluciones:
. \Ex ty+z-2=0
Jtzz—-\/ix +ty+z-2=0

17.Vector normal del plano que buscamos:
(1,1, D) x(1,5-1)=(-6,2,4)
El plano es:
—-6(x—-2)+2(y-1)+4z=0;
—6x+2y+4z+10=0

19.Buscamos planos de la forma:
Ax=1)+By+C(z-1)=0;

Se debe cumplir:

Pags. 139 a 161
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|A+2B-(]|
JoVJAZ+B?+C? 3JAZ+BZ+C2

_ jA+B+2q

3|A+2B-C|= 6 |2A + B +2C|

Dos soluciones:
A=Q+S3J€)B+L—4J§—11)C
b3, 1),

A= C

A=187B-4]16C
A=-107B-0,24C’

Los planos son, por lo tanto, de dos formas:
(,87B-4,16C)(x—-1)+By+C(z-1)=0;
(-1,07B-0,24C)(x - 1)+ By +C(z—-1)=0;

Y hay, por lo tanto, infinitas soluciones.

Pégina 159

20.u=(1,1,0)x (0,1, 1)= (1, -1, -1)

-1 1

sen oL = =—
BB 3
o=19°28" 12"
Bl 1 Y21
21.a) sen o = = =
V2o @
o=6°2512"
b) (-5,-1,-10)
3 343
22.5en 0= —==——x=—
VB 383

23.Vector normal al plano que buscamos:
(1,0,-2)x(0,1,-1)=(2,1, 1)
El plano es:
m2(x=3)+y-1+z+1=0;
m2x+y+z-6=0
0=cos {rtan']=l4+3—k|=l?_k|
) o4 a4

Por lo tanto, debe cumplirse:

7-16
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7-k=0—-k=7

24.Vector director:
(-1,0,1)x (-3, 3,2)= (-3, -1,-3)
La recta es:

x=3 _y-3 _z-1
-3 -1 -3

25.Vector director:
3,2,-)x(1,-1,)=1,-4,-3)
La recta es:

x=1 'y z+1

1 -4 =5

26. Vector director de r:
(3,1,0)x(4,0,1)=(1,-3,-4)
Vector director de s:
(2,-2,0)x(0,1,-1)=(2,2,2)
Vector normal al plano:
(1,-3,-4)x(2,2,2)=(2,-10, 8)
La ecuacién del plano es:
2x=-1D)=-10(y-1)+8(z-2)=0;
2x - 10y +82z-8=0;
Xx—5y+4z-4=0

27.Vector director de r:
(1,2,0)x(1,0,-2)= (-4, 2,-2)
Vector normal al plano:

(-4,2,-2)x(1,-1,1)=(0,2,2)

El plano es:
2(y—=-5)+2z=0;
2y +2z-10=0;
y+tz-5=0

28.Vector normal a 7:
(1,0,2) x(0,1,-2)=(=2,2, 1)
Vector director de la recta que buscamos:
(-2,2,1)x(2,3,1)=(~1,4,-10)

Por lo tanto:
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_z=2
-10

x+1_

AP =(2,-5/4,7/4)

4@, n=I&347)_ 222 _ fass

29.2 (x=3)+y-5(z-2)=0; ’ V26 26 13
2x+y-5z+4=0

r =Y
-1 4

34.u=(1,0,-2)x(0,1,2)=(2,-2, 1)
30. Vector normal del plano:

Un punto A de r:
(l, 2! O)X(Z) _1! 1)=(2a —1’_5)
.. z=0—-A(1,2,0)
La ecuacidn es: —
2(x+1)=y=5(z-1)=0 AP =(2,4,9)
X -y-5z-1)=0;
2 52+7=0 d( r)=|(_2’_4’_41—‘/£—-6—=2
X=Yy—0Z = ’ J9_ 3 3
.2) d(M,N)=v12 +42 +12 = /I8=342 -
%) dM.N) V18=3/2 35.u=(1,0,1)x (0, 1, 1) = (=1, -1, 1
b) d(P,Q) =v22+1? +1> =6 Un punto A de r:
32.P=rnn=(5/4,5/2,5/4) z=0-A(l, 1,0)
Q=rnw’=(0,0,0) AP =(-1,-1,0)
La longitud que buscamos es: i@ r)=|(_ 1,1,0]_ N _6
5V (5) (5) B B3
d(P, Q) = d(P, 0) = [Z) +[5] +[5J - .
36.u=(1,-1,0)x(1,0,-1)=(1,1,1)
=JE= 5\[6 Un punto A de r:
S x =0 - A(0, 0, 1)
33.a) A(l, 3, 0) AP =(1,1,2)
AP =(0,1,3) a@n=K10_2_J6
(-862) V104 21347 ’ BOB3
d(P,r)= N 7 S v S
- - 14 37.PQ=(2,2,2)
b) A(2,4,3)
i Los puntos R de » son de la forma.
AP =(=2,-2,17)
R(-1+2A,2A,1+2})
d(P, )= (-23,230) 058 23422
’ VT T d(R, M) =y/(=3+20) + (1+20)* + (20)* =3
¢ u=(1,0,-2)x(0,1,1)=(2,-1,1) (=3+20)7 + (1 + 207 + 20 =9;
Un punto A cualquiera de r es: 1222-8L+1=0
2=0-A0,1,0) M=1/2,0=1/6
AP =(1,-2,2) Dos soluciones:
d(P,r)=M=i\;§—=J§ Ri(0, 1,2)
) Vo Vo Ry(-2/3,1/3,4/3) E
d) u=(1,2,2)x(1,-1,1)=(4,1,-3) . g
Un punto A cualquiera de r es: 38.PQ=(4,3,-3) E
x=0—->A(0,-3/4,5/4) Los puntos R de r son de la forma. o
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R (=1 +4A,2+3A,3-3)) P_Q. —(2.-2.-5)
d(R, A)=y[@L) + 2 +30)* +(2-30)? = 12 El plano es:
-1 2 2
(ALY + (2 + 302+ (2 = 30)? = 144; X
R nly-2 -2 -1=0;
3407~ 136 =0 i s o
7\4 =2, 7k.2= -2

n-9x - 14y +2z+31=0
Dos soluciones:

Por lo tanto:
Ri(7,8,-3) i, O) = Bl 31 _ 314281
Ry(-9,-4,9) ’ J281 4281 281
39.El plano es:
P 42.3) d(P,P)=v22 +22 +22 =412=23
mx ty/2+z/3=1; - |
76X+ 3y +22-6=0 b) u=(1,-2,0)x(0,1,1)=(=2,-1,1)
1249+2-6| |17 y=0-40,0,0)
+9+42- —
d(mp)=|_.ﬁ._=|17|=l—;. AP=(4,2,0)
(2-40) 20 B0
I =TT "%
40.3) 3=d(m’, 0)=——L 6
W4 pod-2) b2l >
_ ¢) d(m, P)= =1 -2
Dos soluciones: Jo 3.93

x+2y+3z+3~/ﬁ=0
x+2y+3z—3\/1_4=0

_|2+2+4|_ B| 8 _8J2_1
B~ TS T

b) La recta perpendicular al plano que pasa por el Actividad personal, hay infinitos planos que distan
origen es: 821
5 (%, y,2) = (A, 21, 31) ETH de P, todos los planos tangentes de la

Calculamos s N 7t

circunferencia de radio ! y centro P.
A+4L+9A-5=0;
14\ =5; Calcularemos, de entre ellos, el que es paralelo a m:
A=5/14 n:x-2y+4z+D=0
Elpuntoes (5/14,5/7,15/ 14). +2+4+D| B+D| 8,21
V21 V2121
B+D|=8
Dos soluciones:
Péigina 160 D =0 — Se obtiene
3-2 D=-16 — Se obtiene n’: x — 2y +4z—-16=0
41.Si consideramos la recta s: x= Y las rectas .
z==-2y=2 44.Six=0—-B(0,-3,-3)€e s

son paralelas y, por lo tanto, determinan un plano.

v =(1,1,-2)x(1,-2,2) = (-2, -4, -3)
Un punto de s seria Q(3, 0, —2), por lo tanto, si P(1, 2, _
Yy p Q( ), p ( AB=(-1,-5,3)

© VICENS VIVES
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Por lo tanto: 2A-D-(A+D=0 A=3
—
|66] 66 11J6 3(A+1)=20=0 A=-3
d(r, s) = =—=
|(- 1-7.10) 56 5 Por lo tanto, las rectas no tienen puntos en comun.
— La recta s pasa por el origen de coordenadas.
45. AB=(1,-2,3) I_ | 7
6 6 6
2| 2 430 d(r, s) = = =—
d(r, s) = = — 2,42 2
N COR) T e.~42) s

. . 1 i dad -
El vector director de la recta f es (5, 2, —1). 48.a) El vector que determinan los puntos dados es

Buscaremos un punto de , por lo tanto, de la forma (-2,-1,-2)

(0, 1 + A, =3 + 21) que pase por ¢ de forma que 7 sea Este sera el vector normal de los planos:

secante a s. m-2(x-4)-(y+2)-2(z+1)=0

De momento: M -2X-y-2z+4=0

£(X,y,2)= (5K, 1 +A+2p, =3+ 20 —p) Por otra parte: d
Buscamos A y p de forma que uno de los puntos de ¢ m:=2(x-2)—(y+1)=2(z+3)=0

pertenezca a s, es decir, se debe cumplir:

=2x-y-2z-3=0
Su=1_2+A+20 -3+4+3A-p . R e

: -1 3o b) d(n,n’)=—3—l=%
—SuH1=24A420 ¢
15u—3==3+3A+2p’ 49.2) X’ +(y- 1) +2=(x- 11} +y’ +(z-1)

2x—-2y+2z-1=0
A=-13/45u=-3/34
121212
Por lo tanto, el punto de » que buscabamos es (0, 21 / b) d(A, B) 1?4172 +17 =43
34,-64/17)ylarectates: Los puntos que buscamos son los de la
(X,y,2)=(0,21/34,-64/17)+ ¢ (5, 2, -1) circunferencia de centro A y radio +/3 .
. X (y-1y+2=3
46.PQ=(-1,1,1)
) |x+2y—22+4| |x-y—z]
 Larecta que determinan P y Q es: 50. =

Vo V3

[x=1-A
Dos soluciones:
r: {y=A
ey {2x-(3£+5)y+(—1+£]z—4ﬁ=0
La recta QY es: 2"_(3‘/5"5)5"*'(_1_‘/3%*'4‘5:0
x=0 51.-2a=-4>a=2
st qy=A -2b=2—>b=-1
[Z=0 -2c=-8—>c=4
La recta s pasa por O, por lo tanto: ~4=4+1+16-1%
s |"1| boic: (/2 r=5
C O 52
7 2 52.EI punto de tangencia es Q(1, 2, 0): g
- -
47.v=(2,-1,0)x (0,3, -2) = (2, 4, 6) r=d(P,Q)=v9=3 2
2 2 2 — ()
Las rectas no son paralelas, por lo tanto, si no tienen x=1y+(y=-2)+(z-3)"-9=0; g
puntos en comiin, se cruzan: Xy + 2 -2x—4y-62+5=0 o
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53.d=d(A, B) =16 + 64 + 64 =+/144 =12

r=12/2=6
(x=1)"+(y=2) + (z— 1)’ = 36;
X' +y +22-2x-4y-22-30=0
54.El centro de la esfera es O, por lo tanto, aﬁes el
vector normal del plano:
(x=1)-4(y+4)+8(z-8)=0;
x—4y+8z-81=0
55.Los puntos de r son de la forma:
Q(1 +3A,20, M)
Buscamos Q tal que ﬁ). 13,2,1):
3(BM)+2Q2A =2)+ (A +2)=0;
14A-2=0;
A=1/17
Por lo tanto:
Q(10/7,2/7,1/7)

Q es el punto medio del segmento de extremos P y el
punto P’(a, b, ¢) que buscamos:

I+a 24b -2+c¢ 10 2 1
[ ge a9 J%?’?’?J
P’(13/7,-10/7,16/7)
56.Si soluciones el sistema dado, obtenemos:
Xx==4+2Ay=5-Az=A
Por lo tanto, los puntos Q de la recta son de la forma:
Q(4+2A,5-M1)
Por lo tanto:
PQ =(-6+21,5-A, A~ 1)

Imponemos que sea perpendicular al vector director
de r, es decir,a (2,-1, 1):

=12+4A-5+A+A-1=0;
-18 + 6A=0;

A=3

Por lo tanto:

Q(2,2,3)

Si P’(a, b, c):

[2 +a,2+b‘l+c]=(2,2,3)
2 2 2

P’(2,2,5)
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57.Sea P’(a, b, c) en todos los casos:

2 2 2
P’(-2, 0, -5)
b) Los puntos de  son de la forma:
Q1 +A,-A,-2+2))

2) [4 +a’0 +b,1 +c]=(l,0,—2)

Imponemos PQ = (=3 + A, =A, =3 + 2A) L (1, —1,
2):

-3+A+A-6+4L=0;
6L -9=0;

A=3/2

Por lo tanto:
Q(5/2,-3/2,1)

Se debe cumplir:

4 +a 0+b1+cJ_£—_31J
27 27 2 2727

P’(1,-3,1)
¢) La recta perpendicular al plano que pasa por P es:
xy,2)=40,D)+A(l,1,-1)=@+ALA1-1)

Calculamos el punto de interseccion entre esta
recta y el plano:

@+ +A-(1-1)+1=0;
3A+4=0;

A=-4/3

El punto es:

Q(8/3,-4/3,7/3)

Q es el punto medio del segmento PP’:

4 +a 0+b1+c]_§_—_:1_1}
27 272 i

P’(4/3,-8/3,11/3)

58.Recta y plano se cortan en el punto A(1, 1, 4).

Consideramos un punto de la recta r, por ejemplo, el
P(0, 0, 3) y calculamos su simétrico P’ respecto del
plano.

La recta perpendicular al plano que pasa por P es:
X =2A

s:<{y=A
z=3-A

Calculamos el punto de interseccion entre s y el plano:
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4A+A-3+A+1=0;

6L -2=0;

A=1/3

Elpuntoes Q(2/3,1/3,8/3)
P’(a, b, ¢) verifica:

[0+a 0+b 3+b

3

2 2

P’(4/3,2/3,7/3)

i~ ]=(2!3,l!3,8;’3)

La recta que buscamos, por lo tanto, es la determinada
porA(1,1,4)yP’(4/3,2/3,7/3):

x,y,2=(,1,49)+A(1/3,-1/3,-5/3);
x,y,z2)=(1,1,4)+A(1,-1,-5)

59.a) Recta por P perpendicular a mt:
x,y,2)=(5,-5,4)+A(2,-3,1)

Todo punto de esta recta es de la forma:
Q(5+2A,-5-31,4+1)

Interseccion con el plano:
2(5+20)-3(-5-30)+4+A=1;
A==2

El punto es:

Q(1, 1,2)

El punto P’(a, b, ¢) que buscamos verifica:

[5+a -5+b 4+b)=(l’ 1.2)

3 b

2 2
P’(=3,7, 0)
b) Puntos de corte con los ejes:
EjeOX ->y=2z=0—>5A(1/2,0,0)
EjeOY 5 x=z=0—-B(0,-1/3,0)
EjeOZ - x=y=0-C(0,0,1)
El volumen que buscamos es el del tetraedro

— — —

determinado por los vectores OA, OB, OC.
V=|[OA,OB,0C]|/6=|-1/6|/6=1/36u’

60.Punto medio de Py P’:
M[2+2 1+3 0-2

3 L]

=M(2,2,-1
2 2 2 J ( )

PP' = (0,2, -2)

Pags. 139 a 161

El plano que buscamos pasa por M y tiene como
vector normal PP':

2(y=2)-2(z+1)=0;

2y-2z-6=0;
y-z-3=0
61.-2a=-2—>a=1
-2b=0-5b=0
-2c=2—>c=-1
C(1,0,-1)

El punto P’(a, b, ¢) que buscamos verifica:

7+a 44b 9+b
A

J=(ls 0, -1)

P’(-5, -4, -11)
62.(x -3 +(y -1 +(z+2)* =16
x2+y2+22—6x—2y+4z—2=0

Para encontrar dos _puntos, por ejemplo, si
consideramos el vector v = (0, 0, 4), los puntos:

C+v=0312)
C-v=031,-6)

Son diametralmente opuestos.

Pagina 161

63.2) (x=2)°+(y =3+ =(x+2 +(y - 1) +(z-
-4%
m—-8x—-4y+8z—-8=0;
n-2x—-y+2z-2=0
b) El tetraedro estd determinado por los puntos de

corte de los tres ejes con m y el origen de
coordenadas.

CorteconOX -5 -2x—-0+0-2=0-ox=-1 >
— A(-1,0,0)

Cortecon OY - 0-y+0-2=0>y=-2->
— B(0,-2,0)

Cortecon0Z -5 0-0+2z2-2=0>5z=1—>
— C(0,0,1)

El volumen del paralelepipedo determinado por

OA, OB, OCes:
[0A,08B,0¢] =2

7-21
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Por l}o tanto, el volumen del tetraedroes 2/ 6=1/
/3u’.

¢) Vector director de la recta — (-2, -1, 2)

X y z

-2 -1 2
64.2) rnm=A(3,2,4)
sNnn=B(-1,0,-2)

b) OA=(3,2,4) —|OA| =29
OB=(-1,0,-2) = |OB| =45
AB=(—4, -2, -6) - | AB| =+/46
Perimetro = 429 + /5 + 46 =14,40u

Consideramos ahora los puntos de
determinada por O y A, que son de la forma:

(x,¥,2)= (31,24, 40)

Entre ellos buscamos ahora el punto P tal que PB

recta

es ortogonal a OA.

(3,2,4)- (-1 -3A ,-2A, -2 - 4)) = 0;
-3-9A-4A-8—-161=0;
-11-29A=0;

A=-11/29

Por lo tanto:
P(-33/29,-22/29,-44/29)

PB=(4/29,22/29,-14/29)
|PB|=+24/29 = 2“21974

Finalmente:

2174
— 9.2 7
29

_b-h_OA-PB_
2 2 2

=6

A

65. AB= (-2, 2, 0)
La recta determinada por A y B es:
x,y,2)=(1, 1, 1)+ (=21, 2A, 0)
Sus puntos son de la forma, P(1 - 2A,1 + 24, 1).
CD=(-1,2,0)

PD = (-1 +24, 2 =1 = 2\, =1) = (=1 + 2, 1 —
L JNELr)

Imponemos E‘B L PD:
1-2A+2-4A=0;

7-22
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3-6A=0;
A=1/2
Por lo tanto:
P(0,2,1)
1-0 0-0 1-0 1 0 1
66.a) 2-0 1-0 0-0(=|2 1 0| =-7
0-1 -2-1 =-1-=1 |-1 -3 =2

b) AB=(1,0,-2)
AC=(0,1,-3)
ABx AC=(2,3,1)
m2x+3y+(z-1)=0;
n2x+3y+z-1=0;
2:14+3-2+0-1
c) d(n,D)=| |= L =‘/H
Ja+9+1 Jia 2
m;X +(m, =2)y+3(m, +1)z+(m, +1)=0 ]
m,X +(m, —2)y+3(m, +1)z+ (m, +1)=0’

67.a) {

La recta es:
x,y,2)=(-3/2,1/2,00+A(-9/2,3/2,1)
b) Se debe cumplir:

m+(m-2)+m+1=0;

m=1/3

El plano es:
L) S o
3 8 3

X =5y+12z+4=0

¢) Vector director de r:
(1,0,-2) x(0,-1, 1) =(=2,-1,-1)
Se debe cumplir:

(mm-=2,3(m+1))-(-2,-1,-1)=-2m-m+2
-3m-3=0;

m=-1/6



TEMA 7. PROBLEMAS METRICOS EN EL ESPACIO

El plano es:
6 6 2 6

68.EIl plano que buscamos tiene vector normal v = (2,
’ _la 2)

El centro de la circunferencia es O, por lo tanto,
buscamos ahora el punto de interseccion entre la recta

O+Av= (2A, -\, 2L )y la circunferencia.
QA+ (M) + (20 =16 =0;
M=4/3, L,=—4/3

— Los puntos de la recta que obtenemos, que seran los
puntos de tangencia entre el plano y la circunferencia
son:

P((8/3,-4/3,8/3)
Py(-8/3,4/3,-8/3)

Imponemos ahora que estos puntos pertenezcan al
plano w’:2x -y +2z+ D =0:

Pem, -16/3+4/3+16/3+D=0-D=
==12 > w2x-y+2z -12=0

Pem, >-16/3-4/3-16/3+D=0—>D=
=142 5 w2x-y+3z +12=0

Autoevaluacion

(AJ_ |-12] 12 6y111
— Ccos|r1,s|= = =
V64714 Jaas 111

rs =55° 16’ 48"

A 4
2. cos |, |= =—
)5
T = 63° 36 36"
3. u=(1,0,2)x(2,-1,0)= (2, 4, ~1)

n=(-1,1,2)x(1, 1,0)= (=2, 2, -2)

_ g 6 7

Seén oL = = = —

V21412 252 7
=220 12’ 36

~4. a) Porejemplo:x +2z+1=0

Pags. 139 a 161

a) Porejemplo: x +2z+1=0
x-1 y-2 z+2
2 1 -l
¢) El apartado a, infinitas, el b, una.

b)

Vector director de r es:
(I,-L,0)x(2,-1,1)=(-1,-1, 1)

El vector normal del plano que buscamos tiene que
cumplir:

(a,b,c)(-1,-1,1)=—-a-b+c=0;
c=a+b—-(ab,a+b)

También tiene que cumplir:
(a,b,a+b)(2,2,-1)=0
atb=0—-a=-b—-(a,-a 0)—(1,-1,0)

Y tiene que contener un punto cualquier de 7:

x=0—=>y==—2z=1-(0,-1,-1) es un punto del
plano que buscamos.

El plano es, por lo tanto:
x= (y+1)=0;
x=y=1=0

a) {x=0} 5y=1,2=2—A(0, 1,2)
{y=0} >x=1/3,z=4/3>B(1/3,0,4/3)
{z=0} 5x=1/3,2=0-C(1, -2, 0)

A(,1,-3)er

AP=(1,2,-2)

Por lo tanto:

2,2,3)

Vo

Buscamos en primer lugar un punto de r, por ejemplo
six=0->y=1-z=1-5A(0,1,)er

SiB(1,0,-2) = AB=(1, -1, -3)
Vector director de » — (1,-1,0) x (2, 1,-1)=(1, 1, 3)
Por lo tanto:

_7
ER

d(P,r)=

b

:
z
c
>
©
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|26| 26 13422 11.EI centro de la esfera es el punto medio del segmento
d(r,s) = = = PQ:
032-5) 3v22 33 Q -
(%,5,5} c1,1,1)
10 |x+2y—z+5|_|5x+?yl
Ve J74 El radio es la distancia d(P, C) = 12 + 2% +3% =
X+2y—-z+5 S5x+7y =14
J6 1% J74 Por lo tanto, la ecuacién de la esfera es:
X+2y—-z+5  Sx+7y’ =17+ =17 +@z-17=14
J6 - s Plano mediador del segmento PQ:
(x =27+ (y =3+ (=4 =x"+ (y+ 1)’ + (2 +2);
(OVTTT 74k + (4VITT - 148}y + 74z -370=0 x-Sy — 122424 =0;
(10T = 74k + (149111 —148)y + 742370 =0 x—2y—3z+6=0
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