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Pagina 184 Para que sea continua para todo valor real, se debe

cumplir:
1. a) Liir}f(x)=f(l)=l 8k+20=k/2+8;

Confinma & =1- 15k=-24 —k=-24/15=-8/5

b) No existe ’1(13;1) f(x). 4. lir;l_ f(x)=1-1=0

No es continua en x = 0.

. lim f(x)=k+1
c) hn(1)f(x)=f(0)=0 x—0"

Continua en x = 0. Se debe cumplir k = —1.
d) Noexiste lim f(x).

Xx—m/2

Noes continuaenx =7/ 2.

; Pagina 185
2. a) Continua en [0, 27]
1 -(x+2)-x,x<-2
5. flx)=
(xX+2)-x,x>=2
051
%) -2x-2,x<-2
x =
’ 3 2,x>-2
05 xl_i’r_r;_ f(x)=4-2=2
lim f(x)=2
11 x—-2%
b) Continua en (0, o) fes continua para todo valor de x.

9 6. a) X*-1=0-ox==I

,ZJ Continua en R — {+1}.
11 / b) X2—4X+3=0—>x=1:x=3 —
2 3 4 Continua en R — {1, 3}.

¢) Continua en todo R ya que |x| y x* + 1 lo son Y,
ademés, x” + 1 # 0 para todo x.

3. a) lirzlf f(x)=1-1=0 Pagina 187
lim f(x)=k 7. fo = XD =3)
) (x =3)(x +3)

Si k = 0, la funcion es continua para todo valor

real. La funcién no esta definida en x = 3 y, por lo tanto, no

b) lim f(x)=8k +20 es continua, sin embargo, como
x—2"
. . (x-1
i = lim f(x)=1im =1/3
xli,n; f(x)=k/2+38 — (x) v (x +3)
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la funcion: Pagina 189
®) f(x),x#3 . )
X)= = —

g 1/3,x=3 10.f(x) =x — cos x, es continua

f0)=0-1=-1<0
f(n/2)=m/2-0=m/2>0
Por lo tanto, existe ¢ € (0, ©t/ 2) tal que f(c) = 0y, por

coincide con fcuando x # 3 y pero no es continua para
todo x ya que no esta definida en x = 3.

8. ) fix)= (x=2)(x-5) lo tanto, ¢ = cos c.
(x=5)(x+4) 5 ond .
11.f(x) =2x" + 3x"— 0,2, es continua
Tiene una discontinuidad evitable en x = 5 y una f(-2)=-4.2
de primera especie en x = —4. f(-1)=0,8

b) En todo x €Z presenta una discontinuidad de Tiene solucién en (=2, —1)

— primera especie, de salto finito.
£(0) =—0,2
9. a) linzl_ f(x)=—eo Tiene solucion en (-1, 0)
X—
f(1)=4,8

lim f(x)=+eo
x—2* (x) Tiene solucion en (0, 1)

Primera especie.

b) lim f(x)=—e

12.f(x)=x’+x—1, escontinua

by (0,5) = ~0,375
lim £(x) = —o f1)=1
x—0*

Tiene solucion en (0,5; 1)
f(0,75)=0,17
La solucioén esta en (0,5, 0,75)

Primera especie.

¢) lim f(x)=0
x—0"

lim £(x) =1 (0,62)=-0,14
ol La solucién esta en (0,62, 0,75)
Primera especie, salto finito. £(0,7) = 0,043
d) xl—T]] f(x)=+oo La solucién esta en (0,62, 0,7)

lim £(x) = —oo Como la amplitud de este intervalo es menor que 1
x—l)—]* décima, hemos terminado. El primer decimal de la

En x = -1 presenta una discontinuidad de primera SOCETICS /U et Ty CEA e

especie. 13.f(x) =x*—4x* -1, es continua
lim £(x)=— f0) =1

lim f(x)= +o f-3)=44

x-1*

Tiene una raiz en (-3, 0).
En x = 1 también presenta una discontinuidad de
primera especie.
e) lim f(x)=+oo

Sl Pégina 191

lim f(x)=—
x—(r/2)

14.a) Asintota vertical - x =3,9

Primera especie. Asintota horizontal — y = 1

© VICENS VIVES
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b) Asintota vertical - x =0

Asintota oblicua > y=x/2
¢) Asintota vertical - x =2
Asintota oblicua - y=2x + 8
d) Asintota vertical - x=1,x=-1

Asintota horizontal - y =4

15.a) Asintota vertical - x =2

Asintota horizontal - y =0

b) Asintota vertical 5> x=2,x=-2
Asintota oblicua — y = —x

¢) Asintota vertical - x =1, x=-1

Asintota oblicua — y =0

V2 V2

d) Asintota vertical — x =—2— ,X= e

Asintota oblicua > y=-—x/2-1

Pagina 194

E

Para que una funcién f'sea continua en x = a se debe
cumplir lim f(x) = f(a).
X—a

x' .
fix) = |—|- no es continua en x = 0 porque no existe
X

f(0) ni el limite cuando x tiende a 0.

. Discontinuidad evitable en x = a — existe lim f(x)y
X—a

no es infinito y f{a) no existe o es diferente del limite.

Discontinuidad de primera especie en x =
existen los limites laterales en x =
diferentes o su valor no es finito.

a —
a pero son

Discontinuidad de segunda especie en x = a — no
existe al menos uno de los limites laterales en x = a.

Actividad personal.

3. f+gyf-g losonmientras que f/g lo es si g(c) # 0.

4.

Si f es una funcién continua en [a, b] y que toma
valores de signo contrario en sus extremos, existe al
menos un punto de (a, b) en el que la funcion se anula.

Se observa en la figura que si la funcién toma valores
con signo opuesto en los extremos del intervalo, la

9-12

S.

6.

7.
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continuidad de la funcion la obliga a pasar por el eje
de abscisas.

Si f'es una funcién continua en [a, b], existen al meno.
dos puntos ¢ y d de dicho intervalo para los que se
verifica f(c) < f(x) < f(d) para todo x del intervalo.

No podemos aplicar el teorema para averiguar si
52

f(x) =
x p—
no es continua en x = 1.

7 tiene extremos absolutos en [0, 2] porque f

X = a es una asinfota vertical de f si al menos uno de
los limites laterales de fen a no es finito.

y = k es una asintota horizontal de fsi lim f(x)=ao
X—3+oo

bien lim f(x)=a.
X——oo

La recta y =mx + n, m # 0, es una asintota oblicua de
fsi.

lim f(x)/x=m y lim [f(x)-mx]=n
X—3+oo X—>+oo
o bien

lim f(x)/x=m vy
X——o0
Si f(x) = P(x) / Q(x), tal que el grado de P(x) es una
unidad mayor que el de Q(x), el cociente de P(x) /
/ Q(x) es asintota oblicua de /' por ambos lados.

lim [f(x)-mx]=n

lim f(x)=-1

x=-1"

lim f(x)=0

x—=-1*
/o es continua en x = —1.

lim f(x) =-3
x—2"

lim f(x)=-3
x—2"
f2)=-3

Jfes continua en x =2
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8. Ilim f(x)=2

x—=-1*

Se debe cumplir, por lo tanto:

2= a=2

9. Six=1enlugardex=0:

lim f(x)=1+a

lim fix)=¢™
x—1* x—=1"

Por lo tanto, fes continuasia=¢"' — 1.

*0. lim f(x)= o

x—0"

lim f(x)=0

x—0*
En primer lugar, se debe cumplir:
a=0

Y, por lo tanto, se debe cumplir también:

B=a=0
11. lim f(x)=n
x—=07
lim f(x)=a
x—0"

En primer lugar debe cumplirse, a = 7t y, finalmente,
fl0)=b=m.

12.Actividad personal. Por ejemplo, dos funciones
opuestas definidas a trozos que sean discontinuas en
Xp-

La suma sera la funcién constante 0, y, por lo tanto,
continua en todo el dominio.

13. lim f(x)=0

x—0"
lim f(x)=0
x—=0"
Por lo tanto, se debe cumplir, f{0)=b=0.

Por su parte, la continuidad no depende del valor de a

14.En la pagina 176 del libro vimos que:

sen X _

lim =1
x—=0 X

. l—-cosx
lim ————=0
x—0 X
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Por lo tanto, ]irr{1) f(x) = 0, por lo tanto, para que la
X—

funcién sea continua en x = 0, debe cumplirse que
floy=A=0.

15. lim f(x) =2

x—0"

lim f(x) =2a

x—0*
Porlotanto,2=2a —a=1

lim f(x)=m"-2
X

lim fix)=n’+b

x—nt
Por lo tanto:

©-2=mw+b—ob==2

16. lim L‘ﬂ =
x—=0 X

0

Por lo tanto, la funcién es continua para todo x.

17. lim f(x)=b

x—0"

lim f(x)=-a
x—0"

Por lo tanto, a = -b,
lim f(x)=1-a
x—=1"

lim f(x)=a+b

x—1*
Porlotanto, 1 —a=a+b.
Tenemos el sistema:

a=-b
—a=1,b=-1
{l—a=a+b

18.Si m par, x™ — 1 =0 — x = +1 — fdiscontinua en x =
=+]

Si m impar, x™ — 1 =0 — x = 1— fdiscontinua en x =
=1

En ambos casos la discontinuidad es de primera
especie.

Pagina 195

19. lim f(x)=1

Xx—27

9-13
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lim f(x)=6-a
x—2"

Porlotanto, 1 =6-a—a=35

lim f(x)=9-5=4

x—3"

lim f(x)=b

x—3*
Por lo tanto, b = 4.

lim f(x)=4

Xx—5"

lim f(x)=—5+c
x—5"

Porlotanto,4=-5+c—c¢c=9

Finalmente:
lim f(x)=-7+9=2= lim f(x)
x—7" x—=7"

20. lim f(x)= +/8a =2va
x—8"

lim f(x)= R WS
x—-8" 8§-4 4
Por lo tanto:
2Ja=8—>a=16

21. lim f(x)=1/2

x—0"

lim f(x)=0+(k-1)
x—0"

Porlotanto,1/2=k-1—-k=3/2

-

3x+2, x<0

22.f(x) ={x? +2acosx, 05x<§

y.4
ax’ +b, ESX

.

lim f(x)=2

x—0" x=0*
Porlo tanto,2 =2a —a=1
2
T
lim f(x)=—
. ( ) 4
X—=

2

Por lo tanto, b= 0.

9-14
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(x-1)°

23. f(X) = m

Presenta una discontinuidad evitable en x = 1 y una de
primera especie en X = —2.
XC(x+1)(x2—x+1)

24, =
" fx) —(x=-Dx+D* +x+ D2 -x+1)

Discontinuaenx =1, x =-1.
b) La discontinuidad en x = —1 es evitable.

x(x +2)
(x-2)°

25.a) f(x)=

Discontinuidad de primera especie en x = 2.

b) lim f(x)=-1

x—0"

lim f(x)=1
x—0"

Discontinuidad de primera especie, de salto finito

enx=0.
¢) lim f(x)=0
x—=0"

lim f(x)=0
x—=0"
Discontinuidad evitable en x = 0.
d) lim f(x)=0 lirgl f(x)=4
x—0" x—0*

Discontinuidad de primera especie, de salto finif
enx=0.

_ x=5)(x-D(x-2)
268 ) = S —Dx 7 2)

Discontinuidad evitable en x = 5, x = 2.

La prolongacién continua de f'seria la funcion g tal
que coincida con f en los puntos del dominio de
ésta y que, ademas:

g2)=1/4 g(5)=4/7

lim f(x)=2a

Tiene también una discontinuidad de primera
especie en x = -2,

2 b) Discontinuidad de primera especie.
¢) lim f(x)=1 lim f(x)=2
x—=1" x—=1*

Discontinuidad de primera especie, de salto finito.
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d) En las proximidades de x = 0, la funcién oscila G(b)=5-7=-2<0
indefinidamente, por lo tanto, los limites laterales
no existen, y la funcién tiene una discontinuidad
de segunda especie.

No es, por lo tanto, posible afirmar la existencia de un
c tal que:

Es un caso andlogo al del ejemplo de la pagina 187 8()=1fc)-7=0
del libro de texto. Y por lo tanto, no es posible afirmar la existencia de ¢
tal que:

«/x+1—1_\/x+1—1‘«/x+1+1_

= flc)=7
X X VvX+1+1 ©

Por ejemplo, si la grafica de la funcién es una recta

o x+1-1 X - 1 que pasa por los puntos (a, 3) y (b, 5), no existe c tal
x-Wxr1+1) x-Wx+1+1) Vx+1+1 que fc) =7.
La discontinuidad en x = 0 es evitable.
. . . . Pagina 196
La prolongacién continua de f'seria la funcién g tal
que: 32.f(x) = x’ - 2x* + 3x — 3 es continua
g(0)y=1/2 f1)y=-1
27. Actividad personal. f2)=3
g 3 Existe ¢ tal que f(c) = 0 y por lo tanto, que es solucién
28.f(x) = x> + 4x + 3 es continua, por lo tanto, de la ecuacion.
aplicaremos el teorema de Bolzano. 3 > )
33.f(x) =x" + 6x° + 15x — 23 es continua
fl-1)=-2
f(0)=-23
f(1)=8
f(2)=39
Por lo tanto, existe ¢ € (-1, 1) tal que f(c) = 0. . .
Por lo tanto, existe, al menos una solucién real en (0,
c es la raiz que buscabamos. 2).
2.No contradice el teorema de Bolzano porque la 34.(x) = sen x + 2x — 1 es continua
“— funcién no es continua en [0, 1]: £0) = -1
sy f() =778 f(x/2)=n >0

lim f(x)=e /4 Por lo tanto, la funcion tiene al menos una solucion en
x—1/2% el intervalo (0, w/ 2).

35.f(x) = x'"*° + x + 1 es continua
f-1)=-1
fl0)=1

Por lo tanto, f tiene al menos una solucién real en el
intervalo (-1, 0)

30./'tiene un cero en (-1, 5) por el teorema de Bolzano.
g es continua en [-1, 5] por la continuidad de £
g(=1)=1(-1) -5 <0 porque A-1) <0
g(5)=7-5=2>0

Por lo tanto, g tiene también al menos un cero en (-1, 36.(x) = 3x — &* es continua

5)
fl0)=0-1=-1
31.Sea g(x) = fix) - 7. f1)=3-e>0
Por la continuidad de f; g es continua en [a, b]. ftiene un cero en (0, 1) y, por lo tanto, 3x = €* tiene
G(a)=3-7=-4<0 una solucidn en este intervalo contenido en (—oo, 1]

9-15

© VICENS VIVES



© VICENS VIVES

TEMA 9. CONTINUIDAD DE FUNCIONES

Pags. 184 a 197

37.f es continua f0)=-1
f(-1)=2-2-1/e=-1/e<0 f(-3)=44
f(1)=2+2-e=4-¢>0 ['tiene, por lo tanto, una raiz en (=3, 0).
Jtiene un cero en (-1, 1) y, por lo tanto, corta en el 44.No, porque no es continua, la grafica de la funcion en
OX en este intervalo. el intervalo es:
38./es continua 157
fl/e)=fle)=2-e +e’=2-¢"-2=—¢" iy
f(1)=2-1+In1=2-1+0=1 5
Por lo tanto, existe ¢ € (1/ ¢ 1) tal que f(c) = 0. L fr=re~ 18

39.f(x) =x + sen x — 2 es continua
f(0) =-2 -
f(4)=4+sen4-2=2+sen5>0

b ] =
o

. 45.f(x) = x* + x> + mx — 6 es continua
Por lo tanto, f tiene un cero en (0, 4) y, por lo tanto, )

X + sen x = 2 una solucion. a) f(0)=-6
40.f(x) = e2**' _ 2 es continua f(2)=6+2m>0sim>-3
f0)=1-2=-1 Si m> -3, la funcion tiene una raiz menor que 2.
fl1)=e-2>0 b) f(2)=6+2m<0sim<-3
Por la tanto, f tiene un cero en (0, 1) y la ecuacién Y como la ﬁm"i‘_ﬁn tiende a +o= cuando x tiende a
2-x’_ g Tucid I +eo, para cualquier valor de m por pequefio que
€ ~ < unasofucion real. sea, habra un valor de x tal que f(x) > 0.
41.Debemos buscar los valores de a y b para los que f'sea 46.g(x) = f(x) —10 es continua
continua en el citado intervalo.
g(0)=-10
lim f(x)=1
o 1) g(3)=2
lim f(x)=a Durante los tres primeros afios, en algin momento se
x—0*

ingresaron 10.000 €.

Por lo tanto, a = 1. 47.Si ya que la funcién es continua en el intervalo.

lim f(x)=1+1=2

x—=1"

48.No podemos asegurarlo utilizando el teorema de
Weierstrass porque la funcién no es continua en el

lim f(x)=b intervalo.

x—1*

Si representamos la funcién, observamos que no tiene

Por lo tanto, b= 2. maximos ni minimos en el intervalo:

42.f(x) = x* + Ax> - 2x — 1 es continua ] i

1

f(0)=—1 g ]

1

fl1)=-2+A 5 i
Por lo tanto, si A > 2, f(1) > 0 y la funci6n £ tiene un 0 05 7 15' 3

cero menor que 1 y la ecuacion del enunciado una = ':F

solucion. !

104 :

43.f(x) = x* — 4x? — 1 es continua !

9-16
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49.a) Dom= R
Asintota horizontal - y = 1
b) Dom=R - {-3, 3}
Asintota vertical > x=-3,x=3

Asintota horizontal —» y =2
¢) Dom=R - {1}

Asintota vertical - x =1

Asintota oblicua - y=x -3
d) Dom=R

Asintota horizontal —» y =0
e) Dom=R - {1}

Asintota vertical - x =1

Asintota oblicua - y=x +2
f) Dom=(0, 1)U (1, +eo)

Asintota vertical > x =1
g) Dom=R

Asintota horizontal - y =0
h) Dom=R - {-1, 1}

Asintota vertical - x=-1,x=1

Asintota horizontal - y =0

50.a) Noesta definidaenx =1, x=-2.

lim f(x)=+oo

x—-2"

lim f(x)=—e0
x—-2*

linl1_ fix) = —eo

lim f(x) = +eo
x—=l1*

b) Verticales - x=1,x=-2
Horizontal - y =1

51.a) Dom=R - {1}

Asintota vertical - x =1
b) Dom= R - {-3, 3}
Asintota vertical > x=-3,x=3
Asintota horizontal —» y =0
¢) Dom=R - {2 3}
Asintota vertical - x =3
Asintota oblicua » y=-x -3
d) Dom=R - {5}

Asintota vertical - x =35

Pags. 184 a 197

Asintota oblicua —» y=2x+ 10
52.a) Verticales » x=3,x=-1
Oblicua - x + 2

b) Para averiguar si la funcion se corta con la asintota
oblicua, planteamos la ecuacion:

% +2x
—————=X+2;
x“=2x-3
x3+2x=x3—7x—6;
Ox = -6;
x=-2/3
Se cortan en el punto (-2/3,-2/3 +2)=(-2/3,
4/3)

53.a) Asintota horizontal —» y =1
b) Asintota horizontal - y =10
¢) Asintota horizontal - y =0

d) Asintota horizontal —» y=0

Pagina 197

54. lim f(x)=2 - a
x—a
lim f(x)=a’-5a+7
x—a
Imponemos:
2-aj=a’-5a+7;
a=3
55.a) Si la discontinuidad es evitable:
atb=0
1+2a+b+3=0

De estas ecuaciones, obtenemos:

a=—4,b=4
b) Sia=—4,b=4:
= 2

i) mee A ey

x—1

x> —8x% +4x+3

_ f(x),x#1
8 =1g/9.x =1

56.x2—a=0—>x=i\/;

© VICENS VIVES

Si a = 0 tiene una unica asintota vertical en x = 0.
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Si a> 0, tiene dos asintotas verticales en x = ++/a . d) Asintota vertical en x = 1
Sia <0, la funcién es continua. Asintota oblicua en y = x
57.Por ejemplo: e) f(x)=1In|x + 1| — Asintota vertical en x = —1
1, x racional f) Asintota horizontal eny = 1
fx) = {— 1, x irracional

1
63.h=k=0—f(x)= i =1 constante
5$8.5i, porque la funcion f'es continua y, ademds:

intot i = 1.
f0) =1 Asintota horizontal en y = 1
flm) =-1 h=0,k=1-f(x)= ﬁ=%no es una funcion
Por lo tanto, ftiene un cero en el intervalo (0, ) que, 5
en este caso es X = 7/ 2 ya que se debe cumplir: h=0,k=2 — f(x)= L
’ -2
sen 2x = —cos (3x)
3 3
Y, por lo tanto: h=0,k=3 > fx)= ~——=-*_
1-3 2
3x-2x=m/2
1
59.f(x) = sen x — x + 2 es continua h=1,k=0—>f(x)=;
f(0)=2
©) Asintota vertical en x = 0.
film)=2-n<0

Asintota horizontal en y = 0.
[ tiene un cero real y, por lo tanto, la ecuacién tiene

solucion. h=1,k=1-f(x)= =K.
x -_—
60.f(x) = x — cos x es continua
f0) =1 Asintota verticalen x = 1.
fn/2)=n/2 Asintota horizontal en y = 1.
. 2
f tlene‘ :'11 menos un cero en (0, /2)y, por lo tanto, la h=1,k=2— f(x)= X
ecuacion tiene una solucion x-2
61.Es falso. Asintota vertical en x = 2.
Por ejemplo, la funcién f(x) = sen x es continua en [0, Asintota oblicua eny = x + 2.
, .
3
Alcanza su valor méximo, 1, en /2. h=1Lk=3>51fx)=

. x=3
Alcanza su valor minimo, 0, en 0 y 7.

Asintota vertical en x = 3.

Pero el valor intermedio C = ~J—E lo alcanzaenm /4y 1
2 h=2,k=0—)f(x)=—2
X

3n/4.
62.a) Asintotas verticalesenx =0, x=2 Asintota vertical en x = 0,
Asintota horizontal en y = 0 Asintota horizontal en y = 0.

g b) Asintota vertical en x = 1 X
= h=2k=1-1fx)= >
i~ Asintota oblicuaeny =x — | x° -1
E ¢) Asintota vertical en x = 1 Asintota vertical en x = 1.
> . . N
o Asintota horizontal por la izquierda, y = 0. Asintota horizontal en y = 0.

9-18
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2

h=2,k=2—>1f(x)= 5
X =2

Asintota vertical en x = i«E .

Asintota horizontal en y = 1.

X3

h=2k=3-5f(x)=

X =3

Asintota verticalen x =+ «ﬁ .

Asintota oblicua en y = x.

h=3,k=0-f(x)= Lj
X

Asintota vertical en x = 0,

Asintota horizontal en y = 0.

h=3,k=1-1x)= 7
x" =1

Asintota vertical en x = 1.

Asintota horizontal en y = 0.

x2

x3 =2

h=3,k=2— f(x)=

Asintota vertical en x = %E .

Asintota horizontal en y = 0.

x3

h=3,k=3 > fix)=
f(x) S

Asintota vertical en x = \E .

Asintota horizontal eny = 1.

Autoevaluacion

1.

lim f(x)=-a—b

Xx—=-1"

lim f(x)=a+b+3

x—=-1"

linz)_ flx)=4a-2b+3

lim f(x)=-8b+a
x—=2"

Se obtiene el siguiente sistema:

—a+b=a-b+3
4a-2b+3=-8b+a’
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a=-2,b=1/2

lim f(x) = —co
x—0"

lim f(x)=0

x—0"
Discontinuidad de primera especie en x = 0.

lim f(x)=1

x—2"

lin:;l+ fix)=1

fes continua en x = 2.

3. limf(x)=6

{122

. f(x)=x" - 9x + 2 es continua

fl1)=-6
f3)=2

Por el teorema de Bolzano, por lo tanto, existe una
soluci6n de la ecuacion en (1, 3).

. fl0)=4

fi-3)=-8

Como f es continua, por el teorema de Bolzano, la
funcion tiene un cero y, por lo tanto, corta el eje de
abscisas.

. Sea g(x) = f(x) — x, continua en [a, b] al serlo f.

g@)=fa)-a <0
g(b) =f(b) -b>0

Por lo tanto, existe ce (a, b) tal que g(c) =0y, por lo
tanto, f(c) =c.

. a) Asintota vertical en x = -2

Asintota horizontal en y = 3

b) Asintota vertical en x =0
Asintota horizontal en y = 1
¢) Asintota vertical en x = —1
Asintota oblicuaeny =x + 3
d) Asintota verticalenx =0

. Asintota verticalenx=-2 -5 -2b—-8=0—b=—4

Asintota horizontaleny =6 > a/b=6 > a/(-4) =
=6—a=-24
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