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Capitulo 1

Ano 2000

1.1. Modelo 2000 - Opcion A

Problema 1.1.1 (2 puntos) Dados los vectores @ = (a,1 + a,2a), v =

(a,1,a) y W = (1,a,1), se pide:

1. (1 punto) Determinar los valores de a para que los vectores W, U y

W sean linealmente dependientes.

2. (0,5 puntos) Estudiar si el vector @ = (3,3, 0) depende linealmente de
los vectores W, ¥ y W para el caso a = 2. Justificar la respuesta.

3. (0,5 puntos) Justificar razonadamente si para a = 0 se cumple la igual-
dad

T (TAT) =0

Nota: el simbolo A significa producto vectorial.

Solucion:

1.
a 1+a 2a
a 1 a|=ala®-1)0= a=0, a==+1
1 a 1

Sia#0ya#+1l= W, v y W son Linealmente Independientes.

Sia=00a=+1= W, ¥ y W son Linealmente Dependientes.

2. si a = 2, los tres vectores son linealmente independientes y, por tanto,
forman una base. Luego el vector © = (3,3,0) es combinacién lineal
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de W, ¥ y W. Veamos de que combinacién lineal se trata, tenemos:

T = (2,3,4)
7 =(2,1,2)
w = (1,2,1)
(3,3,0) = a(2,3,4) + b(2,1,2) + ¢(1,2,1) =>
3
0= 2
2
2a+ 2b+ c¢= 3
3a+ b+ 2= 3 = ,_3
da+ 2b+ c= 0 2
c=3

3. Si a = 0 tenemos:

w =(0,1,0)
7 =(0,1,0)
@ = (1,0,1)
Sabemos que [W, 7, W] =w - (U A W). Pero
010
[w, 7, @W]=]0 1 0]=0
1 01

Luego W - (U AW) =0

Problema 1.1.2 (2 puntos)

1. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano tales
que su distancia al punto A(4,0) es el doble de su distancia a la recta

xz=1.
2. Comprobar que el anterior lugar geométrico es una coénica. Indicar el

tipo de conica que es y hallar sus focos.

Solucion:

d(P,A) =2d(P,r), r:x=1, A(4,0)

d(P,A) = |AP| = /(z — 42 + 2
@ 1] — (z—4)°+y° = 4(z—1)* =

1

d(P,r)



Fi-4,0) F(4,0)

N
[

r— Yy
4 12

2. Se trata de una hipérbola a®> = 4 y b*> = 12, como ¢ = a? + b =
16 = ¢ = 4. Los focos serfan los puntos F'(—4,0) y F(4,0).

Problema 1.1.3 (3 puntos) Sea

sin x

+2 s z#0

f(z) =
k si =0

1. (1 punto) ;Hay algtin valor de k para el cual f(x) sea continua en
x =07

2. (1 punto) ;Hay algtin valor de k para el cual f(x) sea derivable en
x =07

3. (1 punto) Determinar sus asintotas.
Solucién:

1.

lm (sinx +2> _ h,mo sinx + 2x _ {0] ~ m cosx + 2 _3
T T—

z—0 T

Para que f sea continnaenr=0=— k=3

Trcosx —sinx

2
f(z) = *
0 si =0

si x#0



. xcosx —sinx 0 ., —xsinx
Im ———————= || = llm —— =
2—0 2 0 z—0 22

0 ,  —sinx —xcosx
—| = lim =0
r—0 2

En conclusién, para que una funcién sea derivable antes tiene que ser
continua y por tanto k& = 3. Luego en este caso también se cumple
f(07) = f/(0%) y es derivable.

(0,3)

y=2

(0,0) i

3. Asintotas:

= Verticales no hay, la tinica posible serfa en z = 0 y en ese punto
hay una discontinuidad evitable.

s Horizontales

lim (Smx+2>:2:> y =2

T—00 T

= Oblicuas no hay al haber horizontales
Problema 1.1.4 (3 puntos) Sea el sistema

—z+ Ay+ 2z= A

2z4+ Ay— z= 2

Ar—  y+ 2z= A

1. (1 punto) Discutir la compatibilidad del sistema segin los diversos
valores de A.

2. (1 punto) Resolver el sistema para A = —1.
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3. (1 punto) Resolver el sistema para A = 2.

Solucion:
1.
-1 X 2]
A= 2 A 1|2 ], [Al=-3\2-6A-3=0= )= —1
A -1 2]

» Si A # -1 = |A| # 0 =Rango(A) = 3 =Rango(A4) =n°
de incégnitas == Sistema Compatible Determinado. (Solucién
Unica)

s Sid=-1:

-1 -1 2| -1

A= 2 -1 —-1| 2
-1 -1 21 -1
. . -1 -1
Como tiene dos filas iguales y el menor 5 1|7 3 # 0 tene-

mos que Rango(A) = 2 =Rango(A) <n° incégnitas = Sistema
Compatible Indeterminado. (Infinitas soluciones)

2. SiA=-1:

Lo oyt 2= -1 r= 1+1¢
20— y— z= 2 y= t
z = t

3. 851 A=2
—x+ 2y+ 2z= 2 [ z= 2/3
2x+ 2y— z= 2 y= 2/3
2r—  y+ 2z= 2 z= 2/3

1.2. Modelo 2000 - Opcién B

Problema 1.2.1 (2 puntos) De una funcién derivable f(z) se conoce que
pasa por el punto A(—1, —4) y que su derivada es

2—z si <1

fi(a) =

si z>1

1. Hallar la expresién de f(z).
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2. Obtener la ecuacién de la recta tangente a f(z) en x = 2.

Solucién:
1. )
2r — % +a si <1
(z) =
In|z|+b si z>1
3 . .
Como f(—-1)=—-4= a= —3 Si f es derivable en z =1 = f es
continua en x = 1 => b = 0. Luego:
2
2 — T § si <1
2 2
flz) =
Inzx si o xz>1

2. 8iz=2= f(2)=ln2= (2,ln2).

1
Tenemos m = f’(2) = B y, por tanto, la recta tangente es:

1
y—ln2:§(a:—2)

Problema 1.2.2 (2 puntos) Se consideran las curvas y = 22 e y = a donde
a es un numero real comprendido entre 0 y 1 (0 < @ < 1). Ambas curvas
se cortan en un punto (xg,yo) con abcisa positiva. Hallar a sabiendo que el
area encerrada entre ambas curvas desde x = 0 hasta x = z( es igual a la
encerrada entre ellas desde x = zy hasta x = 1.

Solucion:

Calculamos la abcisa del punto de corte de ambas gréaficas en funcién del
pardametro a:

=0 = r=+/a

Elegimos la solucion positiva porque asi nos lo indica el enunciado del pro-
blema. Tenemos, por tanto, que cuando = = /a ambas curvas se cortan
(x0,y0) = (Va,a) y la posicién de las curvas cambia, de manera que, la que
estaba por encima pasard a estar debajo. Es decir,

/Oﬁ(a—xQ)dx:/l (2% —a)de =

va
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Problema 1.2.3 (3 puntos)
1. (1 punto) Encontrar la distancia del punto P(1,—1,3) a la recta que
pasa por los puntos Q(1,2,1) y R(1,0,—1).

2. (1 punto) Hallar el drea del tridngulo cuyos vértices son los puntos P,
Qv R.

3. (1 punto) Encontrar todos los puntos S del plano determinado por P,
Q v R de manera que el cuadrilatero de vértices P, Q, Ry S sea un
paralelogramo.

Solucion:

1. Calculamos la ecuacién de la recta r que pasa por Q y R:

{ QF = (0,-2,-2) v=1

: —{ y=2-2)
Q(lvzvl) 221*2)\

i j k
QP xQR|=|| 0 —2 —2 ||=(~10,0,0)| = 10
0 -3 2

QP xQR| 10 5v2
d(P,r) = |@‘ N u

2. Tenemos

QP = (0,-3,2)
QR = (0,—2,-2)

5 = QP x QR =5 v
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3. El plano 7 que contiene a los puntos P, @ y R es el siguiente

0 0 z-1
m:| -3 =2 y |=10z—-1)=0=7m:2—-1=0
2 =2 z+1

= Sean P, (Q y R vértices consecutivos, entonces S = P + Q_R) =
(1,-1,3) 4+ (0,—2,-2) = (1,-3,1)

s Sean P, Ry @) vértices consecutivos, entonces S = P + m =
(1,-1,3)+(0,2,2) = (1,1,5)

s Sean @, P y R vértices consecutivos, entonces S = () + PR =
(1,2,1) 4+ (0,1,—-4) = (1,3,-3)

= Sean (), Ry P vértices consecutivos, entonces S = Q + RP =
(1,2,1) 4+ (0,—1,4) = (1,1,5)

= Sean R, Py @) vértices consecutivos, entonces S = R + 1@ =
(1,0,—1) 4 (0,3,-2) = (1,3,-3)

= Sean R, Q y P vértices consecutivos, entonces S = R + Cﬁ; =
(1,0,—1) 4+ (0,-3,2) = (1,-3,1)

Los puntos S son (1,-3,1), (1,1,5) y (1,3,—3). Todos ellos estin
contenidos en el plano 7

Problema 1.2.4 (3 puntos)

1. (1 punto) Encontrar los valores de A\ para los que la matriz

es invertible.
2. (1 punto) Para A\ = 2, hallar la inversa de A y comprobar el resultado.

3. (1 punto) Resolver el sistema

T 0
Al y | =10
z 0
para A =1
Solucion:
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4
LJAl=(A=-1)3A—4) =0 = )\zly)\:§.
. 4 . .
Sidx=1l,0A= §=> No es invertible.

4
SiA#1L yA# 3 = Si es invertible.

2. SiA=2:
11 -1 0 -1 1/2
A=]100 1|, At=[1 2 -1/
2 0 2 0 1 0
11 -1 0 -1 1/2 1 00
A-A =00 1 1 2 -1/2 =010
2 0 2 0 1 0 00 1
3.Con =1y AX =0:
0 1 -1 T 0
0 -1 1 y |=10|=
1 0 2 z 0
y— 2=0 y—  2=0 r= -2t
-yt 2=0 = z+ 2:=0 )Y~ t
T+ 22 =10 - z=

1.3. Junio 2000 - Opciéon A

Problema 1.3.1 (2 puntos) Resolver la siguiente ecuacién vectorial:
T A(2,1,-1)=(1,3,5)

sabiendo que || = v/6, donde A significa ”producto vectorial”.
Solucién:

LLamamos @ = (a,b,c¢) = (a,b,c) A (2,1,—1) = (1,3,5):
k
c

T g —b—c=1
a b =(-b—c,a+2c,a—2b)=(1,3,5) =1 a+2c=3
21 -1 a—2b=5
Como la primera ecuacién es el resultados de restar a la tercera la segunda,
s6lo tendriamos dos ecuaciones, la tercera la obtenemos de | 7| = v6 =
a?+ b2+ =6:
—b—c=1 a=1 a=5/3
a+2c=3 = (¢ b=-2 o b=-5/3
a?+ b +c*=6 c=1 c=2/3

15



5 52
Es decir, 7 = (1, -2,1) y T = <—)
333

Problema 1.3.2 (2 puntos)

1. Determinar el centro y el radio de la esfera:

24+ 22— 2+ 4y +82—4=0

2. Determinar el centro y el radio de la circunferencia interseccion de la
esfera del apartado anterior con el plano z = 0.

Solucion:

1.
—2a = -2 a=
—2b=4 b=-2
2c=18§ I
a2+ +c2—r?=—-4 r=

Esfera de centro (1,—2,—4) y radio r = 5.
2. Al cortar la esfera con el plano z = 0 nos queda la circunferencia:

2y -2 44y —4=0

—2a = =2 a=1
—2b=4 =< b=-2
a?+b%—r2=—-4 r=3

Circunferencia de centro (1,—2) y radio r = 3.

Problema 1.3.3 (3 puntos) Para una matriz cuadrada, se define su traza
como la suma de los elementos de la diagonal principal. En lo que sigue, A
y B son matrices cuadradas 2 x 2.

1. (0,5 puntos) Comprobar que se verifica:

Traza(A+ B) = Traza(A) + Traza(B)
2. (1 punto) Comprobar que
Traza(A-B) =Traza(B - A)

3. (1 punto) Utilizando los resultados anteriores, demostrar que es im-
posible tener AB — BA = I, donde I denota la matriz identidad.

4. (0,5 puntos) Encontrar dos matrices A y B para las que:

Traza(AB) # Traza(A) - Traza(B)

16



Solucion:
1. Sean
[ a as [ b1 Do

Traza(A) = a1 + aq, Traza(B) = b + by

~— —

Traza(A

al b1 bg a1+b1 ag—i—bg
A B: =
+ ( as ) ( b3 b4> <03+b3 a4+b4>

= Traza(A+ B) =aj1 + b1 + a4+ by

+ Traza(B) =a; + by + a4+ by

Luego:
Traza(A+ B) = Traza(A) + Traza(B)

A.B— ap ag ) b1 bo _ a1bi + asbs  a1by + asby
az a4 bs by agby + asbs  azbs + asby
B.A— by by \ [ a1 az | _ ( aibi+agby azby + asbs
by by as a4 a1bz + azby azbs + asby
Traza(AB) = a1b1 + asbs + agbo + asby B
{ TTCLZCL(BA) = a1by + agbs + asbs + asby = Traza(AB) o TTGZCL(BA)
3. Suponemos que la igualdad es cierta, es decir:
AB—BA =1= AB = BA+I = Traza(AB) = Traza(BA+I) =

Traza(AB) = Traza(BA)+Traza(l), como Traza(AB) = Traza(BA)
== 0=2
Luego esta igualdad es falsa.

4. Sea A una matriz cualquieray B =1

() e=(t)

A-B=A= Traza(A-B) =Traza(A) =4, Traza(B) =2
Traza(A) -Traza(B)=4-2=38
Luego Traza(A - B) # Traza(A) - Traza(B)
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Problema 1.3.4 (3 puntos) Sea f(x) = az® + bz? + cx + d un polinomio
que cumple f(1) =0, f/(0) = 2, y tiene dos extremos relativos para x = 1y
=2

1. (2 puntos) Determinar a, b, c y d.

2. (1 punto) ;Son maximos o minimos los extremos relativos?

Solucion:
1.

f(x) = az® +ba® + cx +d, f'(z) = 3az® + 2bx + ¢
f)=0= a+b+c+d=0 a=1/3
f'2)=0= 12a+4b+c¢=0 c=29
f'(0)=2= c=2 d=-5/6

La funcién seré: 5

1 3
flx) = §I3 - 5:1:2 + 22 — 8
2. Calculamos la segunda derivada
1 s .
MON o f"(1) = =3 < 0 = Maéximo

1.4. Junio 2000 - Opcion B

Problema 1.4.1 (2 puntos).Sean las funciones:

fla) =2’y g(z) =2’

Determinar el area encerrada por las graficas de ambas funciones y la recta
r = 2.

Solucion:

Buscamos los puntos de corte de ambas funciones
== 2?2’ =0= 22 -1)=0=2=0, 2=1

Los intervalos de integracién serdn [0, 1] y [1,2]. Calculamos la primitiva de
f(x) = g(x):

3 2t

F(z) = | (f(z) —glzx))de = [(2® —23)do = & — =
3 4



Problema 1.4.2 (2 puntos)

1. (1 punto) Si es posible, dibujar de forma clara la gréfica de una funcién
continua en el intervalo [0, 4] que tenga al menos un méximo relativo
en el punto (2,3) y un minimo relativo en el punto (3,4).

2. (1 punto) Si la funcién fuera polinémica, jcudl ha de ser como minimo
su grado?

Solucion:

1. El dibujo seria el siguiente:

6.0) #4.0) X
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2. La funcién tiene al menos cuatro extremos, luego el grado del poli-
nomio tiene que ser cinco como minimo. Si fuese cuatro, la primera
derivada tendria como mucho tres soluciones al igualar a cero.

Problema 1.4.3 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones

ar+ y+ z= (a—1)(a+2)
r+ ay+ 2= (a—1)*(a+2)
r+ y+ az= (a—1)>3(a+ 2)

1. (1 punto) Comprobar que es compatible para todo valor de a.

2. (1 punto) Describir en términos geométricos el conjunto de soluciones
para a =1y para a = —2.

3. (1 punto) Resolverlo para a = —2.

Solucidén:
1.
a 1 1| (a—1)(a+2)
A= 1 a 1|(a=13*@a+2) |, [A|=a*-3a4+2=0= a=1, a= -2
1 1 al(a—1)3a+2)

» Sia #1ya# —2 = Rango(4) =Rango(4) = 3 = n° de
incoégnitas = SCD.

» Sia=1: (Homogéneo)

1 1 1|0
A= 1 1 1|0 | = Rango(A4) = Rango(A) < n%incédgnitas = SCI
1 1 1|0
» Sia=-2
-2 1 1]o P
A L—2 10|, |7 L |=340=
1 1 =210

Rango(A) =Rango(A) = 2 <n° incégnitas=> SCI
Para cualquier valor de a el sistema es, por tanto, compatible.

2. Si a =1 se trata de tres planos coincidentes, x +y 4+ z = 0.

Si a = —2 se cortan en una recta que calculamos en el siguiente aparta-
do.

20



r— 2y+ z= 0 ) 2y = —z N mii\
x+ y+ —2z= 0 x+ y= 2z Z:A

Problema 1.4.4 (3 puntos) Sean los puntos P(8,13,8) y Q(—4, —11,-38).
Se considera el plano 7, perpendicular al segmento P@Q por su punto medio.

1. (1 punto) Obtener la ecuacién del plano 7.

2. (1 punto) Calcular la proyeccién ortogonal del punto O(0,0,0) sobre
.

3. (1 punto) Hallar el volumen del tetraedro determinado por los puntos
en los que el plano 7w corta a los ejes coordenados y en el origen de
coordenadas.

Solucion:

1. Se trata de un plano mediador. Calculamos punto medio del seg-
mento PQ que serd M (2,1,0) y el vector m = (—12,-24,-16) =
—4(3,6,4).

3r4+6y+4z4+A2=0, 6+6+04+A=0= A= —-12
m:3x+6y+42z—12=0

2. Calculamos una recta r perpendicular a m que pase por O y después
calculamos el corte de esa recta r y el plano 7.

.{m=<3,6,4> B
P, = 0(0,0,0) D

12
3(30) +6(6)) +4(4)) —12=0= A=

36 72 48>

El t tad 0| =, ——
punto proyectado es: O (61’61 6l

3. Los puntos de corte son:
Con el eje OX: hacemos y =0y z =0= A(4,0,0).
Con el eje OY: hacemos x =0y z =0 = B(0,2,0).
Con el eje OZ: hacemos =0y y = 0= C (0,0, 3).
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Los vectores:
OA4 = (4,0,0).
OB = (0,2,0).
OC = (0,0,3).

El volumen del tetraedro es

— [04,08,00)| = ¢

S O =
O N O
w o O
Il
S
e
w

1.5. Septiembre 2000 - Opcién A

Problema 1.5.1 (2 puntos) Sea la funcién f(z) = 2z + sin 2z
1. (1 punto) Determinar si tiene asintotas de algun tipo.
2. (1 punto) Estudiar su monotonia y la existencia de extremos relativos.
Solucién:
1. Asintotas:

» Verticales y Horizontales no hay claramente.

= Oblicuas: y = mx +n

2 in 2
e lm J®) _ gy, 2etsinZr

T—00 r—>00 x
n= lim (2x +sin2z —2z) = lim (sin2z) No existe
r—00 T—00

Luego tampoco hay asintotas oblicuas.

2. f'(x) = 2+ 2cos2z =0 = x = g—i— km Para cualquier z que

escojamos f’(x) > 0, excepto en los puntos que la anulan, luego la
funcién es siempre creciente y no hay ni méximos ni minimos. Veamos
los puntos de inflexion:
" : m
f(z) = —4sin2z =0 = x:§+k7r
f"(z) = —8cos2zx = f"(w/2) =8+#0

T
Luego los puntos x = 5 + k7 son puntos de inflexion.
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Problema 1.5.2 (2 puntos) Dados tres ntiimeros reales cualesquiera 71, 7o
y 73, hallar el nimero real £ que minimiza la funcién

D(x) = (ry —z)? + (ry — 2)* + (r3 — z)?

Solucién:
D'(z) = =2(r1—2)—2(ro—x)—2(r3—z) = —2(r1+re+r3—37) =0 = z = %
x es la media aritmética de los tres ntimeros.
D"(z) =6 = D" (W) —6>0
Luego se trata de un minimo.
Problema 1.5.3 (3 puntos) Considerar el sistema de ecuaciones
y+ z= 1
A—=1)z+ y+ z= A
z+ A=1y— z= 0
1. (1 punto) Discutirlo segin los valores del pardmetro .
2. (1 punto) Resolverlo para A = 0.
3. (1 punto) Resolverlo para A = 3.
Solucién:
1.
o 0 1 1)1
A= Xx-1 1 LA, JA=XA-1)=0=X=0, A=1
1 A—1 —110

» SiA#£0y \A#1= |A| # 0 = Rango(A) = 3 =RangoA =n°
de incégnitas = Sistema compatible determinado (solucién tnica).

= SiA=0
0o 1 11
A= -1 1 110
1 -1 —-1]0
Como la tercera fila es igual a la segunda multiplicada por —1,
y como el menor _(1) 1 = 1 # 0 Tenemos que Rango(A) =

2 =Rango(A) <n° de incégnitas = Sistema compatible indeter-
minado (infinitas soluciones).
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s Sia=1

0 1 1)1
A=10 1 1)1
1 0 —-110
Como la primera fila es igual a la segunda, y como el menor
(1) (1) = —1 # 0 Tenemos que Rango(A4) = 2 =Rango(4) <n°
de incognitas = Sistema compatible indeterminado (infinitas
soluciones).
2. 851 A=0
{ y+ 2= 1 v 1
B = = 1-t
—z+ y+ z= 0 o ;
3.851A=3
y+ z= 1 r=1
20+ y+ z= 3 =< y=
z+ 2y— z= 0 z=1

Problema 1.5.4 (3 puntos) Sea la superficie esférica de ecuacion 22 + 32 +
22 —6x — 6y —82+9=0.

1. (0,5 puntos) Determinar su centro y su radio.

2. (0,5 puntos) Hallar la ecuacién de la recta que contiene al didmetro
paralelo al eje OY.

3. (1 punto) Obtener el centro y el radio de la circunferencian que resulta
al cortar dicha esfera con el plano z = 0.

4. (1 punto) Hallar la ecuacién del plano tangente a la esfera en su punto
del eje OX.

Solucién:
1. 224+ 9%+ 22 — 62 — 6y — 82+ 9 = 0 = centro C(3,3,4) y radior = 5
2.

— r=3
t:{ut_(o 0) = t:{ y=3+ A\
P
z=4

3. Imponemos z = 0 = 22 + y? — 62 — 6y + 9 = 0 circunferencia de
centro (3,3,0) y radio r = 3
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4. Si cortamos la esfera con el eje OX hacemos y =0y z =0 =
(z—3)2+(-3)2+ (-4)?=25— z=3= P(3,0,0)
El vector caracteristico del plano tangente puede ser PC = (0,3,4)
m:3y+4z+A=0

Como tiene que contener al punto P = \ = 0. Luego el plano buscado
esm:3y+4z=0.

1.6. Septiembre 2000 - Opcién B

Problema 1.6.1 (2 puntos) Se consideran los puntos A(1,a,0), B(1,1,a—
2)y C(1,-1,a).

1. (1 punto) Comprobar que no estdn alineados, cualquiera que sea el
valor que tome el parametro a.

2. (1 punto) Hallar el drea del tridngulo que determinan los tres puntos.

Solucion:
1.
1 a 0
1 1l a—2|=-2#0VaeR
1 -1 a

Luego no estan alineados.

AB=(1,1,a-2)—(1,a,0) = (0,1 —a,a — 2)
AC = (1,-1,a) — (1,a,0) = (0,—1 — a,a)

i ik
ABxAC|=[|0 1-a a—2||=](-2,0,0) =2
0 —1—a a

sz%m}xm:m

Problema 1.6.2 (2 puntos) Sean la recta

x—l_gz—l
m 4 2

T

y el plano
m:2x—y+kz=0

1. (1 punto) Calcular m y k para que la recta sea perpendicular al plano.
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2. (1 punto) Calcular m y k para que la recta esté contenida en el plano.
Solucién:
1. Deben ser %, = i, 0 o proporcionales:

(m,4,2) =(2,-1,k) = m=2, k=2

2. El producto escalar de ambos vectores debe ser igual a cero:
2m —4+2k=0= m+ k=2

Todos aquellos valores de m y k que cumplan m + k£ = 2 haran que la
recta r esté contenida en el plano 7.

Problema 1.6.3 (3 puntos) Sea la funcién f(z) = 2* — 42 + 22 + 6.

1. (1,5 puntos) Determinar los puntos de corte de su gréfica con los ejes
y los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

2. (0,5 puntos) Esbozar la grafica de la funcién.

3. (1 punto) Calcular el area determinada por la grafica de f, el eje
horizontal y las rectas x = -1y z = 2.

Solucion:

1. Los puntos de corte son:

Con el eje OX: hacemos f(z) = 0 = (-1,0), (0,0), (2,0) y (3,0)
14
Al—,0,0].
(500)
Con el eje OY: hacemos z = 0 = (0,0)

Estudiamos su monotonia:

V10 V10

f(z) =423 —122% 42246 = 0 = r=l-—, =14, =1

2
f'(x) - +

f(x) | decreciente creciente decreciente

(oo,1—@) (1—@,1) (1,1+@)

En el punto (—0,58;—2,25) la funcién tiene un minimo, en el punto
(1,4) la funcién tiene un maximo y en el punto (2, 58; —2, 25) la funcién
tiene un minimo.
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2. Hay un punto de corte con el eje de abcisas en el intervalo (—1,2) ese
punto es el (0,0). Luego tendremos que hacer dos integrales, una entre
—1y 0, y otra entre 0 y 2.

0

0 5 3 29
81:/ (z* — 42 + 22 + 62) dx = Tt D oyse? =2
-1 S 3 . 15
2 x5 z3 ° 76
52:/(x4—4x3+1‘2+6:v)d33: — -t 432 =
0 ) 3 0 15

15 15 15

S =51+ |S2| =

3. Representacién grafica

¥

Maximo(1,4)

iece Decrece

(-1,0) (2,0)
(0,0) (3,0)
Deczece BesFess

i
crece rece

Minimo(-0,58;-2,25 Minimo(2,58;-2,25)

Problema 1.6.4 (3 puntos)
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1. (2 puntos) Discutir en funcién de los valores de k y resolver el sistema

z+ y+ oSz= 0
2x — kz= 0
r— y+ 2= 0

2. (1 punto) Discutir en funcién de los valores de A y resolver en los casos
de compatibilidad del sistema

z+ y+ Sz= 0
2z — 3z= 0
r— Y+ z= 0
r+ 2y+ 2 z= A
Solucion:
1 1 5
A=1| 2 0 -k |, |[Al=-2k-12=0= k= -6
1 -1 1

Se trata de un sistema homgéneo y, por tanto, es siempre compatible.

» Si k # —6 = Rango(A4) = 3 = n° de incégnitas = Sistema
Compatible Determinado. Como la sollucién es tnica, solo tiene
la trivial: x =y =2=0

s Sik=-6:

1 1 5
A=| 2 0 6 | = Rango(A) < n°incégnitas = SCI
1 -1 1

El sistema en este caso es Compatible Indeterminado, si escoge-
1 1

mos el menor 1 1|~ —2 # 0, vemos que el Rango(A) = 2

y, adema&s podemos eliminar la segunda fila, para la solucién del

sistema y nos queda:

4 y+ 5z= 0 ot y= =5 v= =3
= - y= A = y= —2A
7=yt 2= 0 z = A z = A
2. Ahora tenemos

2 o 3|0 Lo
A= yque |2 0 —3|=-18

1 -1 10 R

1 2 22| A
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1 5

; 0 -3 8 LoLbos

4| = A2 0 —3|=—18\=0=A=0
1 -1 1]0 L1
12 2X|A

» Si A # 0 = Rango(A) = 4 #Rango(A4) = Sistema Incompati-
ble.(No tiene solucién)

= Si\ = 0se trata de un sistema homogeneo. Tenemos que Rango(A) =
3 = n° de incégnitas, ya que

1 1 5
2 0 —3|=-18%# 0 = Sistema Compatible Determinado
1 -1 1

La tinica solucién en este caso es la solucién trivial: x =y =2 =10
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Capitulo 2

Ano 2001

2.1. Modelo 2001 - Opcién A

Problema 2.1.1 (2 puntos) Comprobar que las siguientes matrices tienen
el mismo determinante

l+a 1 11
11““ 11 i 1 1 l1-ga 11
—Qa
A= 1 1 1+4b 1 y B=
) ) 1 1-b 11 1+b 1
11 1 1-b
Solucién:
. a O 212
|B_| 0 1-p? |0
Fl—FQ a a 0 0 1 1 0 0 F1
A = Fy L l-a 1 1 |_ 1 1l-al 1 |_|FR-F
Fy— Fy 0 0 b b 0o 0 1 1 Fy
Fy 1 1 1 1-b 1 1 1 1-—b Fy—F
1 1 0 0 F 1 10 0
y[1 1=a 0 0 Fy=F | _ |0 —a 0 0f_
PTo 0 1 1 |7 R “®o 01 1|7
0 0 1 1-b Fy— F; 0 00 —b
10 0 100
=—a’| 0 1 1|=ad*?|0 1 1]|=a%?
00 —b 00 1

Problema 2.1.2 (2 puntos)Sea la matriz A = (

— =
= W
~

1. calcular A~!
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2. Resolver el sistema A - l( > > + ( t )] = ( 21 )
1 y 24

Solucion:

L (4 =3
LA _<_1 )

2. AB+X)=C=— X=A"1C-B

x| 4 =3\ (21) 5\ (7

y ] -\ -1 1 24 1)\ 2
Problema 2.1.3 (3 puntos) Sea la pardbola 2 = 4y. Sean u y v las rectas
tangentes a la pardbola en los puntos P de abcisa a y @ de abcisa b, (a1,b),

(0/1,0), (bl7o>
1. (1,5 puntos) Hallar las coordenadas del punto R de interseccién de u
v v.
2. (1 punto) Hallar la relacién entre a y b prar que las rectas u y v sean

perpendiculares.

3. (0,5 puntos) Probar que en el caso del apartado anterior, el punto R
esté en la directriz de la parabola.

Solucion:

1. u tangente en el punto P(a,0) y v tangente en el punto Q(b,0). Tene-

mos f'(x) = 5

my : f'(a) = %a, mo = f'(b) = %b

1
u:y=—alr—a) _ b
2 :>{x—a+ ab
2

ab :>R<a+b,>

2. )
my = — = ab=—4
ma
3. Se trata de una pardbola vertical cuya directriz es la recta d : y = —2.

—4
Siab:—4:>R(a+b,2> = R(a+b,-2) ed
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Problema 2.1.4 (3 puntos) Se considera la funcién

1
4 — 2

fz) =

1. (1 punto) Indicar el dominio de definicién de la funcién f y hallar sus
asintotas.

2. (1 punto) Hallar los extremos relativos de la funcién f y sus intervalos
de concavidad y convexidad.

3. (1 punto) Dibujar la grafica de f y hallar su méximo y su minimo
absolutos en el intervalo [—1, 1].

Solucion:

1. Dom(f) = R —{—2,2}. Sus asintotas:

= Verticales:

Enxz=2:
lim = 1] =400
z—2- 4 — 22 0t
lim L = {1} = —00
o—2t 4 — 22 0—
Enz=-2:

= Horizontales:

En y=0:

Ii L
xﬂ,noo 4 — 12

= Oblicuas: No hay al haber horizontales.

2 2(32% + 4)
/ _ 1! —
f(l')_ (4—.%'2)2’ f (:B) (4—.%'2)3
La segunda derivada no se anula nunca y, por tanto, no hay puntos
de inflexién, y ademés 2(3z% + 4) > 0 siempre. Por otro lado, por el

denominador:

(—00,-2) [ (-2,2) | (2,00)
f"(@) - + -

f(z) | Convexa | Céncava | Convexa
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, 2z
f(a:):m:0:> =0

(__C)C)a()) (()7 CXD)
- |
f(z) | Decrece | Crece

Luego en el punto (0,1/4) la funcién presenta un minimo.

Decrece Crece

Céncava Asintota x=2

Minimo(0,1/2))
Asintota y=0 %

(0,0)

Decrece

Asintota x=-2

Convexa

Convexa

Crece
Decrece

2.2. Modelo 2001 - Opcién B

Problema 2.2.1 (2 puntos) los vértices de un tridngulo son A(—2,—1),
B(7.5) y Cla,y).

1. Calcular el area del triangulo en funcién de x e y.

2. Encontrar el lugar geométrico de los puntos (z,y) tales que la anterior
area es 36.

Solucion:

1.

AC = (z+2,y+1,0)
AB = (9,6,0)

1 1 1 J k
S=Z|ACxAC|==|| z+2 y+1 0| =
2 2 9 6 0

1 3
= 5\(0,0,6:0 -9y +3)| = 5(2x— 3y+1)
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3
520 =3y +1)=36 = 20— 3y —23=0

Problema 2.2.2 (2 puntos) Sea A(1,1) y B(—1,1) dos puntos del plano.

1. Determinar las ecuaciones de todas las circunferencias que pasan por
los puntos A y B razonando dénde estan situados sus centros.

2. De entre las circunferencias del apartado anterior hallar el centro y el
radio de la que es tangente a la recta y = .

Solucioén:

1. Los centros de las circunferencias estdn en la mediatriz que une los
dos puntos, es decir, la recta x = 0. Luego el centro de ellas es de la

forma C(0,a) y el radio r = d(C, A) = va? — 2a + 2. La ecuacién de

una circunferencia con este centro y este radio es:

2+ (y—a)?=d"-2a+2= 2"+’ —2ay+2a-2=0

2. Sila recta y = x es tangente a la circunferencia el punto de tangencia
tiene que ser A(1,1), necesariamente.

Una recta perpendicular a y = z tiene de pendiente m = —1.

Construimos una recta con esta pendiente que pase por A:
y—l=—(r—-1)= o+y—2=0

Esta recta corta a = 0 en el punto (0,2), que serd el centro de la

circunferencia. Y el radio r = \ﬁ)\ = V/2|. Luego la circunferencia

buscada es

P2 (y—22¢=2= 224+9>-2y+2=0

Problema 2.2.3 (% puntos)

1. (1,5 puntos) Discutir en funcién de los valores de k y resolver cuando
tenga mas de una solucion, el sistema

z+ y+ 2z=3

20— y+ kz=9
r— y— 6z2=5
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1 1 2 3
2. (1,5 puntos) Si el rango de la matriz A = | 2 -1 &k 9 | es 2,
1 -1 -6 5
. S = =
determinar una combinacién lineal nula de los vectores fila Fy, Fy y
H e . .’ . H
F3, asi como una combinacién lineal nula de los vectores columna C1,
P N
CQ) CS y 04'

Solucion:
1.
1 1 213
A=1] 2 -1 E{19 |, |[Al=2k+16=0=— k=-8
1 -1 —-6|5

» Si A # -8 = |A| # 0 =Rango(4) = 3 =Rango(4) =n°
de incégnitas = Sistema Compatible Determinado. (Solucién

Unica)
n SiA=-8:
1 1 23 1 1
A=|[2 -1 -8]9 [, 5 4 |=3#0= Rango(A) = 2
1 -1 —6|5

’A‘ =0, ‘A2’ =0, ‘A3| =0, ’A4‘ =0

Luego tenemos que Rango(A) = 2 =Rango(A) <n° incégnitas
— Sistema Compatible Indeterminado. (Infinitas soluciones)

Podemos tachar la tercera ecuacién y nos queda el sitema

ot y+ 22=3 z=4+2A

2— y— 82=9 y=—1-4X

Y o z= A\
2. ) ,
17:),)+a}71>+b?’2:(0,0,0,0):>a:§, b=—3

—

F

el
I
Ql

172>+3

[SVIN )

1
3
AC] — C3+0C3 —Cy = O

_|_

Problema 2.2.4 (3 puntos)



1. (1,5 puntos) Hallar el valor de la integral definida
/ -1 etdx
—-10 V1 —e”
2. (1,5 puntos) Calcular la integral indefinida de la funcién

1
1l —e”

f(z)
mediante un cambio de variable.
Solucion:

1.

-1 -1
/ _edr —(1—e") "2 da =
-10 V1 —¢€* —10

-1
= —2/1— ew} ., = 0,4098344043

dt
2.t=1-¢"= dt = —e*do = (t — 1)de = dx:ﬁ

1 1 e’
— dr=| ——dt=—Inft|+n]t— 1] =1
/1—erx /t(t—l) aff +inft -1l == +C
1

A B A(t—1)+ Bt
:——i— =
tt—1) t  t—1 tt—1)

{t—1:>B—1

t=0=—=A=-1

2.3. Junio 2001 - Opcién A

Problema 2.3.1 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones:

z+ y+ 2z= 2
20— y+ 3z= 2
5r— y+ az= 6

1. (1 punto) Discutirlo segin los valores del parametro a.

2. (1 punto) Resolverlo cuando tenga infinitas soluciones.

Solucion:
1.
1 1 2|2
A=112 -1 3|2 |, |4 =-3a+24=0= a=38
5 —1 al6
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» Si a # 8 = Rango(4) =Rango(4) = 3 = n° de incégnitas =

SCD.
s Sia=28:
1 1 212
A= 2 -1 3|2
5 —1 8|6
1 1 . -
9 _1 |7 —3 # 0 = Rango(A) = 2. Estudiamos el Rango(A):
1 2 2
|A1|=1A| =0, |A2]=|2 3 2 |=0
5 8 6
1 1 2 1 2 2
As|=|2 —1 2|=0, |A3)=| -1 3 2|=0
5 -1 6 -1 86

Luego Rango(A) = 2 =Rango(A) = n° de incégnitas = SCI. El
sistema tiene infinitas soluciones.

2. Si a = 8 por el menor elegido podemos eliminar la tercera ecuacion.

x=4/3—-5/3\

z+ y+ 2z= 2 T+ y= 2-—2z
= -1
{2%—y+ 3p= 2 ) 22— y= 2-32 Z—iB /3

Problema 2.3.2 (2 puntos) Sea k un nimero natural y sean las matrices:

11 1 0
A=|o 10|, B=| 1 ,02(11 2)
00 1 1

1. (1 punto) Calcular A*.

2. (1 punto) Hallar la matriz X que verifica la ecuacién A*X = BC.

Solucién:
1.

1 2 2 1 3 3
At=A4, A2=101 0], A2=[010
00 1 00 1

1 k k

Ak=10 1 0

0 0 1



2. A*X = BC = X = (A*)~1BC

1 1 2
BC = 1l 1 1 2 :(01—1)
1 1 -1 -2
1 —k —k
AHt=10 1 o0
0 0 1
1 —k —k 0 1 —1 0 0 0
x=|l0 1 o0 1 1 2= 1 1 2
0 0 1 1 -1 -2 R

Problema 2.3.3 (3 puntos)Dado el plano 7 : x +y + = 1, la recta
r:(x,y,2) = (1,0,0) + A(0,1,1), y el punto P(1,1,0), se pide:

1. (1 punto) Hallar la ecuacion de la recta s que sea perpendicular a r y
pase por P.

2. (1 punto) Hallar el punto P’, simétrico de P respecto de 7.
3. (1 punto) Hallar el punto P”, simétrico de P respecto de .
Solucién:

1. Hallamos un plano perpendicular a r que contenga a P

. U’—7T1>:u—>7":(07171) _ _
Wl'{P(l,l,O) = y+2z+A=0=14+A=0

Como A=-1= m:y+2—-1=0.

Ahora encontramos el punto de corte de este plano 7 con la recta
r:

r=1 1
rig y==A :>)\—|—)\—1:():>)\:§
z=A

11
El punto de corte sera @ (1, 3 2).

La recta que buscamos pasa por Py por Q:

— _ — v=1
ARG =t
s = (7 7) z:—l/?t
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2. El simétrico de P respecto de r serd el simétrico de P respecto del
punto @ hallado en el apartado anterior:

/
0= P;P — P =2Q—P=(1,0,1)
3. Primero hallamos la ecuacién de la recta t perpendicular a 7 que pasa
por P:
r=1+A
t:q y=14+X
z=A

Ahora hallamos el punto de corte de esta recta t con el plano

1
I+ +1+N)+A=1= A:—§:>

22 1
El to d t TRl =, =, —= .
punto de corte sera <3,3, 3)

Este punto R es el punto medio entre P y su simétrico P':

PP , 11 2
R= P—oR-p— (- > _%
7 (3’3’ 3)

Problema 2.3.4 (3 puntos) Sea la funcién f(z) =sinz
1. (0,5 puntos) Calcular a > 0 tal que el drea encerrada por la grafica de
fyelejey =0, ylarecta z = a, sea 3

2. (1 punto) Calcular la ecuacién de la tangente a la gréfica de f en el

T
punto de abcisa z = —

4
3. (1,5 puntos) Calcular el area de la superficie encerrada por la tangente
. [ ./ T 37
anterior, la grafica de la funcion f y las rectas x = i
Solucioén:
1.
a a 1 us
/ sinzdr = —cosz]y =—cosa+1=-= a= -
0 2 3
2.
13-
4) 2
2
fl(x) =cosx = m=f (Z) = \2[

La recta tangente es

y_

|
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Tangente

y=sen x

(4.0 B0

3. Calculamos la primitiva de f(z) — g(z):

F(m)—/[sinx—\gi(w—;r—i—l)] dav——cosac—\é5 (f—?—i—x)

ol ()@l

_ 2 4
16 1 (m*+47—16)
2.4. Junio 2001 - Opcién B

16

Problema 2.4.1 (2 puntos) Sea la funcién real de variable real definida
por

f(a:):{ 2-2)% si <1

2?2 si oz >1
1. (0,5 puntos) Razonar si la funcién es continua en todoa la recta real.
2. (0,5 puntos) Razonar si f es derivable en toda la recta real.

3. (1 punto) Determinar el drea encerrada por la gréfica de f y por las
tres rectas y =8, x =0, x = 2.

Solucion:

1. Las dos ramas son continuas, el tnico punto en el que puede haber
discontinuidad es en z = 1:

lm f(z)= lim 2-2z)3=1

r—1~ r—1~
lim z)= lim z?>=1
z— 17+ f( ) T—1—

Como ademas f(1) = 1, podemos concluir que f es continua en R.
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L R S Ry
Como f'(17) # f/(17) = f no es derivable en z = 1.
3. .
S :/01(8—(2—96)3)61:3: 24—2963—1—6962 _
0
522/12(8—w2)d:1:: 8x—a§]j:137
17 17119 ,

Problema 2.4.2 (2 puntos)

1. (1 punto) Determinar los extremos relativos de la funcién f(z) = 22 —

4x 4 2. Dibujar su gréfica

2. (1 punto) Hallar las ecuaciones de las dos rectas tangentes a la gréfica
de f que pasan por el punto P(3,—5).

Solucion:

1.
f@)=a?—dz+2= fl(x) =220 -4=0= 2 =2

f"(z)=2= f"(2) =2 > 0= Minimo

Luego tiene un minimo en el punto (2, —2)

Se trata de una pardbola vertical con vértice en el punto (2, —2). Para
dibujarla tan sélo sera nesesario encontrar los puntos de corte con los
ejes:

Corte con el eje OX: hacemos f(z) = 0 = 22 —4r+2 = r =242
Corte con el eje OY: hacemos x = 0 = f(0) =2

Los puntos seran: (0,2), (2 —1/2,0) y (24 v/2,0).
2. La ecuacién de una recta que pase por (3, —5) es
y+5=m(x—3), vy fl(z)=2x—4
Si el punto de tangencia con la grafica es (a,b) tenemos

b+5=m(a—3), m=f(a)=2a—4 y b=a®—4a+2
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Vi
e
\ Syre5(2-5)
N#to corts(0,2) Vil

. .
bdo-Eaxte(0. 536,0) Pto Corte(3, 414,0)
7

(1,-1) 4
Miaino(2,-2) /
/
/

i
{(3,-5)

Los puntos de tangencia son: (1,—1) y (5,7). Ahora calculamos las
rectas tangentes en estos puntos

» En (1,—-1) la pendiente vale m = —2: y + 1 = —2(z — 1)
» En (5,7) la pendiente vale m = —2: y — 7 = 6(z — 5)

Problema 2.4.3 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones

111 A
11 A !
1 A1 !
V4
A1l 1

1. (1 punto) Discutirlo segtn los valores del pardmetro real A.
2. (1 punto) Resolverlo para A = —3.

3. (1 punto) Resolverlo para A = 1.

Solucién:
1.
1 1 1|
- 1 1 X|1 = 3 B _
A= 1y 11 , Al =B+AN)A=1)’=0= A=1, A=-3
A1 1)1
» Sid# 1y \#—2= Rango(A) = 4 #Rango(A) = SI.
= SiA=-3:
Vonol | |
A= v |1 1 —3|=-16#0
1 -3 1 1 1 -3 1
-3 1 1 1



Tenemos que Rango(A4) = 3 =Rango(A) =n° de incégnitas =

SCD.
» SiA=1:
1 11
— 1 11
A= 1 11
1 11
Tenemos que Rango(A4) = 1 =Rango(A) <n° de incégnitas =
SCI.
2. Si A = —3 quitamos la cuarta ecuacion y nos queda el sistema:
T+  y+ z= -3 rz=-1
z+ y+ -3zxz= 1 = q y=-1
r— 3y+ z= 1 z=-1

3. Si A = 1 tenemos que suprimir tres ecuaciones y nos queda z+y+z =
—3, se trata de un plano, en forma paramétrica serd:

T= —3— A —pu
y= A
z = ,u

Problema 2.4.4 (3 puntos) Sean las rectas

y—1 z+1 z=142X
r:x—2:T: 5 s:8 y=2-2X
N z =2\

1. (1 punto) Hallar k para que r y s sean coplanarias.

2. (1 punto) Para el valor anterior de k, hallar la ecuacién del plano que
contiene a ambas rectas.

3. (1 punto) Para el valor anterior de k, hallar la ecuacién de la recta
perpendicular comun a las rectas dadas.

Solucién:
1.
. u_;:(lvkv 2) u_>8:(17_172) DD _
T'{Pr(,l,l) s Py(1,2,0) P.P;=(-1,1,1)

1k -2
1 -1 2|=0=k=-1

-1 1 1

Si k£ = —1 las dos rectas son coplanarias.
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— _ —_ —>: -
ri{ur_§17_17 2) s:{us oY PPy =(-1,1,1)

P.( 1) Ps(1,2,0)
1 1 z—1
m:| -1 -1 y—2 |=0—= 2z+y—3=0
—2 2 z

3. Calculamos el punto de corte

r:¢ y=1-—2X $:8 y=2—p :>)\:_1’MZZ
z=—1-—2A z=2u
5 71
El punto es P (2, ~, ).
punto es (4,4,2>

El vector director de la recta es

i ik
W=uxu=]1 -1 —2|=-4(1,1,0)
1 -1 2

r=5/4+ A

@ =(1,1,0) -
t'{ P.(5/4,7/4,1/2) ,Z;Z;HA

2.5. Septiembre 2001 - Opcién A

Problema 2.5.1 (2 puntos) Determinar la ecuacion cartesiana de los pun-
tos del lugar geométrico de los puntos del plano tales que la suma de los
cuadrados de sus distancias a los puntos (0,0) y (1,1) es igual a 9. Si se
trata de una curva cerrada, calcular el area que encierra.

Solucion:

LLamamos 0(0,0), A(1,1) y P(z,y):

7
|O—F)’|:|ﬁ\:>x2+y2—x—y—§:0

11
Se trata de una circunferencia de centro (2, 2) y radio r = 2. Luego el 4rea

serd: S = mr? = 4w u?.
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Problema 2.5.2 (2 puntos) Sean A, B y C tres puntos del espacio tridi-
mensional que verifican la relacién

OB = —3CA

1. (1 punto) Calcular el valor que toma k en la expresion AC = kAB

2. (1 punto) Si A(1,2,—1) y B(3,6,9), hallar las coordenadas del punto
C' que cumple la relacién de partida.

Solucion:

1. Como@:@—{—mym:?)@:—3ﬁtenemos
AC = AB - 3AC — 4AC = AB = k= |

2. Volvemos a utilizar la propiedad triangular, para ello cogemos como
punto auxiliar el O(0,0,0) y el resultado del apatado anterior:

@:WIJrA_d:WHiE:(Lz—lHl(l 1,1> — <3 3 3)

4\272 27779

3.3
L Cl=,3, =
o 0 (35.3)

Problema 2.5.3 (3 puntos) Se consideran las funciones f(x) = 2% —2x+3,
g(z) =ax®+b

1. (1 punto) Calcular a y b para que las graficas de f y g sean tangentes
en el punto de abcisa x = 2.

2. (1 punto) Para los valores de a yb calculados en el apartado anterior,
dibujar las gréificas de ambas funciones y hallar la ecuacion de la recta
tangente comun.

3. (1 punto) Para los mismos valores de a yb, hallar el area limitada por
las gréficas de las funciones y el eje vertical.

Solucién:
1. Se tiene que cumplir que f(2) = g(2) y que f/(2) = ¢'(2):
f(2) =

Fla)=20—-2= f(2)=2, ¢(z)=2az= ¢(2)=4a

=4da+b

1
luego 4a =2 = aziybzl. Con lo que

2

s
= — ]_
g(x) 5 T
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2. En ambas funciones la pendiente en x = 2 vale m = f'(2) = 2y
el punto de tangencia comun a ambas funciones es (2,3). La recta
tangente es

y—3=2(x—2)

y-3=2(x-2)

3. El area buscada seria:

2 1,2 2 x?
S:/ 22 -2 +3—"—+1 d:E:/ — —2r+ 2| dz =
0 2 0 2

333 2
2 2
== - 2

4
:gu
0

Problema 2.5.4 (3 puntos) Sea el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

ar+ y+ 4z= 1
—r+ ay— 2z= 1
Y+ z= a

1. (1 punto) Discutir el sistema segin los valores del pardmetro a.
2. (1 punto) Resolver el sistema para a = 2.

3. (1 punto) Resolver el sistema para a = 1.

Solucion:
1.
a 1 411
A= -1 a —2|1 |, |[A|=d*+2¢a-3=0=—=a=1, a= -3
0 1 1| a
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» Sia #1ya# —3 = Rango(A) =Rango(A) = 3 = n° de
incégnitas = Sistema Compatible Determinado. (Solucién ini-

ca)
s Sia=1:
1 1 411
A= -1 1 -2]1
0 1 1)1

Como la segunda columna y la cuarta son iguales Rango(A) =
Rango(A) < n° de incognitas = Sistema Compatible Indeter-
minado. (Infinitas soluciones)

s Sia=-3:
-3 1 4] 1 3 1
A=| -1 =3 =20 L], | | S|/=10#£0=
0 1 1]-3
Rango(A) = 2 < pero el menor
-3 1
1 -3 1 |=-2840=—
0 1 -3

Rango(4) = 3.

Como Rango(A4) #Rango(A) = Sistema Incompatible. (No
tiene solucion).

2. Paraa=2
13
r= —-——
5
20+ y+ 4z= 1 3
—z+ 2y— 2z2= 1 = y= -
y+ z= 2 5
7
z = -
5
3. Paraa=1
r= =3\
{H yi 42: 1 = qy= 1-2A
y - 2z A
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2.6. Septiembre 2001 - Opcién B

1
14 et

Problema 2.6.1 (2 puntos) Sean la funcién f(t) =
1. (1 punto) Calcular / ft)dt

2. (1 punto) Se definen g(z) = / f(t)dt. Calcular h’mom
0 T—

x

Solucion:

1
ldx

1. Hacemos el cambio de variable 14+¢! =2 = el = ox—1ydt =

/#dt:/;dzlen
14 et z(x—1)

La descomposiciéon polindmica seria:

r—1

‘+C:t—ln]1+et+0

1 A B A(z — 1)+ Bx
x(x—1) x+m—1 x(x—1) (z—1)+ Bz

r=0— A=-1
r=1=— B=1

1 -1 1

z(x—1) xr x-—1

. g(x) [0]
lim —=— = |-
im 0
Podemos aplicar la Regla de L’Hopital para la resolucién del limite.
Para derivar g(z) aplicamos el Teorema Fundamental del Célculo y

z—0 T

nos queda:
1
lim g(ac):[O} — lm LT
z—0 X z—0 xT

Problema 2.6.2 (2 puntos) Sea P(z) un polinomio de grado 4 tal que:
» P(z) es una funcién par.
= Dos de sus raicessonz =1y z = V5.
= P(0) =5.

Se pide:

1. (1 punto) Hallar sus puntos de inflexién.
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2. (1 punto) Dibujar su grafica.

Solucién:
P(x) = az® 4 ba® + ca® + dx + ¢

» P(x) es una funcién par P(—x) = P(x):
a(—z) 4b(—z)3+e(—x)?+d(—x)+e = ar +bad +ea’ 4 drte = bad+dr =0
Luego P(z) = ax* + ca® + e

» Dos de sus raices son z = 1y z = v/5:

r=1= P(1)=0= a+c+5=0 a=
{ r=+v5= P(V5)=0= 5a+c+1=0 :{
» PO)=b=e=5
El polinomio es P(z) = z* — 622 + 5

1. Tenemos: P'(x) = 423 — 12z, P"(x) = 1202 — 12 y P"(x) = 24x. Para
obtener los puntos de inflexién igualamos la segunda derivada a cero:

P'(z) =122 —12=0= x = +1
Sustituimos en la tercera derivada:

P"(1) =24 # 0
P"(=1)=—24#0

Luego esta funcién tiene dos puntos de inflexién en los puntos (1,0) y
(—1,0).

2. La grafica sera la siguiente:

Calculamos sus maximos y minimos:
Pz)=42®-122=0= 2 =%+V3, =0
Por la segunda derivada

P'(0)=-12<0
P'(—V/3)=24>0
P"(/3) =24 >0

La funcién tiene un Méximo en el punto (0,5) y dos Minimos en los

puntos (—+/3,—4) y (v/3,—4).
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Méximo(0,5)

(-2.236,0) P, Inflex(-1,0) P, Inflex(1,0) (2,236,0) %

Minimo(-1,732,-4) Minimo(1,732,-4)

Ahora calculamos puntos de corte:
Con el eje OY : Hacemos x = 0 y tenemos (0, 5).
Con el eje OX : Hacemos P(z) = 0 y tenemos (v/5,0) y (—/5,0).

Problema 2.6.3 (3 puntos) Se considera el tetraedro cuyos vértices son
A(1,0,0), B(1,1,1), C(—2,1,0) y D(0,1,3).

1. (1 punto) Hallar el drea del tridngulo ABC'y el volumen del tatraedro
ABCD.

2. (1 punto) Calcular la distancia de D al plano determinado por los
puntos A, By C.

3. (1 punto) Hallar la distancia entre las rectas AC'y BD.
Solucién:

1. Tenemos:

AB = (0,1,1)

i j ok
1 V19
S=5l| 011 |:*|(—1a—373)|:TU2
-3 10
01 1
1 7
V==l -3 10|:aﬂ:6ﬁ
-1 1 3



AB = (0,1,1)
2. Construimos el plano 7 : AC = (—3,1,0)
A(1,0,0)
0 -3 -1
m:| 1 1 Y =0=m:2+3y—32—1=0
1 0 z
-9-1 1
d(D77r):yo+3 9-1 7 7/19

VIF9+9 V19 19

3. Calculamos las rectas r y s:

. ﬁ = (_37170) . ﬁ = (_11072) —
T'{A(l,O,O) S'{B(l,l,l) AB = (0,1,1)
01 1
[AB,AC,BD]|=|| -3 1 0||=7
-1 0 2
i j ok
IACx BD|=|| =3 1 0||=](2,6,1)] =41
-1 0 2
d(m)_\[ﬁ,mfﬁn_ T
’ |[AC x BD| V41 41
0 3 4
Problema 2.6.4 (3 puntos) Dada la matriz A = 1 —4 =5 | se
-1 3 4

pide:

1. (1 punto) Comprobar que verifica la igualdad A3 + I = O, siendo I la
matriz identidad y O la matriz nula.

2. (1 punto) Justificar que A tiene inversa y obtener AL

3. (1 punto) Calcular A0

Solucion:
1.
0 3 4 -1 0 1 -1 0
Al = 1 -4 —5 |, A%2= 1 4 4|, A= 0 —1
-1 3 4 -1 -3 -3 0 0

Luego A3+ 1=—-1+1=0.
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2. A4 1=0= A A=-]= A - (-A%) == A1 =42

1 0 -1
Al =—A%2=| -1 -4 —4
1 3 3
-1 0 1
3. Tenemos A' = A, A? = 1 4 4|, A =1, A* = —A,
-1 -3 -3
A5 = — A% AS = I... Dividiendo 100 entre 6 el resto es 4 luego

AlOO :A4 — _A.
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Capitulo 3

Ano 2002

3.1. Modelo 2002 - Opcién A

Problema 3.1.1 (2 puntos) Se considera una varilla AB de longitud 1.
El extremo A de esta varilla recorre completamente la circunferencia de
ecuacién: z? 4+ 32 — 4x — 2y + 1 = 0; la varilla se mantiene en todo momento
tangente a dicha circunferencia.

1. (1 punto) Determinar el lugar geométrico descrito por el extremo B
de la varilla.

2. (1 punto) Obtener la ecuacién cartesiana de dicho lugar geométrico.
Solucién:

1. Veamos un dibujo aproximado:

Como se puede ver en la figura el segmento CA = CA’ = r radio de
la circunferencia descrita por el punto A. El segmento AB = A’B’, ya
que la varilla suponemos que siempre es del mismo tamano. El dngulo
CAB = CA'B' = 90°. Luego los tridngulos formados por los puntos
ABC y A’B'C son iguales y, por tanto, CB = C'B’. En conclusién, el
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punto B recorre una circunfenecia de centro C' y radio R = CB, que
seria concéntrica con la dada en el problema.

2. La circunferencia #2 + y? — 4z — 2y + 1 =0 = C(2,1), r =2.

R=V\AB +r2 =15

La circunferencia que buscamos es de centro C(2,1) y radio R = v/5:
(x—22+@w—-12=5=a4+y> —4x—-2y=0

Problema 3.1.2 (2 puntos) Sean las rectas:

r—2y—6z2=1 z y—1
T §:1— = =z
z+y=0 2 a
1. (1 punto) Determinar la posicién relativa de r y s segin los valores de
a.
2. (1 punto) Calcular la distancia entre las rectas r y s cuando a = —2:
Solucién:
1.
— —
ur = (2,-2,1) s = (2,a,1) —
P.P,=(0,1,1
' {PT( 707_1/6) 0 PS( 7170 ’ e (07 ’ /6)
0 1 1/6
2
A=l2 2 1 |, 4= _0— a=—2
3
2 a 1

Sia# —2= |A| # 0 = las dos rectas se cruzan.

Sia=-2= @ =u; = (2,-2,1) y ademés el Rango(A) = 2,

ya que = —2 # 0, luego las rectas son paralelas.

1
2 =2
2. Cuando a = —2 hemos visto que las rectas son paralelas, luego

—_
P.P; x u; Va3
d(r,s) = d(Pros) = LR -
S




Problema 3.1.3 (3 puntos) Sea A una matriz cuadrada que verifica A% +
2A = I, donde I denota la matriz identidad.

1. (1 punto) Demostrar que A es no singular (det(A) # 0) y expresa A1
en funcion de A e I.

2. (1 punto) Calcular dos nimeros p y q tales que A3 = pI + qA

(11

cumple la relacién de partida, calcular el valor de k.

3. (1 punto) Si

Solucion:
1. Aplicamos la propiedad |A - B| = |A| - |B|:
A2 42A=T=—= (A+2DA=1= |A+20||A|=|I|=1

Si|Al =0= 0=1, lo que es imposible y, por tanto, la matriz A no
es singular (|A| # 0). Esto quiere decir que siempre tiene inversa:

A2 424 =1—= (A+2DA=1=— A ' =A+2I

2. A2=T-2A
AP =A%2 A=A—24A2=A -2 +4A = 2] +5A

Luegop=-2y q=>5.

s (1 k oo (1 E+2 ) (10
A_<l<: a1 ) T AT2A= e k+1)%2 )~ \o0 1

— k=-2

Problema 3.1.4 (3 puntos) Dada la pardbola y = 4 — 2%, se considera el
tridngulo rectangulo T'(r) formado por los ejes de coordenadas y la tangente
a la parabola en el punto de abcisa x = r > 0.

1. (2 puntos) Hallar r para que T'(r) tenga drea minima.

2. (1 punto) Calcular el drea de la regién delimitada por la pardbola, su
tangente en el punto de abcisa x = 1, y el eje vertical.

Solucion:
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1. La pendiente de la recta tangente en x = r es m = —2r, y la ecuacién

de esta recta sera:

y— (=1 =-2r(x—r)= 2ra+y—(4+1%) =0

La base del tridngulo que buscamos sera el corte de esta recta con el

eje de abcisas, haciendo y =0 = z =

4472
2r

La altura del tridngulo que buscamos serd el corte de esta recta con el
eje de ordenadas, haciendo z = 0 = y = 4 + 2.

La funcién a minimizar sera:

4+ 72
(44 1?) 212
_ _2r _ A+
S(r) = 2 B 4r

S,()7(4+r2)(37’2—4)702> L2

"= 4r2 B "= V3
(=00, =2/V3) | (=2/V/3,2/V/3) | (2/V/3,0)

S'(r) + — +
S(r) Creciente Decreciente Creciente

Luego la funciéon es minima cuando r =

2. El recinto es el siguiente:

2 2V3

V3 3

tangente y=-2x+5

(0,0)

La ecuacion de la recta tangenteen x = les2x+y—5=0— y =
—2x + 5. El 4rea es el comprendido entre esta recta y la pardbola en
el intervalo de integracién [0, 1]:

S = /01(—23;+5—(4—

2%))dz| = /Ol(ac2 — 2+ 1)dx| =
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1 1
== —1+1] =
‘3 +‘ 3"

3.2. Modelo 2002 - Opcién B

Problema 3.2.1 (3 puntos) Sean las matrices

1 0 -1 1 0 2
01 O 10 3

1. (1 punto) Calcular A~

2. (1 punto) Resolver la ecuacién matricial AX = BA.

Solucidn:
1.
210
At'=10 0 1
110
2. AX = BA=— X = A 'BA:
210 10 2 10 —1 0 4 1
X=|001 -1 10 -1 0 2 |= 1 3 -1
110 10 3 01 0 -1 2 2

Problema 3.2.2 (2 puntos) Sea la matriz

a=(13)

Para cada numero real O definimos la matriz B = A — OI, donde I denota

la matriz identidad 2 x 2.

1. (1 punto) Hallar los valores de O que hacen que el determinate de B

sea nulo.

2. (1 punto) Resolver el sistema

Para los diferente valores de O.
Solucion:
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2 -3 O 0 2-0 -3
B_A_OL‘<1—2>_<0 0)‘( 1-4—0)
|IB|=0?~-1= 0 =+1

2. Se trata de un sistema homogéneo

2-0 -3
BZ( ].4—0)

Por el apartado anterior tenemos que:

Si O # +1 = |B| # 0 = Sistema Compatible Determinado (solu-
ci6én unica). La solucién es la trivial z =y = 0.

Si O = £1 = |B| = 0 = Sistema Compatible Indeterminado
(infinitas soluciones):

» SiOo=1

tenemos z — 3y = 0 —

—
< 8
1l
> w
>

n Si0=-1

A
A

S
I

tenemosz:y:0:>{

Problema 3.2.3 (3 puntos) Sea la circunferencia de ecuacién z? + y? —
2v —4y+1=0.

1. (1 punto) Hallar su centro y su radio y dibujarla.

2. (1 punto) Hallar el punto de la curva, de abcisa cero, mas alejado del
origen; hallar también la recta tangente a la curva en ese punto.

3. (1 punto) Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto
P(3,0) razonando la respuesta.

Solucion:

1. El centro es C(1,2) y el radio r = 2
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2. Para encontrar el punto hacemos z = 0 = y?> — 4y +1 = 0 =
(0,2 ++/3) y (0,2 —/3). El punto més alejado es: (0,2 + v/3)

2xdx + 2ydy — 2dx — 4dy = 0 = (2y — 4)dy = — (22 — 2)dzx

_ V3

, dy 23:—2:>m
y_dCC_ 2y —4 3

3
Larectatangenteesy—2—\/§:\3[$=> V3r—3y—6—-3vV3=0

y
P
S

5

6(1’2)9

3. El dibujo es:

/\ =3
(3,2)
(3,0

y=0
(1,0)

Una de ellas es el eje de abcisa y = 0 y tendra de punto de tangencia
el (2,0), ya que el punto (3,0) estd en el eje de abcisas. La otra recta
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tangente que pase por este punto debe de ser x = 3, ya que el punto
de tangencia es el (3,2).

Problema 3.2.4 (3 puntos) Se considera la funcién f(z) = ze3®
1. (1,5 puntos) Estudiar y representar graficamente la funcién f.

2. (1,5 puntos) Sabiendo que el drea de la regién determinada por la
graficade fyeleje OX entrez =0y z =p (p > 0) vale 1/9, calcular
el valor de p.

Solucion:
1. Estudio:

» Dominio: Dom(f) = R

= Signo:

(—00,0) | (0,00)
f(z) - +

» Simetria: No hay f(—z) # f(z) y f(—z) # —f(x)
= Puntos de corte:

e Siz=0= f(0)=0=(0,0)

e Sif(zr)=0= z)=0=(0,0)

» Asintotas:

e Verticales no hay

e Horizontales:
3z

lim ze’ = o0
r—00
Yy =—x = si x — —00 entonces y — o0
» - C—y  [—oo |
Iim ze* = lim ye ¥ = lim —= = = lim — =0
T—s—00 y——00 y—00 e3Y 00 y—00 3e3Y

Luego hay una asintota horizontal en y = 0 cuando r —
—00.

e Oblicuas: No hay al haber horizontales.

1
» Monotonfa: f'(z) = e**Br+1)=0= z = —3

(=00, —1/3) | (=1/3, 00)
f'(=) - +
f(x) Decrece Crece
. . 1 1
La funcién presenta un minimo en el punto ~3 3.
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2
» Curvatura: f’(z) =3e3*(3z +2) =0 = x = ~3

(=00, —2/3) | (=2/3,0)
f"(x) - +
f(x) Convexa Céncava
. . s 2 2
La funcién presenta un punto de inflexion en <—3, —32>
e

= Representacion grafica:

y=0

P, Inflexién(-0.67,-0,09 (0,0)
astexsanl . ) Minimo(-0.333, -0, 122)

2. Veamos la figura:

y=0

(0,0 (0.p)

La integral se calcula por partes u = © => du = dz y dv = 3% dx —

1
v= -
3
3z 3x
3x xe 1 3x xe 13:): 390(5C 1)
de — _Z do — L3z _ z_ 1
/xe YTy T3] ¢ T T 379



c (3 9 39 P=3

3.3. Junio 2002 - Opcién A

Problema 3.3.1 (2 puntos) Calcular las edades actuales de una madre y
sus dos hijos sabiendo que hace 14 anos la edad de la madre era 5 veces la
suma de las edades de los hijos en aquel momento, que dentro de 10 anos
la edad de la madre sera la suma de las edades que los hijos tendran en ese
momento y que cuando el hijo mayor tenga la edad actual de la madre, el
hijo menor tendré 42 anos.

Solucioén:
Sea x la edad de la madre, y la edad del hijo mayor y z la del hijo menor:

r—14= 5( y+2z—28) r— by— Hz+ 126=0
z+ 10 = y+2+20 —=< z— y— 22— 10=0
x—42 = y—z r— y+ 2= 42=0

Multiplicamos la 2% ecuacién por —5 y la sumamos a la 1*:

{ T ooy 5xd 126=00 1760 s — 44

—5x+ bHSy+ Hz+ 50=0

Ahora por simple sustitucion en la 2% y la 3% nos quedaria:
y+z= 34 y =18
{ Yy—z= 2 — { z =16

Problema 3.3.2 (2 puntos) Calcular el rango de la matriz A segun los di-
ferentes valores del parametro real a:

N
I

\
—_
o

\
[
w

Solucién:

2 0 a 2
A= -1 0 -1 3
5 a+4 -4 -3
Es una matriz de dimensién 3 x 4 esto quiere decir que, el rango de la matriz
como mucho serd 3. Consideramos ahora las siguientes matrices:

2 0 a 2 0 2
A= -1 0 -1 A= —1 0 3
5 a+4 —4 5 a+4 -3
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2 a 2 0 a 2
Az = -1 -1 3 Ay = 0 -1 3
5 —4 -3 a+4 —4 -3

Calculamos sus determinantes:

Al =—(a+4)(a—2)=0= a=—-4a=2

As| = —8(a+4)=0= a=—4

|A3| =12a +48=0= a=—4

|A4| = (a+4)(B3a+2)=0—= a=-4a= —% El tinico valor de a que anu-
2 2o

. , 2
la todos los determinantes es a = —4. Ademds tenemos que | 1 3

Por tanto podemos concluir de la siguiente manera:
Sia=—4elrango de A es 2
Sia# —4 el rango de A es 3

Problema 3.3.3 (3 puntos) Se consideran las cénicas C y Cy cuyas ecua-
ciones cartesianas son:

O1:92% +16y* = 144 ; Cy: 927 — 16y = 144

1. (2 puntos) Identificar C; y Cs. Especificar, para cada una de ellas, sus
elementos caracteristicos: vértices, focos, excentricidad, y asintotas (si
existen).

2. (1 punto) Hallar una ecuacién cartesiana de la parédbola de eje hori-
zontal, abierta hacia la derecha y que pasa por tres de los vértices de
la cémica Cf.

Solucion:

L Cy 1922416y = 144 = 25+ s = 1 = 5+ = 1. Bs decir,
se trata de una elipse centrada en el origen con semieje mayor a =4y
semieje menor b = 3.

Por la igualdad fundamental tenemos que > + ¢ = a?> = ¢ =

Va2 =2 =416 -9 = V7.

Su excentricidad serd: e = £ = %.

Podemos concluir:
Focos: F'(—/7,0) F(V/7,0)
Vértices: (—4,0) (0,3) (0,—3) (4,0)

Excentricidad: e = %

Asintotas: Una elipse no tiene asintotas.
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. 2 2 2 2 . 2 2_

decir, se trata de una hipérbola donde a = 4, y b = 3, y se encuentra
centrada en el origen.
Para calcular los focos a? + 0> = > = c=+16+9=5

Para calcular la excentricidad: e = £ = %
Las pendientes de las asintotas serian: m = % = % ym' = —3 = —%
Teniendo en cuenta que estas asintotas pasan por el punto (0,0) las

rectas buscadas serian:

Podemos concluir:

Focos: (=5,0) (5,0)
Vértices: (—4,0) (4,0)
5
1

» Excentricidad: e =

= Asintotas:

. La ecuacién general de una pardbola con vértice en el eje de abcisas
y simétrica respecto a este eje es © = ay® + by + ¢, habra que calcu-
lar estos coeficientes con la ayuda de los tres puntos que nos ofrece el
problema.

Como pasa por el vértice (—4,0), (0,3), (0, —3) por sustitucién ten-
dremos un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:
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—4 = c
4
0= 9a+ 3b+ c :c=—4,a:§yb=0:x:_y2_4

4

0= 9a— 3b+ c 9

Problema 3.3.4 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real

definida por:
1

0=

1. (1 punto) Hallar la ecuacién cartesiana de la recta tangente en el punto
de inflexién de abcisa positiva de la gréafica de f.

2. (2 puntos) Calcular el érea del recinto plano acotado limitado por la
grafica de f, la recta anterior y el eje x = 0.
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Solucion:

1. Para encontrar los puntos de inflexién tendremos que ver los puntos
en los que se anula la segunda derivada:

N —2T
T = ap
" _ 6(x2 — 1)
P = sy

Es decir, tenemos que calcular los puntos que hacen f”(x) = 0. Como
el denominador (22 4+ 3)3 no se anula nunca, los puntos buscados son
aquellos que anulen el numerador, 22 — 1 = 0 = x = =+1, de estas
dos soluciones sélo nos interesa la positiva, que es la que nos pide el
problema. Si sutituimos este punto en la funcién obtendremos la or-
denada correspondiente: f(1) = i, luego la recta pedida pasara por el
punto (1, i) Para encontrar la pediente utilizamos la primera derivada

m=f'(1) = —% En conclusién, la recta tangente sera:
1 1
y—Z:—g(m—l):x+8y—3:0

2. El recinto pedido se calcularia mediante la integral siguiente:

/1 [3_@’_1} dae
0 8 243

Calculamos la integral

/ﬂi:’,d/m;/(i:?/t?ﬁl

7

w

_ V3

3 T
arctant = ? arctan —

V3

Hemos utilizado el cambio de variable % =t dx =/3dt
Luego:

/1{3—90 1 ]d 80 1 V3@ !
— r=|———— —arctan—| =
o | 8  22+3 8 16 3 V3,

5 V37

~ 16 18
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8.25383

B.18977

B.12652

B.063258

A.69246 I 1.3849 2.8774

3.4. Junio 2002 - Opcién B

Problema 3.4.1 (2 puntos) Hallar una ecuacién cartesiana del plano que
contiene a la recta 7:

r=14+t , y=—14+2t , z=1
y es perpendicular al plano 7:

2r4+y—2z=2.

Solucién:
Los datos que tenemos son los siguientes:

. 17;2(1,2,1) L N
7’.{ A(1,—1,0) Ty =(2,1,-1)

Es decir, para calcular el plano pedido tendremos los siguientes datos:

U_; = (17271)
™1 u—7>r — (2517 1)
A(1,-1,0)



La ecuacién del plano vendra dada por:

1 2 x—1
2 1l y+1 |=0=m:z2—y+2—-2=0
1 -1 z

Problema 3.4.2 (2 puntos) Los puntos A(1,1,1), B(2,2,2), C(1,3,3) son
tres vértices consecutivos de un paralelogramo.
Se pide:

1. (1 punto) Hallar las coordenadas del cuarto vértice D y calcular el
area de dicho paralelogramo.

2. (1 punto) Clasificar el paralelogramo por sus lados y por sus dngulos.

Solucion:

1. Los vectores que nos proporciona el problema son:AD = (L,1,1) y
BC = (-1,1,1).
Las coordenadas del punto que nos piden serdan D(xg,yo, 20). Como
BC = AD — (=1,1,1) = (mo — 1,yo — 1,20 — 1) y por tanto zp =
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0, yo = 2 29 = 2, el punto serd D(0,2,2). El drea del paralelogramo
viene dada por Area = ]/ﬁ X B?|
T F
ABxBC=| 1 1 1|=(0,-22)= Area=|AB x BC|=
-1 1 1

=22 422 =2V2

2. Primero comprobamos la longitud de los lados del paralelogramo, que
no sera otra cosa que calcular el médulo de los vectores AB y B

AB|=Vi+i+1i=v3 [BC|=vIi+ti+i=vV3

Es decir, los lados del paralelogramo son iguales, y por tanto, sélo
puede ser o un cuadrado o un rombo, para diferenciarlo calculamos el
angulo que forman dos de los vectores, y en el caso de que ese angulo

fuese 3§ serfa un cuadrado, mientras que en caso contrario serfa un

rombo. Cogemos AB = (1,1,1) y AD = (—1,1,1)

-14+1+1 1
oS Oy — T1X2 + Y1Y2 + 2122 _ + 1+ :7:>a7ég

Byl a3+ V3VE 3

Luego se trata de un rombo.

Problema 3.4.3 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema lineal de ecua-
ciones, dependiente del parametro real a:

T— Yy = 2
ar+ y+ 2z
z— y+ az= 1

Se pide:
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1. (1,5 puntos) Discutir el sistema segun los diferentes valores del parametro
a.

2. (0,5 punto) Resolver el sistema para a = —1.

3. (1 punto) Resolver el sistema para a = 2.

Solucion:

1. Sean las matrices A y A siguientes:

1 -1 0 1 -1 0 2
A=\ a 1 2 A=| a 1 2 0
1 -1 a 1 -1 a 1

Vamos a calcular los valores de a que anulan el determinante de A.

1 -1 0
Al=la 1 2|=d*>4+a=0=0a=0 a=-1
1 -1 a

Es decir, si a # 0 y a # —1 tendrfamos que Rango(A) = Rango(A) =
3 = n° de incognitas; el sistema seria compatible determinado.
Sia=0:

1 -1 0
= Tenemos A=1| 0 1 2 | donde podemos encontrar:
1 -1 0
1 —
‘O 1‘7&0:>Rang0(A):2
1 -1 0 2
» Tenemos A= | 0 1 2 0 | donde podemos encontrar:
1 -1 01
1 -1 2
0 1 0|=-1%#0= Rango(A) =3
1 -1 1

= En conclusién si a = 0 el sistema seria incompatible.

2. Sia=—-1:
1 -1 0
s Tenemos A= | —1 1 2 | donde podemos encontrar:
1 -1 -1
-1 0
1 9 # 0 = Rango(A) =2
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1 -1 0 2
» Tenemos A= | —1 1 2 0 | donde podemos comprobar:
1 -1 -1 1
2
0
1

1 0 -1 0 2
—1 1 0(=0 -1 2 =0 1 2 0|=0
1 -1 -1 -1 1
Es decir, Rango(A) = 2.
» En conclusién, si a = —1: Rango(A) = Rango(A) = 2 <n° de
incognitas = El sistema es compatible indeterminado.

3. Si a = —1 ya hemos visto en el apartado anterior que el sistema es

compatible indeterminado, resolvemos:

T— Yy = 2
—r+ y+ 2z= 0
rz— y— z= 1

Si a la primera le restamos la tercera nos queda z = 1 y si hacemos
y = A tendriamos el resultado:

— 2+ A
— A
=1

ISEENSI

. Si a = 2 ya hemos comprobado que el sistema seria compatible deter-
minado, resolvemos:

r— Yy = 2
20+ y+ 2z= 0
rx— y+ 2z= 1

Si a la tercera le restamos la primera tenemos: 2z = —1 — 2z =
1 r— y= 2 z= 1 .
—s = — Es decir:
5 {2:1:—1— y— 1 {y: _, Bsdecir
T = 1
y= -1
_ 1
F= 73

Problema 3.4.4 (3 puntos) Se considera la funcién:

z?4+3z+1 si > —1
p =
f(x) =
% st < —1
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1. (0,5 punto) Estudiar el dominio y la continuidad de f.
2. (1,5 puntos) Hallar las asintotas de la grafica de f.

3. (1 punto) Calcular el area del recinto plano acotado y limitado por la
grafica de f ylasrectasy=0x =1, x = 2.

Solucion:

1. Calculamos el dominio:

. 2 . :
» Si z > 1 tenemos que f(x) = % es un cociente de poli-

nomios, y en este caso el dominio serd todo el intervalo excep-
to en los puntos en los que se anula el denominador, es decir,
[—1,0) U (0, +00).

2x

» Si z < —1 tenemos que f(x) = =5, como en el caso anterior
tenemos que buscar puntos que anulen el denominador, y resulta
que no hay ninguno. El tnico plosible seria el * = 1, pero no
pertenece al intervalo de definicién, y por tanto el dominio seré:
(—o0, —1).

» En conclusién diremos que el dominio es: R — {0}.

Calculamos la continuidad:

La funcién f(x) es un cociente de polinomios por ambas ramas, y por
tanto continua salvo en los puntos en los que se anula el denominador,
es decir, los puntos en los que es posible que no sea continua serian en
x = —1 donde puede existir un salto y por supueto en « = 0, donde
como hemos visto anteriormente no pertenece al dominio.

s Enz=-1:
22 +3zx+1
1 = i =1
LA AT
2x
1 = 1, fry
:r:—1>r£ll— /(@) x—1>I£11_ r—1
lim f(z)= lim f(z)=f(-1)=1
z——1% r——1"
Luego f es continua en z = —1.
= Enxz=0: )
. Lo+ 3r+1
$lin0f(90) = Jm, x B

Luego no es continua en x = 0.

» En conclusién: La funcién f es continua en R — {0}.
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2. Asintotas verticales:

s Cuando z > —1:

2
3r+1
lim f(z) = lim zZror+l 00
r—0 r—0 x

Luego = = 0 es una asintota vertical en este intervalo.

= Cuando x < —1:
No hay ningtin valor de =z que sea menor de —1 que anule el
denominador, y por tanto, no hay asintotas verticales por esta
rama de la funcién.

Asintotas horizontales:
s Cuando z > —1:

. 2?43z +1
hm _— =

T—00 T

o

Luego no hay asintotas horizontales en este intervalo.
= Cuando z < —1:

, 2x
lim
rz——ocox — 1

=2

Luego y = 2 es una asintota horizontal en este intervalo.

Asintotas oblicuas:
Recordamos que y = ax + b es una asintota oblicua si

a= lim M

T—00

b= lim (f(z)— ax)

T—00

s Cuando z > —1:

2 4+3z+1
o= lm AP - oy Ty
Tr—00 Tr——>00 X
2
, , ¢ +3x+1 B
b=l (f(r) —ar) = tim (TFTEL )=
341
Jfm 2T 3
T—00 T

Luego en este intervalo habra una asintota oblicua en la recta
y=x+3.
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s Cuando z < —1:

2z
a= lim f@) _ lim 2=L —9

r—00 r—00
Luego no hay asintotas oblicuas en este intervalo.

3. El recinto comprendido entre las rectas x = 1 y x = 2 estd en el interva-
lo (=1, 400) donde la funcién es f(x) = % y como estd limitado
por la recta horizontal y = 0(el eje de abcisas) y la funcién, podemos
concluir con que su area vale:

/21:2+31:-|—1
1

1’2 2
— +3z+1In |:c\1 =
T 2

2 1
d:c:/(a:+3+—)dx:
1 x 1

4 1
:§+6+ln2—§—3—ln1:g+ln2

3.5. Septiembre 2002 - Opcién A

Problema 3.5.1 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

definida por:
x

0=

1. (1 punto) Determinar sus maximos y minimos relativos.

2. (1 punto) Calcular el valor de a > 0 para el cual se verifica la igualdad
a
/ fl@)de=1
0

Solucion:
1.
1— 22

f’(x)zmzoﬁ Tz ==+1

(oo, —1) [ (-1,1) [ (1,00)
f'(x) - + -

f(z) | decreciente | creciente | decreciente

Luego en el punto (—1, —1/2) tenemos un Minimo y en el punto (1,1/2)
tenemos un Maximo.

a

@z 1 9 1 9
/0 x2+1dx:§ln(x +1) 0:1:>§1n(a +l)=1=a=Ve?-1
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Problema 3.5.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real
definida por:
Vr—2 si z>2
flz) = _9)
z(r—2) si z<2
1. (1 punto) Estudiar su continuidad y derivabilidad.

2. (1 punto) Hallar la ecuacién cartesiana de la recta tangente a la grafica
de f en el punto (3,1).

Solucion:

1. Estudiamos en el punto z = 2:

Continuidad:
h’n;Jr f(z) = h’m2 Vr—2=0
h’n; f(z) = h’m2x(x -2)=0
f(2)=0
Como

lim f(x) = mh’m2f($) = f(2) = f es continua en x = 2

r—2"
Derivabilidad:
1 o
f’(x): 72%/@ si x>2
20— 2 st o x <2
f@27)=2 f@2") =
Como

f'(27) # f/(27) = f no es derivable en z = 2

2. Es en la rama x > 2:
f3)=1
1 1

2o "=

f'(w) = ;

1
y—1:§(x—3):>x—3y:0

Problema 3.5.3 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema de ecuaciones,
dependientes del parametro real A:

T+ oyt Az= A2
y— z= A
T+ Ay+ 2= A
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1. (1,5 puntos) Discutir el sistema segun los diferentes valores del parametro
A

2. (1 punto) Resolver el sistema en los caso en que sea posible.

3. (0,5 puntos) En el caso A = 2, indicar la posicién relativa de los tres
planos cuyas ecuaciones forman el sistema.

Solucion:
1.
1 1 x| A2
A= 0 1 —-1| X | = |A| =0 siempre
1 A 11 A

Si elegimos el menor

(1) 1 =1# 0 = Rango(A) = 2 siempre

Si elegimos el menor
)\2

11
01 A|=221-XN)=0=A=0A=1
1 A A

SiA=00A=1= Rango(A) =Rango(A) = 2 <n° de incégnitas y
el sistema es compatible indeterminado.

SiA#0y X\ # 1= Rango(A) = 3 #Rango(A) = 2 y el sistema
es incompatible.

2. SiA=0:
T =1
z+y=20
{ = =< y=t
y z=1
SiA=1:

z+y+z=1 v =2
4 B — ¢ y=1+t
y—z=1 z=1

3. Si A =2 el sistema es incompatible y no tiene solucién.

z+ y+ 2z= 4
y—  z 2
T+ 2y+ 2= 2

Los tres planos se cortan dos a dos
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Problema 3.5.4 (3 puntos) Se consideran las rectas

v _y—1_z2-3 r—=2 'y z+1
1 1 -1

1. (1 punto) Calcular la distancia entre r y s.

2. (1 punto) Hallar las ecuaciones cartesianas de la recta perpendicular
comun a r y s y que corta a ambas.

3. (1 punto) Hallar unas ecuaciones cartesianas de la recta que corta a r
y sy que pasa por el punto P(1,0,0).

Solucién:
1.
— —
= (1,-2,2) =(3,1,-1) —=——
P.P;=(2,-1,—4
T{R@La Py(2,0,-1) rFo=(2,-1,-4)
-1 —4
—_
PR, @@= 1 —2 2|/=|-35=35
3 1 -1
i j k
3 1 -1
[PPLwh,w)| 35 5v2
d(r,s) = u

@ <@ V2 2

2. La encontramos como interseccién de dos planos y para ello nos apoya-
mos en el vector perpendicular a ambas rectas u; = u, x ug = (0,7,7):

i = (0.7,7) a = (0.7,7) i,
il oar=(1,-2,2) m:{ w=(3,1,-1) t{;
PT(O,L?’) PS( aOa_l) ?
0 1 x
m:| 7 -2 y—-1|=0=4do+y—2z=-2
7 2 z-3
0 3 x—2
mo | 7 1 Y =0= 22 —-3y+32=1

7T -1 z+1

£ dr+y—2z=-2
"l 22—-3y+3z=1
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3. La encontramos como interseccién de dos planos:

PP, = (-1,1,3) PP, = (1,0,—1) i
™ ur = (1,-2,2) Ty : ;= (3,1,-1) ¢ { 7r1
P(1,0,0) P(1,0,0) 2
—1 1 z—-1
m e 1 -2 Y =0= 8z +5y+2=38
3 2 z
1 3 -1
mo : 0 1 Y =0=z—-2y+z2=1
-1 -1 z

8r+5y+2=8
t:
r—2y+z=1

3.6. Septiembre 2002 - Opcién B
Problema 3.6.1 (2 puntos) Hallar una ecuacion cartesiana del lugar geo-
métrico de los puntos del plano cuya diferencia de distancias a los puntos

A(0,3) y B(0,—1) es igual a 1. Identificar dicho lugar geométrico.

Solucién:
Sea X (z,y) un punto genérico, tendremos:

d(A, X) =/22+ (y —3)2, d(B,X)=/22+ (y +1)2

\/x2+(y—3)2—\/x2+(y+1)2:1
422 — 60y® + 120y — 45 =0

Se trata por definicion de una hipérbola.

Problema 3.6.2 (2 puntos) Para cada valor del parametro real a, se con-
sideran los tres planos siguientes:

m:rx+y+az=-2; m:x4+ay+z=-1; miar+y+z=3
Se pide:

1. (1,5 puntos) Calcular los valores de a para los cuales los tres planos
anteriores contienen una recta comun.

2. (0,5 puntos) Para los valores de a calculados, hallar unas ecuaciones
cartesianas de dicha recta comun.
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Solucion:

1.
z+ y+ azx= -2 1 1 a|-2
+ ay+ z= -1 A=]1 a 1]|-1
ar+ Y+ z= 3 a 1 1 3
— |Al=-ad®*+3a-2=0= a=-2, a=1
Sia# —2ya#1 el sistema es compatible determninado y los tres
planos se cortan en un punto.
Si a = —2 el RangoA =Rango(A) <n° de incégnitas con lo que el
sistema es compatible indeterminado, los tres planos tienen infinitos
puntos comunes. Como ademas no son planos coincidentes, tienen por
tanto, una recta comun.
Si @ = 1 tenemos que Rango(A) = 2 #Rango(A) = 1 y el sistema
es incompatible.
2. Sia=-2
T+ y— 2z= -2 xr=-5/3+A
x— 2y+ z= -1 = r:q y=-1/3+2A
—2z+ y+ =z= 3 z=A

Problema 3.6.3 (3 puntos) Sea A una matriz cuadrada de orden n que
verifica la igualdad A2 = I, siendo I la matriz identidad de orden n.

Se pide:
1. (1 punto) Expresar A~! en térmninos de A

2. (1 punto) Expresar A™ en términos de A e I, para cualquier nimero
natural n.

3. (1 punto) Calcular a para que A? =, siendo A la matriz:
1 1
Solucion:

1. A2=A- A=T— A=A"1
2. A=A A2 =1 A=A, A* =1, luego:

A — A si nesimpar
| I si nespar
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42 1 1 1 1\ (1 a+1) (10 .
“\ 0 a 0 a) \O a2 ] lo 1
{a+1:0:>a:—1

21— q=x1 0=

Problema 3.6.4 (3 puntos) Sea f(x) una funcién real de variable real, de-
rivable y con derivada continua en todos los puntos y tal que:

fO)=1; f)=2 [f(0)=3; f(1)=4
Se pide:

1. (1 punto) Calcular ¢'(0), siendo g(z) = f(x + f(0)).

2. (2 punto) Calcular 1lim 2(f(@)* = fla+1)

z—0 et —1

Solucion:
1.

g'(x) = f'(z+ f(0))(x + £(0)) = f'(z + 1)1+ f(0)) = f'(x + 1)4
JO0)=f(0+1)4=4-4=16

WP = fet ) 0]y AN/ e+

2. lim -
z—0 et

x—0 e —1

=38
0

82



Capitulo 4

Ano 2003

4.1. Modelo 2003 - Opcién A

Problema 4.1.1 (2 puntos) Determinar los valores de las constantes A, B,
C vy D para los cuales la grafica de la funcién real de variable real

f(z) = Asinz + Bx*> + Cx + D

tiene tangente horizontal en el punto (0,4) y ademés su derivada segunda
es f"(z) = 3sinz — 10

Solucioén:
f(0)=4= D=4

() = Acosz + 2Bz + C como f'(0)=0= A+C =0
f"(z) = —Asinzx +2B= A= -3, B=-5
Luego A=-3,B=-5,C=3y D=4
f(z) = —3sinz — 5x? + 3z + 4

Problema 4.1.2 (2 puntos) Calcular la siguiente integral indefinida:

2
4
/Ldm

22 —5x+6
Solucion:
x2+4 _ S5r — 2
22 —5x+6 +x2—5x+6
5. -2 A B A(x—2)+ B(x—3)
22—5x+6 =x—3 x—2 22 —5x+6

bx —2=A(x —2)+ B(z — 3)
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Sir=2=—8=—-B=— B=-8

Siz=3= 13= A= B = 13. Luego:

244 1
L:1+ 3 8
2 —bx+6 r—3 x-2
e+ 4
dr= [ d 13 dr — 8
/:c2—5:c+6 v / v /3:— v /a:—
’x_3‘13

Problema 4.1.3 (3 puntos) Sea M una matriz cuadrada de orden n que
verifica la identidad M? — 2M = 31, donde I denota la matriz identidad de
orden n. Se pide:

1. (1 punto) Estudiar si existe la matriz inversa de M. En caso afirmativo,
expresar M1 en términos de M e I.

2. (1 punto) Expresar M? como combinacién lineal de M e I.

3. (1 punto) Hallar todas las matrices de la forma M = < Z 2 ) que

verifican la identidad del enunciado.

Solucion:
1.

1
M? —2M =3I = (M —2)M = 3] = §(M—2)M:I:>

1

Mt=_(M-2)
3
2.
M? =2M + 31 = M? = (2M +31)M =
IM? 4+ 3M = 2M? 4+ 3M = 2(2M + 3I) + 3M = TM + 61
3.

o @ b a b\ [ a*+b? 2ab
S\ b oa b a | 2ab a® + b?

(30 9% 20\ [ 3+2a 9%
3”2M_<0 3>+(2b2a>< 2b3—|—2a>



a® + b? 2ab \ [ 3+ 2a 2b
2ab a?+0v? | 2b 3+ 2a

a? +b>=3+2a a=1,b=:=£2
{ 2ab — b =1 b=0, a=+l1
a b=0, a=3

Las matrices serian:

1)) () (o) (63

Problema 4.1.4 (3 puntos) Se consideran el plano 7 y la recta r siguientes:

-1 1
m:x+y— 2z = 6; r:x :g_z—k

2 3 -1

Se pide:

1. (1,5 punto) Hallar el punto simétrico de M (1,1, 1) respecto del plano
.

2. (1,5 punto) Hallar el punto simétrico de M (1, 1,1) respecto de la recta
7.

Solucion:

1. Calculamos una recta perpendicular a 7 que pase por el punto M (1,1, 1):

=1+ A
y=14+2A
z=1-—2\

Calculamos el punto de corte de esta recta con el plano 7:
I+A+(14+N)-2(1-20)=6=X=1

M'(2,2,-1)
Este punto es el punto medio entre M y el simétrico M":

_M“—i—M

M s = M =2M'—M = (4,4,-2)~(1,1,1) = (3.3, -3)

2. Calculamos un plano perpendicular a m que contenga al punto M:

20+3y —2+A=0= 243 -14+A=0= A= 4
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20 4+3y—2—4=0

Calculamos el punto de corte de este plano y la recta, para ello ponemos
la ecuacion paramétrica de la recta

=142\
y =3\
z=—1-=-A
1
2(1+2)\)+3(3)\)_(_1_)\)_4ZOZ>>\:ﬂ
8 3 15
/ — E— PR —
M <7’14’ 14)
Este punto es el punto medio entre M y el simétrico M":
M"+ M 8 3 15
M="—"— M'=2M' -M=2(=,=- -——)—-(1,1,1) =
2 (7’14’ 14) (1,1,1)

(9 _4 _22)
7T

4.2. Modelo 2003 - Opcién B

Problema 4.2.1 (3 puntos)Hallar todas las matrices X tales que XA =
AX, siendo A la matriz
11

SHICHERIEH
(o) =(re )

a=a+c=— c=0

c+d=d= c=0
a+b=b+d= a=d

Solucion:

La matriz buscada es de la forma

(5 2)

86



Problema 4.2.2 (2 puntos)Para cada valor del pardmetro real k, se con-
sidera el sistema lineal de ecuaciones:

r— y= 3
2c— 3y = 2k
3z— by= k>

Se pide:
1. (1 punto) Discutir el sistema segin los valores de k.

2. (1 punto) Resolver el sistema en los casos en que sea compatible.

Solucion:
1.
1 -1 3 1 _1
A= 2 -3|2k |, 5 _3 = —1 = Rango(A4) =2
3 —5|k?

Al = —k* 4+ 4k -3=0=—= k=1, k=3

Sik=10k=3= |4] # 0 = Rango(4) =Rango(A) = 2 = n°
de incégnitas y el sistema es compatible determinado, es decir, tiene
solucién unica.

Sik#1yk#3=Rango(A) #Rango(A) = Sistema Incompatible.
x— y= 3 )= 7
20— 3y= 2 y=4

r— y= 3 N r=3
22— 3y= 6 y=20

Problema 4.2.3 (3 puntos) Se consideran los puntos:

2.S5ik=1:

Sik=2:

A(1,1,1), B(0,-2,2) C(~1,0,2) D(2,—1,-2).
Se pide:
1. (1 punto) Calcular el volumen del tetraedro de vértices A, B, C'y D.

2. (1 punto) Calcular la distancia del punto D al plano determinado por
los puntos A, By C.

3. (1 punto) Hallar unas ecuaciones cartesianas de la recta que pasa por
D y es perpendicular al plano determinado por los puntos 4, By C.
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Solucion:

AB =(-1,-3,1) AC =(-2,-1,1) AD = (1,-2,-3)

1.
-1 -3 1| .
V=—|-2 -1 1 :§u3
1 —2 -3
2,
AB = (-1,-3,1) -1 -2 z-1
T E:(—Q,—l,l) —r:| -3 -1 y—-1|=0=
A(1,1,1) 1 1 z—1
204+ y+952—-8=0
4—1-10—8] 15 /30
d(D,m) = = = u
VEAFT+25 V30 2
3.
=215 _ ]I
=\ D@2,-1,-2) Ty Y= LEA
T z=—2+5A

Problema 4.2.4 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real
definida por:

fl@)=Ve+1-Vz
1. (1 punto) Hallar sus méximos y minimos relativos y sus asintotas.

2. (0,5 puntos) Hallar los puntos donde la gréfica de f tiene tangente
vertical.

3. (0,5 puntos) Representar gréficamente la funcién.

4. (1 punto) Calcular el drea del recinto plano acotado limitado por la
grafica de la funcidn, el eje OX y las rectas ¢ = —1, x = 1.

Nota: Para obtener las asintotas puede ser de utilidad la igualdad:

AS_BS

- B= " -
A A%+ AB + B?

Solucion:
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1. Monotonia:

(=00, —1/2) | (=1/2,00)
f'(z) + -

f(x) | creciente | decreciente

La funcién es creciente en (—oo,—1/2) y decreciente en (—1/2,00).

Luego en el punto (—%, \3/1) tenemos un Maximo.

Asintotas:

= Verticales: No hay
s Horizontales:
(Vr +1-/7) = [oo—00] =

1 r+1—zx
fm .
e—00 3(x + 1)2 4+ Y22(x + 1)2 + Va2

lim
r—>00
) 1
lim —— =
=00 x4+ 1)2 + Yo (x4 1)2 + Va?
Luego y = 0 es una asintota horizontal.

= Oblicuas: No hay

0

fl(a) =00 = {/a2(a+1)2=0=0a=0, a=—1
3. Representacion grafica

Maximo(-0.5,1,567401051)




4.3. Junio 2003 - Opcién A

Problema 4.3.1 (2 puntos) Calcular los siguientes limites (donde ”In”significa
logaritmo neperiano).

1. (1 punto) xh’;%m

Vi+z—Vi—2x
2. (1 to) I
(1 punto) Jim =
Solucién:
1. (1 punto)
—3sin(3z)
lm In(cos(3x)) _ [O} ~ lim cos'(Bx) ~ lim —3s¥n(3x) cos(2x)
z—0 In(cos(2z)) 0] z—0 —2sin(2x) 2—0 —2sin(2z) cos(3x)
cos(2x)
B {0] 3 m 3cos(3z) cos(2z) — 2sin(3z)sin(2z) 3 3 9
~ 0] 22—02cos(27) cos(3x) — 3sin(2x)sin(3x) 2 2 4

2. (1 punto)
lim Vi+r—Vid—x lim WVi+z—Vi-2)(Vi+z+Vi—x)
T—0 4z 20 dr(Vi+z++V4— 1)

B d+x—(4-2) 2z 1

Ii = =
xgl04x(\/4+1:—|—\/4—:c) xino4a:(\/4—l-x+\/4—x) 8

Problema 4.3.2 (2 puntos) Dada la funcién

0 — 8

1 — 26

fz) =

1. (1 punto) Encontrar los puntos de discontinuidad de f. Determinar
razonadamente si alguna de las discontinuidades es evitable.
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2. (1 punto) Estudiar sin f tiene alguna asintota vertical.
Solucién:

1. Los puntos en los que f es discontinua es en aquellos en los que se
anula el denominador, es decir, 1 — 25 =0 = z =1, = —1. Para
ver el tipo de discontinuidad calculamos el limite en estos puntos

, . w0 —a® 0 . 5at —8x7 . 2*(5 —8z3)
xlinlf(x) = Jm, 1—a6 {0] N xllnl —625 xhgll —625
. 5—8z% 1
lim ==
r—1 —06x 2

Luego la discontinuidad que hay en z = 1 es evitable.

5 8
T’ - —2
lim r)= llm ——=|—F|=-00
r——171 f( ) g——1+ 1 — 26 |:0+:|
5 8
-z —2
lim r)= lim ——=|—|=4x
rT—s—1" f( ) z——1— 1 — 1'6 |:0_:|
Luego la discontinuidad que hay en = —1 no es evitable.
2. Por lo visto en el apartado anterior x = —1 es una asintota vertical.

Problema 4.3.3 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones
(m+2)z+ (m—1)y— z=3
mx— y+ z2=2
T+ my— z=1
1. (1 punto) Resolverlo para m = 1.

2. (2 puntos) Discutirlo para los distintos valores de m.

Solucion:

1. Para m =1 el sistema queda de la siguiente manera

3r+ z=3
T— Y+ z2=2 =
z+ y— z=1

IS TN
Il
N W o w
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(m+2)z+ (m—1)y— z=3

mr— y+ 2 =2
T+ my— z=
m+2 m-—1 -1 m+2 m—1 -1 3
A= m -1 1 A= m -1
1 m -1 1 m -1 1
m+2 m—1 -1
A= m -1 1 |=-m(m+1)
1 m -1
m =0
_ 1) =
m(m + 1) O:{m:—l

» Cuando m # 0y m # —1 = |A| # 0 = RangoA =RangoA =
3 =n° de incoégnitas, luego en este caso el sistema es compatible
determinado.

» Cuandom =0 = |A| =0, y como el menor é :1 =-2#0
tenemos que Rango(A) = 2
2 -1 -1 3
A=10 -1 1 2
1 0 -1 1
-1 -1 3
El menor | -1 1 2 |=—1%# 0= Rango(4) =3
0 -1 1

En conclusién, cuando m = 0 = Rango(A) = 2 #Rango(A) =
3, luego en este caso el sistema es incompatible.

» Cuando m = —1 = |A| = 0, y como el menor 1 :? =
—3 # 0 tenemos que Rango(A) = 2
1 -2 -1 3
A= -1 -1 1 2
1 -1 -1 1
-2 -1 3
Elmenor | -1 1 2 |=1% 0= Rango(A) =3
-1 -1 1

En conclusién, cuando m = —1 = Rango(A) = 2 #Rango(4) =
3, luego en este caso también el sistema es incompatible.
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Problema 4.3.4 (3 puntos) Dadas las rectas en el espacio:

r—2 y—1 =z
T = =-
3 -2 1
z+1 y+2 z-1
S = =
2 -1 2

1. (1,5 punto) Hallar la distancia entre las dos rectas.

2. (1,5 puntos) Determinar las ecuaciones de la perpendicular comin a r

y s.
Solucién:
1.
. ur = (3,-2,1) ) w=1(2,-1,2)
’ Pr(2a170) ' Ps(_la 271)
ik
UW=uxus=3 =2 1 |==-3i—45j+k=(-3,-4,1)
2 -1 2
7| =v9+16+1=+26
P.Ps=(-1,-2,1)—(2,1,0) = (-3,-3,1)
3 =2 1
—_—
[m,m,PTPS} —| 2 -1 2|=2
-3 -3 1
Luego la distancia entre las dos rectas sera:
d( ) H:IT;,IT;,PTPS} 22
T,S = =
@ x ] V26
2.
ur = (3,-2,1) us = (2,—1,2)
m R w=(-3,—4,1) 7o w = (-3,-4,1)
P.(2,1,0) Py(—1,-2,1)
3 -3 -2
m:| =2 -4 y—-1|=0=2-3y—92+1=0
1 1 z
2 -3 z+1
me:| =1 -4 y+2 |=0=Tx—-8y—1124+2=0
2 1 z—-1

z—3y—92+1=0
Tr—8y—1124+2=0
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4.4. Junio 2003 - Opcién B

Problema 4.4.1 (2 puntos) Comprobar, aplicando las propiedades de los
determinantes, la identidad:

a’> ab b?
20 a+b 2b|=(a—0b)>

1 1 1
Solucion:
a? ab b2 a? ab — a? b2 — a2 b_a? B _ g2
20 a+b 2b|=|2a a+b—2a 2b—2a |= a a @ =
) ) : ) 0 0 —a+b 2b—2a
alb—a b—a)b+a a b+a
(b—a) ( 2(b)£a) )|:(b_“)2 1o |= @ Dab) = (b

Problema 4.4.2 (2 puntos) Encontrar un nimero real \ # 0, y todas las
matrices B de dimensién 2 x 2 (distintas de la matriz nula), tales que

sy )-u(5%)
(o) (3 0)-(su)(5%)

A +3y = 3x+9y N A=3)z=0
y= 3y y=0

Solucion:

Az +3h= 3z4+9h A=3)z=0
{ h= 3h :>{ h=0

En conclusion, A = 3 y © y z pueden ser cualquier valor que no cumpla
r=2z=0.
xz 0
B =

1. (1 punto) Dibujar la grafica de la funcién g(z) = e* — x

Problema 4.4.3 (3 puntos)

1
2. (1 punto) Calcular el dominio de definicién de f(z) = — y su
er —
comportamiento para r — o0y £ — —00.
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3. (1 punto) Determinar (si existen) los maximos y minimos absolutos de
f(x) en su dominio de definicién.

Solucion:

1. El dominio de g(x) = €* — x es todo R, calculamos los maximos y
minimos de esta funcién

Jr)=e"-1=0=¢e"=1=2=0
J'(x)=e" = ¢"(0)=1>0
Por el criterio de la segunda derivada tenemos que el punto (0,1) es

un minimo.

Observando la segunda derivada, nos damos cuenta que ¢’ (z) = e* >
0, Vx € R = la funcién es siempre céncava hacia arriba |J.

Su grafica seria:

Minimo(0,1)

1

et —x

fz) =

Como el denominador de esta funcién no se anula nunca tenemos que
el dominio de f(x) es todo R.

Por otra parte, si calculamos los limites

, , 1
, 1
thoo flx) = thoo e

Se pueden valorar estos limites ddndonos cuenta de que se puede des-
preciar e® frente x cuando  — —oo. Y por el contrario, se puede
despreciar x frente a e* cuando r — oc.

En conclusién, la recta y = 0 (el eje de abcisas) es una asintota hori-
zontal.
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1—e¢” .

e? +e*(x —4)+2

f(x) = @ 27 — f"(0)=-1<0

Por el criterio de la segunda derivada tenemos que el punto (0,1) es

un maximo.

Problema 4.4.4 (3 puntos) Dados el plano
mix+3y—z=1

y la recta
r+2 y-—1
S: =2 =

il
6 2 1

1. (1,5 punto) Hallar la ecuacién general del plano 7’ que contiene a r y
es perpendicular a .

2. (1,5 puntos) Escribir las ecuaciones paramétricas de la recta intersec-
cién de los planos 7, 7.

Solucion:
1. Datos:
u, = (6,2,1)
= (1,3,-1) r:] =62
Tou (737 ) r {PT(_27170)
1 6 z+2
7 3 2 y—-1|=0=7":50—-Ty—162+17=0
-1 1 z
2.
) x+3y—2—-1=0 N z+3y=1+=2 N
| b —Ty—162+17=0 br — Ty =—17+ 162
5
=_—24 2.\
x —1-2
1
=1—=-)
Y 2
z=A\




4.5. Septiembre 2003 - Opciéon A

Problema 4.5.1 (2 puntos) Dados los puntos A(1,0,1) y B(0,2,0), y el
plano m = x — 2y — 2z — 7 = 0, determinar el plano que es perpendicular al
plano 7 y pasa por los puntos A y B.

Solucién:

= (1,-2,-1)

AB = (-1,2,-1)

1 -1 x
7=]-2 2 y-2|=0=22+y—2=0
-1 -1 z

Problema 4.5.2 (2 puntos) Dadas las rectas:
r—1 y+1 z—k

T

-1 1 1
5 T— y+ z=3
] 3x+ z=1

1. (1 punto) Hallar el valor de k para que las dos rectas estén contenidas
en el mismo plano.

2. (1 puntos) Para el valor de k obtenido en el apartado anterior, deter-
minar la ecuacién general del plano que las contiene.

Solucion:

Uy =

W o~
O = .

k
1 |=—i+2j+3k=(-1,2,3)
1

Si en la recta s hacemos x = 0 obtenemos un sistema de dos ecuaciones
con dos incégnitas con el resultado de y = —2 y z = 1, luego un punto
de la recta serfa Ps(0,—2,1).

") P(1,-1,k) %) Pu(0,-2,1)

El plano 7 que buscamos contiene a las dos rectas:

@ =(-1,1,1) 1 -1 z—1
) o — _
T uy=(-1,23) =a=| 1 2 y+1|=0
P(1,-1,k) 1 3 -k
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—x—-2y+z—1-k=0=z+2y—2z+1+k=0
Como este plano contiene al punto Ps(0, —2, 1) sustituimos en el plano
0-4—-1+1+k=0=Fk=4
2. El plano buscado es:
r+2y—2+5=0
Problema 4.5.3 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones

3z+ 4dy+ 32=9
max+ 2y+ z=05
z+ y+ z=2

1. (1,5 puntos) Determinar los valores de m para que el sistema dado

tenga solucién tnica.

2. (1,5 puntos) Resolverlo para m = 1.

Solucion:

3z+ 4dy+ 3z=9
mx+ 2y+ 2=15
T+ y+ z2=2

3 4 3 3 4 3 9
A= m 2 1 A= m 2 1 5
1 1 1 1 1 1 2
3 4 3
Aj=|m 2 1|=-m+1=0=m=1
1 11

Sim # 1= |A| # 0 = RangoA =RangoA = 3 =n° de incdgnitas,
luego en este caso el sistema es compatible determinado.

2. Para m =1 el sistema queda de la siguiente manera

3z+ 4dy+ 32=9
z+ 2y+ z2=5
4+ Y+ z2=2

Tenemos

N

Il
— = W
— N
— = W

|

Il
— = W
— N
— =W
N Ot O
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Rango(A) = 2 ya que 1 ? =—1#0.

Calculando todos los determinantes posibles que se pueden hacer de
orden 3 en la matriz A, comprobamos que se anulan todos ellos, y por
tanto, RangoA = 2.

En conclusién, si m = 1 Rango(A) =RangoA = 2 <n° de incégni-
tas, luego es este caso el sistema es compatible indeterminado.

Por el menor escogido anteriormente, podemos eliminar la primera
ecuacién y nos queda el siguiente sistema:

r= —-1-t
x4+ 2y+ z=5 N _ 3
o+ oyt z=2 Z: ,

Problema 4.5.4 (3 puntos) Sea la funcién

sin x

fz) =

- 2—cosx
definida en el intervalo cerrado y acotado [—27, 27]. Se pide:

1. (1 punto) Calcular los puntos del intervalo dado donde f alcanza sus
valores maximo y minimo absolutos.

2. (1 punto) Dibujar la gréfica de la funcién f en el intervalo dado.

/07r/3 f(z)dx

3. (1 punto) Calcular

Solucién:
1.
2 -1 1
f/(l‘):%:0:>2COS:E—1:0:>COSI‘:§:>
5 5
Luego x = z, T = i, — y T = —?W son los tnicos posibles

extremos en el intervalo de definicién.
Vamos a recurrir a la segunda derivada.

_ —2sinz(1 + cosx)

f(@) = (2 — cosx)?
()4
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/)~
(%)~

3
Luego la funcién presenta dos méaximo en los puntos <g, \3f> y

57 /3
"33

9
()4

s 3
Luego la funcién presenta dos minimos en los puntos (—3, —\f> y

3
bm V3
37 3
. Para dibujar la grafica voy a calcular los puntos de corte:
Si z = 0 tenemos que f(0) = 0= (0,0)
Si f(z) = 0 tenemos que
sin x

—— =0=sine=0=ax=7m, *=—7
2 —cosx

Luego tenemos los puntos (m,0) y (—,0).

Si tenemos en cuenta que la funcién es impar:

. Para resolver la integral hacemos un cambio de variable

t=2—cosx = sinxdx = dt
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(/3,0.577) Nax imo

)

-4 ] -2 -1 1 2
0.0

Miaimo (-/3,-0.577) L5
-2

-3

a

— COST

i 1
/f(x)d:v:/;&daz:/gdtzlnw—|—C’=ln|2—cosx|+C’

Luego la integral pedida valdra:

/3 /3 ;
(m)da::/ Slidmzlnﬂ—cosx\]g/g:lng
0

0 2 —cosx

Problema 4.5.5 (3 puntos) Dado el plano

m:x+y+z2=0

y la recta
r—1 y z+4+1
T ==
1 2 2

se pide:

1. (1 punto) Calcular el punto @ en el que se cortan el plano 7 y la recta
r.

2. (2 puntos) Encontrar un plano 7/, paralelo a , tal que el punto @’ en

el que se cortan el plano 7’ y la recta r esté a distancia 2 del punto Q
hallado en el apartado anterior.

Solucion:
1.
7= (1,2,2) z= 14t
Ty p (1,0,—1) = r:q y= 2t
AT z= —142t

14+t+20—1420=0= t=0=> Q(1,0,—1)

2. Calculamos una esfera de centro Q y radio 2: (z—1)2+y?+(2+1)% = 4;
esta esfera corta a la recta r en dos puntos Q' y Q":

2
2+ 42 + 42 =4 — t:i§
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2 54 1
Sit= 3 == Q' <3, 3’ —3), y un plano que sea paralelo a m y con-
tenga a este punto serd n':

5 4 1 8
T I NP PR .
373737 — 3

8
w':z+y+z—§:O

2 1 4 7
Sit= —3 = Q" <3,—3,—3>, y un plano que sea paralelo a 7 y
contenga a este punto serd «”’:

1 4 7 10
,,,,, A=0— \= ——
3 3 3+ 0 3
10
7r’::1c—|—y—|—z—§:0

4.6. Septiembre 2003 - Opcién B

Problema 4.6.1 (2 puntos) Un mayorista del sector turistico vende a la
agencia de viajes A, 10 billetes a destinos nacionales, 10 billetes a destinos
extranjeros europeos comunitarios, y 10 billetes a destinos internacionales no
comunitarios, cobrando por todo ello 12.000 euros. A una segunda agencia
B le vende 10 billetes a destinos nacionales y 20 a destinos internacionales
no comunitarios, y cobra 13.000 euros. A una tercera agencia C le vende 10
billetes a destinos nacionales y 10 a destinos extranjeros europeos comuni-
tarios, cobrando 7.000 euros. Se pide:

1. (1,5 puntos) Hallar el precio de cada billete.

2. (0,5 puntos) Por razones de mercado, el mayorista se ve obligado a
bajar un 20 por ciento el precio de todos los billetes nacionales. Hallar
en qué porcentaje debe incrementar el precio de todos los billetes ex-
tranjeros europeos comunitarios (suponiendo que mantiene constante
el precio de todos los billetes internacionales no comunitarios) para
mantener constantes sus ingresos totales por las ventas a las tres agen-
cias.

Solucion:

1. z = precio de un billete con destino nacional.
y = precio de un billete con europeo comunitario.
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z = precio de un billete con internacional no comunitario.

10+ 10y +10z = 12000 z+ y+ z= 1200
10x+ 20z = 13000 = ¢ z+ 2z= 1300 =
10z+ 10y = 7000 T+ oy = 700
x = 300
=< y =400
z = 500

2. Si el precio de los billetes nacionales bajan un 20 por ciento costarian
0,8 - x = 240 euros, por lo que hay que subir el precio de los billetes
europeos comunitarios en 300 — 240 = 60 euros, lo que significa que el
nuevo precio seria de 400 + 60 = 460 euros, lo que supone una subida
de estos billetes del 15 por ciento. (400(1 +t) = 460 =t = 0, 15)

Problema 4.6.2 (2 puntos)

1. Sean A y B dos matrices invertibles que verifican la identidad A4+ B =
AB. Comprobar que entonces se tiene la férmula:

(I-B)'=-B'A

(Donde I denota la matriz identidad).

11

hallar la matriz B para la cual se verifica A + B = AB.

2. Dada la matriz

Solucion:

1. A+ B=AB—A+B-AB=0— A—-AB=-B—
AI-B)=-B= -AI-B)(I-B)'=B(I-B)!'=
B(I-B)y'=-A= B 'Bl-B)'=-B'4A=

(I-B)'=-B"'A

T
z

SRS

2. LLamamos B = (

-1 1 AN —r+z —y+h
2 —1 2 h ) \ 20—z 2y—h
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Tenemos:
r—1=—-x+=z . =0
24 z=2x—z z=—1
y+1l=—-y+h h=0
{ At h=2y—h :>{ y=—1/2

0 —1/2
(47

Problema 4.6.3 (3 puntos)Sea la funcién f(z) = 2x|4 — x|.

Luego

1. Estudiar su continuidad y su derivabilidad.

2. Dibujar su gréfica.

3. Calcular el area del recinto acotado por la grafica y = f(x), las rectas
x=0,x=2>5,yel eje OX.

Solucion:

_ 2¢(4—x) si 4—x>0
f(@_{ —2x(4—2) si 4—x2<0

x(4 — si o x<4

x(4 — si x>4

lim f(r) = Jim (204~ x)) =0
lim f(:U) hm ( z(4—x)=0 =

r—4—

F(4) =
) Lm f@) = tm f(z)= 7

Luego la funcién es continua en = = 4, y por tanto, en todo R.

roon 8—4dr si x<4 4~ ): -8
f(x)_{—8—|—41: siox>4 :>{f’( =8

fl47) # f/(47)
Luego la funcién no es derivable en z = 4, pero si es derivable en

R— {4).

104



2. Para dibujar el recinto estudiamos la grafica de cada rama por sepa-
rado:

f(z) =8z — 222 si x € (—o0,4]

flx)=8-4dzx=0=2=2

17(2) = =4 = (2,8) es un méximo.

Si hacemos f(z) =0 = (0,0) y (4,0), como puntos de corte.

f(x) = =8z + 222 si x € (4, +00)

f'(z) = =8+ 42 =0 = x = 2, que no estd en el intervalo (4, +00).
En este intevalo la funcién es siempre creciente, es decir, f'(z) > 0

cuando z € (4, 400).
Con estos datos estamos en condiciones de dibujar la grafica:

18 5
HMaximo(2,80

3. A la vista de la gréafica podemos entender facilmente de que recinto se
trata.

. 4 5
Area = /0 2z(4 — x)dx + A (—2z(4 —z))dx =

4 5
= / (8x — 22%)dx + / (=8 + 22%)dx = 26 u?
0 4
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Capitulo 5

Ano 2004

5.1. Modelo 2004 - Opcién A

Problema 5.1.1 (2 puntos)

1. (1 punto) Calcular el limite de la sucesién cuyo término general es
(3n —1\*"

3n

2. (1 punto) Sean las funciones F(x) = / \/5+et' dt, g(x) = 2. Cal-
J1
cular (F(g(x)))'.

Solucion:
1.
, 3n — 1)\2" o A\
din (F5) =h¥1=
A= lim 2n(3”_1 _1) — i 22
T—00 3n z—o0 3n 3
lfm (3”_1)2n -2/3
T—00 3n
2.

F'(z) =1\/5+er", ¢(z)=2z

Por la regla de la cadena:



Problema 5.1.2 (2 puntos) Dada la funcién

et —1

si x#0

a si =0

1. (1 punto) Determinar su dominio, y calcular los limites laterales cuan-
dox — 1.

2. (1 punto) Estudiar su continuidad, y hallar el valor de a para el que
f es continua en = = 0.

Solucion:
1.

’~2=0= 2=0, 2=1= Dom(f)=R—{1} en2z =0 f(0)=a

Los limites laterales pedidos son:

3 e —1

lim 5 = 400
r—1t x° — X

3 e —1

lim = —00

—l1- 22 — 1

2. En x = 1 hay una discontinuidad inevitable por el apartado anterior.

Enxz=0: " 0 .
e’ — e
lim = [} = lim =-1
—0x2 —x 0 z—02x — 1
Para que f sea continua en ese punto a = —1.

Problema 5.1.3 (3 puntos) Discutir segin los valores del pardmetro A, y
resolver en los casos que sea posible el sistema:

6z+ dy+ 2 z= 2
Az+ y— z= 2
dx+ 3y+  3z= 2A

Solucion:
6 4 2)\] 2
A= X1 1| 2|, |A=2BN2-11A4+8)=0= A=1, A=8/3
5 3 3]2x

SiA#1y X #3= |Al # 0 = Rango(A) =Rango(A4) = 3 = n° de

incognitas y el sistema es compatible determinado, es decir, tiene solucion
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Unica.

SiaA=1:

|
Il
= o
W =
w
ORI

=2 # 0 = Rango(A) =2

= —12# 0 = Rango(4) =3

W A
|
W =N
RO N

Luego el sistema es incompatible.
SiA=8/3:
6 4 16/3| 2
A=18/3 1 -1 2
5 3 3 |16/3
| 8/2 411 :—%4750:>Rango(/l):2

4 16/3 2 968
1 -1 2 :—?7&0:>Rango(ﬂ):3
3 3 16/3

Luego el sistema es incompatible.

Sélo es compatible en los casos A # 1 y A # 3, resolvemos por Cramer:

2 4 2)
2 1 -1
o2 3 3] 2(W2 - +3)
TTOBN 1IN +8)  3AZ—11A+8
6 2 2\
A2 1
5 2x 3] 2x3—7Ta+413
YT OBN 1A +8)  3AZ_1IA+8
6 4 2
A12
5 3 2\ 402 — 9N +3

Zz = =

T 2302 —11A+8) 3A2—11A+8

109



Problema 5.1.4 (3 puntos) Dado el plano:
m:x4+y+az+1=0

y las rectas

r=1 =2 r=3
r y = iy =2t "l y =3t
z=t z=1 z=t

Se pide:

1. Calcular el valor de a para que los puntos de corte del plano 7 con las
rectas r, ' y r” estén alineados (1,5 puntos).

2. Calcula las ecuaciones de la recta que pasa por esos tres puntos (0,75
puntos).

3. Calcula la distancia de dicha recta al origen (0,75 puntos).
Solucidn:

1. Sea A el punto de corte de r con 7:

2 2 2
— A1, —— =
a+1 <’ a+1’ a+1>

Sea A’ el punto de corte de r’ con T

l4+t+at+1=0= t=—

2 6 3
2+2%Hn+1:0:$t:—::1¥<1_,_ )
a+2 a+2 a+2
Sea A” el punto de corte de r” con 7
; 12 4
343ttat+1=0= t=— A (3
a+3 a+3 a+3
Z?:(L— otz ol )
(a+1)(a+2) (a+1)(a+2)
m _ (1 _ 6a + 6 B a—1 )
T a+3)a+2) (@+3)a+2)
Para que estén alineados los tres puntos:
— 4a + 2 6a + 6
AN = A4 — ot = ot = a=0 a=1

(a+1)(a+2) (a+3)(a+2)
Sia=0:
AAT = (1,-1,1/2) # /A" = (1,-1,-1/6)

Esta solucién no vale.

a=1: N N
AA'=(1,-1,0) = A’A”

Luego cuando a = 1 los tres puntos estan alineados.
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2. La recta h que une estos puntos:

r=1+t
. u_)h:(L_lvO) . _ 1
h'{A(l,—l,—l) — h: z:_i t

a0 p = [OAx @ _ |11 x (L-L0)] V2

5.2. Modelo 2004 - Opcién B

Problema 5.2.1 (2 puntos) seconsideran las rectas

Jr—y=2 ) 22—-2+4+2=0
"V 2w—z+1=0 ] 2y —mz=6

1. Hallar el valor de m para que r y s sean paralelas.

2. Para el valor de m obtenido en el apartado anterior, determinar la
ecuacién del plano que contiene las rectas r y s.

Solucion:
1.

PP, = (1,5 1)
/2 m/2 1]
1 1 2 zi(m—l):o:mzl
1 5 —1

Cuando m = 1 los vectores directores de las rectas r y s coinciden,
luego para este valor las rectas son paralelas.

2.
7 =(1,1,2) 11 z
m:q v=(1,5,-1) =7w:|1 5 y+2|=0= 11lz—-3y—42-2=0
P(0,-2,1) 2 1 z-1
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Problema 5.2.2 (2 puntos) Calcular las ecuaciones parametricas de la rec-
ta que pasa por el punto P(3,—1,0) y corta perpendicularmente a la recta

r =342\
r:Q y=4+X
z=54 3\

Solucion:

Un plano perpedicular a esta recta y que contenga al punto P sera:
m:2r+y+324+4A=0—=6—-1+A=0= A= -5

T:2x+y+32—-—5=0

Este plano corta a la recta r en el punto P’

1
93+ 20) 44+ A+3(543)) —5=0= A=

7
118 5

Pl-= =2

(7’7’7)

—= 118 5 22 25 5
P/P: _1 — —_——, — ., — g -
(37 70) ( 77 7 Y 7) ( )

A L 4
22
=3+ 2N
T +7
/ 22 25 _ 5
P(3,-1,0) 7
5
=2
=Ty

Problema 5.2.3 (3 puntos) Se considera la funcién :

Se pide:
1. (1 punto) Calcular sus puntos criticos en el intervalo abierto (—m, ).

2. (1 punto) Calcular los extremos relativos y/o absolutos de la funcién
f(z) en el intervalo cerrado [—, 7).

3. (1 punto) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la
funcién f(z) en el punto (7/4, f(mw/4).
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Solucion:

1. 1 +sin?z # 0 siempre => no hay puntos criticos.

La funcién es par.

2.
—2sinx cosx
/ .
r)=————5—>=0=—= —2sinxcosz =0
@) (1+ (sin® z))2
smr=0— =0, r=—-—m, =7
—2sinxcosz =0 = s T
cosr=0— r=—- r=——
2 2
(=m—=3) | (=30 | (0,3) (5.7)
f'(z) — + — +
f(x) | decreciente | creciente | decreciente | creciente
En los puntos de abcisa £ = 0, x = —7 y x = 7 la funcién presenta un
Méximo.
. ™ . s
En el puntos de abcisa z = —3 y en el punto de abcisa ¢z = — la
funcién presenta un Minimo.
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Problema 5.2.4 (3 puntos)Se considera el siguiente sistema lineal de ecua-
ciones, dependiente del parametro real a:

z+ 3y— az= 4
r+ ay+ 2= 2
z+ 4dy— dz= 6

Se pide:

1. (2 punto) Discutir el sistema segun los diferentes valores del pardmetro
a.

2. (1 punto) Resolver el sistema en el caso de que tenga infinitas solu-

ciones.
Solucion:
1.
1 3 —al4
A=|1a 1|2 |, [Al=d’>-9%+14=0=0a=2, a=T7
1 4 5|6

Sia#1o0a# 3= |A] # 0 = Rango(A) =Rango(A) = 3 = n°
de incégnitas y el sistema es compatible determinado, es decir, tiene
solucién tnica.

Sia="T:
1 3 -7|4
A=[1 7 1]2
1 4 516
- 4 = Rango(A4) =2
17
1 3 4
1 7 2|=10+# 0= Rango(4) =2
1 46
Como Rango(A) # Rango(A)Rango(A) = el sistema es incompati-
ble.
Sia=2:
1 3 -2|4
A=|1 2 112
1 4 =516
1 g = —1 = Rango(4) =2
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1 3 4
A1l =|A] =0, |A2]=|1 2 2|=0
1 4 6
1 -2 4 3 -2 4
A3l=]1 1 2[=0, |A4=|2 1 2|=0
1 -5 6 4 -5 6

Luego Rango(A) = 2 =Rango(A4) <n° de incégnitas = El sistema es
compatible indeterminado, es decir, admite infinitas soluciones.

2. Por el menor elegido cuando a = 2 para discutir el Rango(A) pode-
mos decidir que la tercera ecuacién es combinacién lineal de las dos
primeras, por tanto, el sistema a resolver es:

r=-2-—-"TA
z+ 3Jy— 2z= 4 N
T+ 2y+ 2= 2 L=\

5.3. Junio 2004 - Opcién A

Problema 5.3.1 (2 puntos) Calcular la base y la altura del tridngulo isésce-
les de perimetro 8 y area maxima.

Solucion:

» ¥
5
Ryl x2
z-h 2
S g i TH2y=8 v
2 _ z?
ry/y? — &
S(z) = 5 L —avi—z



8 — 3z

S/ = — = 0 — =
@)= i=s v
—88 + 21 8 3v3
S”(;U) _ + 21z : s () _ _7\[ <0
16(4 —z)vV/4—=x 3 4
(. . 8 8
Luego se trata de un maximo. Si x = 3 =y = 3 y, por tanto se trata de
4v3
un triangulo equildtero. Su altura sera: h = \3[

Problema 5.3.2 (2 puntos) Se considera la funcién

(22 —1)?
422 +1

fz) =

1. (1 punto) Calcular las asintotas, el maximo y el minimo absolutos de
la funcién f(z).

1
2. (1 punto) Calcular/ f(z)dx
0

Solucion:

1. a) Asintotas:

» Verticales: No hay (el denominador no se anula nunca)
» Horizontales:

2z —1)?

= Oblicuas: No hay al existir horizontales.

b) Extremos:

, 422 —1)(2z +1 1 1
fla) = (@ﬂﬁn2)::$:2’x:_2
(_007_1/2) (_1/27 1/2) (1/27+OO)
x+1/2 — + +
x—1/2 - - +
f(x) + - +
crece decrece crece

1
Luego en el punto (—2, 2) la funcién tiene un maximo y, por el

contrario, en el punto (2, 0) la funcién tiene un minimo.
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2—1 4x* — 14 1
/(m /x T+ do —

4x2+1 4z2 + 1

4z 1 9
_/(1_4x2+1> dm-x—iln(élx +1)+C

1

1 (22 —1)2 1 1
L de=2—=-In(4z®>+1)| =1—=In5
/0 2] = 2n($+)}0 5 In

Problema 5.3.3 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones

(1—a)z— 2y+ 42=0
z— (14+a)y+ 2=0
—z+ ay— 2z=0

1. (1,5 punto) Estudiar su compatibilidad segtin los valores del parametro
a.

2. (1,5 puntos) Resolver el sistema anterior cuando sea compatible inde-
terminado.

Solucion:

1. Sea la matriz

1—a -2 4
A= 1 —(1+4a) 1 |=Al=-a—-3=0=0a=-3
—1 a —1

Sia# —3 = |A| # 0 =Rango(A) = 3 y como el sistema es ho-
mogeneo resultaria que es compatible determinado. la solucién en este
caso serfaz =y = 2z = 0.

Si a = —3 tenemos
4 -2 4 L o
A= 1 2 1], 1 o =8+2=10#0
-1 -3 -1

Luego tenemos que Rango(A) = 2 y como el sistema es homogeneo
podemos concluir, en este caso que, el sistema es compatible indeter-
minado.
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2. Resolvemos este tltimo caso. Por el menor que hemos escogido pode-
mos despreciar la tercera ecuacion.

dz— 29+ 42=0 do— = 4z _ xfO_A
z+ 2y+ z=0 r+ 2y= -z Z:)\

Problema 5.3.4 (3 puntos) Se consideran la recta y los planos siguientes:

r=2-—3A
r: y=14+2\ ; m:2—-3x4+2y—2=0; m:34+2x+2y—22=0
z=4— A

1. (1 punto) Determinar la posicién relativa de la recta con respecto a
cada uno de los planos.

2. (1 punto) Determinar la posicién relativa de los dos planos.
3. (1 punto) Calcular la distancia de r a .

Solucion:

r—2 y-1 ,2—4:> 20 —4=-3y+3
—x+2=-32+4+12

20 4+3y—7=0
r—32+10=0

Primero estudiamos la posicién de esta recta con respecto a 7y : 3x —
2y+ 2z —2 =0, y tenemos:

2 3 0 2 3 07
A= 1 0 -3 |; A=|1 0 -3 10
3 -2 1 3 -2 1| -2
Tenemos que |A] = —4 =>Rango(A) = 3 =Rango(A) = La recta

corta al plano .

Ahora estudiamos la posicién de esta recta con respecto a mo : 2z +
2y — 2z + 3 =0, y tenemos:

23 0 23 0|-7
A=|11 0 -3 |; A=[1 0 =3]| 10
2 2 =2 2 2 =2|-=-2
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Tenemos que |A| =0 y como

? g ‘ = —3 # 0 =Rango(A) = 2.

Por otra parte tenemos que

3 0 -7
0 —3 10 | =36 # 0=Rango(4) = 3.
2 -2 =2

Luego la recta es paralela al plano.

3 2
2. —3 #* 3 = 7 y 7y se cortan.

3. Un punto de r es P,(2,1,4) y tendremos:

0P ) 2-241-2-2-4+3] 3
T77T2 = - —
Vi+4+4 6

5.4. Junio 2004 - Opcién B

Problema 5.4.1 (2 puntos) Dadas las matrices

1 0 0 1 0 0
A=| -3 1 -1 |; B=[0 -1 0
5 —1 2 0 0 0
Se pide:
1. (1 punto) Hallar A~1.
2. (1 punto) Hallar la matriz X, tal que:
A-X-AT=8B
(donde AT significa la matriz traspuesta de A).
Solucién:
1.
1 00 1 -3 )
A7l = 121 |; AT={0 1 -1 |; AOH)t=@aHt
-2 1 1 0 -1 2
2.

AXAT = B=—= ATAXAT(AT) 1 = A7 'BAT) ' —= X = A1 B(AT)™!

1 00 1 0 0 11 -2 1 1 -2
X = 1 21 0 -1 0 0 2 1 | = 1 -3 -4
-2 11 0 00 01 1 -2 -4 3
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Problema 5.4.2 (2 puntos)

z+ 2y=1

3 9 escribir una tercera ecua-
r— Y=

1. (1 punto) Dado el sistema {

cién de la forma ax + by = ¢ (distinta de las anteriores) de manera que
el sistema de tres ecuaciones y dos incégnitas resultante siga siendo
compatible.

2z4+ 2y— z=1

x+  y+ 2z=1"
ecuacién de la forma az + By + vz = 1 (distinta de las anteriores) de
manera que el sistema de tres ecuaciones y tres incégnitas resultante
siga siendo compatible indeterminado.

2. (1 punto) Dado el sistema { escribir una tercera

Solucion:

1. La tercera ecuacién debe de ser una combinacion lineal de las ante-
riores, ya que en caso contrario el sistema resultaria incompatible. La
suma de las dos puede ser una solucién:

dr+y =3

2. La tercera ecuacion tiene que ser una combinacién lineal de las dos
anteriores, pues en caso contrario, el sistema resultaria compatible
determinado o incompatible. Como el término independiente tiene que
ser 1, podemos multiplicar la primera por 2 y le restamos la segunda:

3r+3y—4z=1

Problema 5.4.3 (3 puntos).

1. (2 puntos) Determinar la posicién relativa de los siguientes planos,
para los distintos valores del parametro k:

m o 2+ 3y+ kz= 3
mo:  x+ ky— z= -1
mg: 3x+  y— 3z= —k

2. (1 punto) En los casos en que los tres planos anteriores se corten a lo
largo de una recta comun, hallar un vector director de dicha recta.

Solucion:
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1. Sea la matriz

2 3 k| 3 [
A= 1 k —1|-1 | = |4 = 382 5k+2=0— 3
31 -3| -k L— o

1 _
Sik # 3 k # —2 = |A|] # 0 =-Rango(A) = 3 =Rango(4) =
Sistema Compatible Determinado=—- Los tres planos se cortan en un
punto.

1
Sik= 3 tenemos

2 3 1/3 3 5 -
A= 113 -1 -1, ] 1/3':_3750
3 1 —-3|-1/3

Luego tenemos que Rango(A) = 2. Por otra parte tenemos

3 1/3 3 -
1 -3 —1/3

Luego Rango(A4) = 3 #Rango(A) = 2 = Sistema Incompatible. En
este caso tenemos que comparar los planos dos a dos:

3

2

ML con Myt T #+ m — se cortan

7 con 73 : % % % —> se cortan ==
1 1/3 -1, -1

Ty con 73 : 3= 1 =3 #* ?/3 — son paralelos

Dos planos son paralelos (72 y 73) y otro plano corta a los dos (71).

Si k = —2 tenemos
2 3 =2 3
A=|1 -2 —-1]-1 |, ? _g =—-T7#0
3 1 -3 2

Tenemos que Rango(A) = 2, y si observamos la matriz A la tercera
fila es la suma de las anteriores y, por tanto, Rango(A) = 2. Con-
cluimos con que el sistema es Compatible Indeterminado; comparando
los planos se compruebo que no hay coincidentes y concluyo con que

se cortan los tres en una recta.
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2. Puedo definir esta recta como intersecciéon de dos de estos planos r :
{ 2+ 3y— 2z=

y su vector director sera:

r— 2y— z= -1
7k
=2 3 -2|=(-7,0,-7)
1 -2 -1

Problema 5.4.4 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = 1 — 2%, se pide:

1. (1 punto) Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el
punto P(a, f(a)), donde 0 < a < 1.

2. (1 punto) Hallar los puntos A y B en los que la recta hallada en el
apartado anterior corta a los ejes vertical y horizontal respectivamente.

3. (1 punto) Determinar el valor de a € (0,1) para el cual la distancia
entre el punto A y el punto P(a, f(a)) es el doble de la distancia entre
el punto B y el punto P(a, f(a)).

Solucion:

1. Tenemos que calcular la recta tangente a la grafica de f en el punto
(a, f(a)) = (a,1 — a?). Calculamos la pendiente de esta recta

f’(m) = -2r=—m= f’(a) = —2a
La ecuacion de la recta buscada serd

y—(1—a?) =—-2a(x —a) = 2ax+y— (14+a*) =0

2. Corte con el eje OY: Hacemos v = 0 = y = 1 +a? = A(0,1+a?)

1—a? 241
Corte con el eje OX: Hacemos y=0= z=a+ 5 @ _ a2+ .
a a

241
Luego el punto buscado es B <a 2+ ,0].
a

d(A,P)=/(a— 02+ (1 —a? — (1 +a?))? = aV/1 + da?

— a2\ 2
d(B,P):ﬂa—(aJrlm )) +(1—a2-0)2=
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1 — a?

d(A,P) =2d(B,P) = aV1+4a®> =2 1+ 40> =

1—a? 2
a

V2

2

a =
Como a € (0,1) la solucién pedida es la positiva a =

5.5. Septiembre 2004 - Opcién A

Problema 5.5.1 (2 puntos) Dadas las matrices

120 11 2
A=lo012 |, B=|11 1
02 3 01 3

1. (1 punto) Determinar la matriz inversa de B.

2. (1 punto) Determinar una matriz X tal que A = B - X.

Solucién:
1.
4/3 —-1/3 -1
B l=| -1 1 1
1/3 —1/3 0

2. A=BX = B l1A=BBX = B 1l4A=X

4/3 -1/3 -1 120 4/3 1/3 —11/3
X=| -1 1 1 ]-[lo12]|=| -1 1 5
1/3 -1/3 0 023 1/3 1/3 -2/3

Problema 5.5.2 (2 puntos)

0

1. (1 punto) Si A es una matriz tal que A% = ( 0 0

) , ,cudl es el valor
del determinante de A?

2. (1 punto) Calcular un nimero & tal que:
2
3 =4\ _, (10N _(o0o0
1 -1 0 1 L0 0
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1. |A2| = |A-A| = |A|-|A] =0 = |A] =0

2' () ()= L) -

[ kK*—6k+5 8k—1)\ [0 0
- 2-92 k24+2tk—-3 )\ o0 0

Tenemos que:

k> —6k+5=0
8(k—1)=0 B
22k =0 — k=
k2 42k —3=0

Problema 5.5.3 (3 puntos) Sea el plano 7 : x + 2y + 3z = 6.
1. (1 punto) Hallar el punto simétrico del (0,0, 0) respecto de .
2. (1 punto) Hallar el plano perpendicular a m que contiene a OZ.

3. (1 punto) Hallar el volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen
v los puntos de interseccién de 7w con los ejes de coordenados.

Solucion:

1. Calculo r, recta perpendicular a m que pasa por P(0,0,0):

— = x=1
ur =ur = (1,2,3)
=0 G y:2t

Esta recta cortard con el plano 7 en el punto P”:

3 369
2(2 =6 t== P”()
t+2(2t) + 3(3t) = - = A2k

El punto simétrico P’ de P tendra por punto medio a P”, es decir:

_ PP 0,12 19)
2 T

P :>P’:2P“—P:<

6 12 18
El punto simétrico de P(0,0,0) respecto al plano 7 es P’ <7, - 7>.



3. Los puntos de corte de m con los ejes sera:

Corte con el eje OX: y=0,2=0= 2z =6 = A(6,0,0)
Corte con el eje OY: 2 =0, 2 =0=— y =3 = B(0,3,0)
Corte con el eje OZ: 2 =0,y =0—= 2z =2 = C(0,0,2)

Tendremos: OA = (6,0,0), OB = (0,3,0), OC = (0,0,2):
1 6 0 0
V=51030 =6u’
0 0 2

Problema 5.5.4 (3 puntos) Sabiendo que una funcién f(z) tiene como
derivada
fl(x) = (z —4)*(z® — 8z +7)

1. (1 punto) Hallar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
2. (1 punto) Hallar los méximos y minimos relativos de f.

3. (1 punto) ;Es el punto = 4 un punto de inflexién de f7. Justificar
razonadamente la respuesta.

Solucion:

flix)=(x—4)?*@* -8 +T=0=2=4, 2=1, =7

Como (r—4)% > 0 solo tendremos que estudiar el signo de 2% —8z+7 =

(x—=1)(x—=17)
(_007 1) (177) (7700)
z—1 - + +
x =7 — — +
I (z) + — +

Luego f crece en los intervalos (—oo, 1) U (7, 00), mientras que decrece
en el intervalo (1,7).

2. Por el apartado anterior observamos que en x = 1 la funcién pasa de
crecer a decrecer, por lo que podemos asegurar que estamos ante un
Maximo en (1, = ; en el punto x = 7, por el contrario, la funcién
pasa de decrecer a crecer, por lo que estamos ante un Minimo en
(7, _1&) En x = 4 la funcién pasa de decrecer a decrecer y, por

)
tanto, en el punto (4,0) no hay ni Méximo ni Minimo.
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3. Para que en z = 4 exista un punto de inflexién la funcién debe de cam-
biar de céncava a convexa o viceversa. Para comprobarlo calculamos
la segunda derivada

f(x) = 2(x—4) (20> ~162423) =0 =z =4, = =1,8787, = =6,1213

Serfan los posibles puntos de inflexién. En el intervalo (1,8787;4) f”(x) >
0 = f es convexa, mientras que en el intervalo (4;6,1213) f"(z) <
0 = f es céncava. Por tanto, podemos asegurar que la funcién f
tiene un punto de inflexién en (4,0). Otra manera de comprobarlo es
através de la tercera derivada:

f"(x) = 6(22% — 162 +29) = f""(4) = —18 #0
Luego se trata de un punto de inflexién.
M dmof T 524

g
3 g ||

| A

i
L
I

r-:l Y
Y Pro St )

-10 .I."-,III J
\ |

|—'5':I Y,

Mismimon| 7, -3 24

5.6. Septiembre 2004 - Opcién B

Problema 5.6.1 (2 puntos)

1. (1,5 puntos) Hallar el conjunto formado por los puntos del plano z = 0
que distan 3 unidades del plano de ecuacién 2x — y + 2z = 4.

2. (0,5 puntos) Describir dicho conjunto.
Solucidn:
1. Un punto del plano z = 0 serd P(x,y,0)

22—y —4

20 —y— 13=0
d(P,7) =
P = T

:3:>|2x—y—4]:9:>{ 9 —yt  5=0

126



Los puntos que cumplen esta condiciéon seran las rectas:

13,1
2% —y—13 =0 r=—3 2}
T =< y=2A
z=0
z=0

—_5,41
{2x—y+5:0 T="p )
5 =< y=2A
z=0
z=0
2. El conjunto seréa:

{(m,y,z) € R®: (z,y,2) € ro(z,y,2) € s}

Problema 5.6.2 (2 puntos) El plano 7 : 22 — 2y + z = —2 determina un

tetraedro con los tres planos coordenados. Se pide:

1. (0,5 puntos) Calcular la longitud de la altura del tetraedro que parte

del origen.

2. (0,5 puntos) Determinar las ecuaciones paramétricas de la recta que

contiene a dicha altura.

3. (1 punto) Calcular el drea de la cara del tetraedro que esta contenida

en el plano .

Solucion:
1. /3
0+0+0-2 2v/3
Q0. r) = 0F0F0=2
Vi+4+1 3
2.

y=—2A

{ o= (2,-2,1) x =2\
T e
z=A

3. Corte con el eje OX:y=0, 2=0=—2z=—-1= A(-1,0,0)
Corte con el eje OY: 2 =0, z=0=—=y =1= B(0,1,0)
Corte con el eje OZ: x =0, y=0—= z = -2 = (C(0,0,-2)

AC = (0,0,—2) — (—1,0,0) = (1,0, —2)
AB = (0,1,0) — (—1,0,0) = (1,1,0)

i j k
ACxAB=|1 0 -2 |=(2,-21)
11 0

S:%|R><A—B)]:7\/4+4+1:g 2

U
2
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20 + 1

Problema 5.6.3 (3 puntos) Sea la funcién f(z) = (R
2?2+

1. (1 punto) Hallar sus méximos y minimos relativos y sus asintotas.

2. (1 punto) Dibujar la grafica de la funcién, utilizando la informacién
obtenida en el apartado anterior, teniendo en cuenta, ademas, que f
tiene exactamente tres puntos de inflexién cuyas abcisas son x; =

~1-3 1 —1+V3

2 7:1;2:_57:1:3— 2

3. (1 punto) Calcular el drea del recinto limitado por la gréfica de la
funcién f, el eje OX, la recta z = 0, y la recta x = 2.

, respectivamente.

Solucién:
6 1
1. Maximos y Minimos relativos: f'(z) = —m =0=
z = —1, x = 0. El denominador no se anula nunca, y es siempre
positivo.
(_007_1) (_170) (0,00)
r+1 - + +
- + + —
E0 ) I N
En z = —1 la gréafica de la funcién pasa de decrecer a crecer, luego

1
estamos ante un Minimo en el punto (—1, 3). En x = 0 la grafica de

la funcién pasa de crecer a decrecer, luego estamos ante un Maximo
en el punto (0,1).
Asintotas:
= Verticales: No hay, ya que el denominador no se anula nunca.
= Horizontales:
20+ 1 , 2¢+1

1, _— l _— — O e —
s—too (2 4+ 2 +1)2 P (z2 + 2+ 1)2 Y

= Oblicuas: No hay al existir horizontales.

2. Representacién Gréfica:

b s, T}
-1 T{m“_r-l 1 F3

e 1
Metimimoy -1 83 2F )
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/2 2z + 1 1 2 6
e == | =2
0 (22+x+1)2 ?24+x+1]y 7
Problema 5.6.4 (3 puntos)

1. (2 puntos) Discutir segin los valores del parametro real A el sistema

Az+ 3y+  z= A
x4+ Ay+ Az= 1
z+ y— z= 1

2. (1 punto) Resolver el sistema anterior en el caso A\ = 2

Solucion:

A=

el
> w
el

A

1
11
Al = 2X 2 4220 +4=0=X1=2, A=-1

SiA#2y A# -1 = |A| # 0 = Rango(A) =Rango(A4) = 3 =n° de
incégnitas = Sistema Compatible Determinado.

Six=2:
2 3 1|2
A=11 2 1
11 —-1]|1
Observamos que la tercera fila es la resta de la primera menos la se-
2
gunda, y teniendo en cuenta que 1 g =1 # 0, podemos concluir

en este caso:

Rango(A) =Rango(A4) = 2 <n° de incdgnitas = Sistema Compatible
Indeterminado

SidA=-1:
—1 3 1] -1
A= 1 -1 -1 1
1 1 -1 1

Basta observar las columnas de la matriz para darnos cuenta que la
primera y la cuarta son iguales y la tercera esta multiplicada por —1.
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3

-1
L 1 l= —4 # 0, podemos concluir en

Si tenemos en cuenta que

este caso:

Rango(A) =Rango(A) = 2 <n° de incégnitas = Sistema Compatible
Indeterminado.

22+ 3y+ z= 2 20+ 3y= 2— =z N
z+ 2y+ 2z= 1 z+ 2y= 1-— 2z
r= 1+4t
== = —3t
z = t
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Capitulo 6

Ano 2005

6.1. Modelo 2005 - Opcién A

Problema 6.1.1 (2 puntos)

1. Justificar razonadamente que la grafica de la funcién
flx)=a® +2+1
corta al eje OX al menos una vez en el intervalo [—1,1].

2. Determinar el nimero exacto de puntos de corte con el eje OX cuando
x recorre toda la recta real.

Solucion:

1. La funcién f(x) = z'® + 2 + 1 en los extremos del intervalo [—1,1]
toma los valores f(—1) = —1y f(1) = 3, como ademds la funcién es
continua por el teorema de Bolzano: 3¢ € [—1, 1] tal que f(c) = 0.

2. La derivada de la funcién f/(x) = 152! + 1 > 0 para cualquier valor
de z, luego la funcién es siempre creciente, luego sélo puede cortar una
vez al eje OX, y por el apartado anterior este punto de corte tiene que
estar en el intervalo [—1,1].

Problema 6.1.2 (2 puntos)

1. (1 punto) Determinar el punto P, contenido en el primer cuadrante,
2
x
en el que se corta la gréfica de la funcién f(x) = =Y la circunferencia
22 +y? =8.
2. (1 punto) Calcular el drea de la regién limitada por la recta que une
el origen y el punto P hallado en el apartado anterior, y el arco de la

T
curva y = 5 comprendido entre el origen y el punto P.

131



Solucion:
1.

— 12

22 -2y =0
2?2 +y? =8

Como piden el punto del primer cuadrante la solucién negativa no vale
y el punto sera (2,2).

2. La recta que une el origen de coordenadas y el punto (2,2) es y = x.
Los puntos de corte son

xQ

:L‘:?:>l'2—2l':0:>l‘:0, =2
2 (g2 2 227 4 2
0 (2 x) 7% 2]0 3 3
: 2 2
A = |—| = — 2
rea ‘ 3‘ 3 U
¥
y=x

Problema 6.1.3 (3 puntos)

1. (2 punto) Discutir segun los valores del pardmetro A el sistema
202+ 29+ A= 1
z+ Ay— z= 1
dx+ 3y+ z= 2A
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2. (1 punto) Resolver el sistema anterior en los casos en que sea compa-

tible.
Solucion:
1.
20 2 M| 1
A= 1 X =1] 1|, |4 =-2X2492-10=0= A=2, A=

4 3 1]2X

SiA#2yA# 2= |Al # 0 = Rango(A4) =Rango(4) = 3 = n°
de incognitas y el sistema es compatible determinado, es decir, tiene
solucién unica.

SiA=2:
4 2 211
A=11 2 -1]1
4 3 114
4 2
Como el menor 1 9 =6 # 0 = Rango(A) = 2. Por otro lado
4 2 1
1 2 1|=15%#0= Rango(4) =3
4 3 4

Luego en este caso Rango(A4) #Rango(A) = sistema incompatible.

5
iy
Si 5
5 2 5/2|1
A=|1 5/2 -1|1
4 3 115
5 2
Como el menor 1 s = 23 # 0 = Rango(A) = 2. Por otro lado
5 5/2 1 .
1 -1 1 :—?%O:Rango(ﬂ):i%
4 1 5

Luego en este caso Rango(A) #Rango(A) = sistema incompatible.
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2. El sistema sélo es compatible cuando A # 2 y \ # % v |Al = =22 +
9\ — 10. Aplicando la regla de Cramer:

12 A
1 A —1
oA 3 1 2% — 1
TT IO 0N —10  2a2—9a+ 10
24 1 A
1 1 -1
4 2x 1 6a> —2a—5
Y= 005X oA—10 2a2—9a+10
A 2 1
1A 1
4 3 23] 46— 1da+11
T IO F0A—10 2a2—9a+10

Problema 6.1.4 (3 puntos) Dados los puntos A(—1,1,1), B(1, -3,
C(1,0,3), hallar las coordenadas de un punto D perteneciente a la recta:

y—1

rix—1l1="——=2-1
1

de manera que el tetraedro ABC' D tenga un volumen igual a 2.

Solucion:

La ecuacion paramétrica de la recta es

=1+
y=1-—X\
z=1+A

DA+XA1-X1+))
AB = (2,-4,-2), AC =(2,-1,2), AD = (24X, =\, A)

. MR
V = Z|[AB,AB, AB]| = | 2 —4
6 6 5 1
1
IA—5| ==
1 11
Aebh= - = A= — D
7 7 (
9 9 1
5= == D
A—D5 2:>)\ 2:> (2
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6.2. Modelo 2005 - Opcién B

Problema 6.2.1 (2 puntos) Considerar el siguiente sistema de ecuaciones,
en el que a es un pardmetro real:

—az+ 4y+ az= -—a
dx+ ay— az = a
-r— y+ z= 1

Se pide:

1. (1 punto) Discutir el sistema

2. (1 punto) Resolver el sistema para a = 1.

Solucion:
1.
—a 4 al—a
A= 4 a —al| a |, |Al=d*-16=0= a=+4
-1 -1 1 1

Sia # +4 = |A| # 0 = Rango(A) =Rango(A) = 3 = n° de incégni-
tas y el sistema es compatible determinado, es decir, tiene solucién
Unica.

Sia=4:

Como el menor _i j = —32 # 0 = Rango(A4) = 2. Como el
menor
-4 4 -4
—
4 -4 4 |=-64#0= Rango(4)=3
-1 1 1

Como Rango(A) #Rango(A) = sistema incompatible.

Sia=—4:
4 4 4| 4
A= 4 -4 4|4
-1 -1 1 1
4 4
Como el menor A 4| = —32 # 0 = Rango(A) = 2. Como el
menor
4 —4 4
—4 4 —4|=64+#0=> Rango(A)=3
-1 1 1
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Como Rango(A) #Rango(A) = sistema incompatible.

2. Cuando a = 1:

—z+ 4dy+ z= -1 —1 4 1] -1
da+ y— z= 1 A= 4 1 -1 1
—r— Y+ z= 1 -1 -1 1 1

Aplicando la regla de Cramer:

1 4 1
1 1 -1

1 -1 1] 2

= ~15 ~3
1 -1 1
401 -1

11 1 9

v= —15 75
1 4 -1
401 1

1 -1 1] 19

°T ~15 5

Problema 6.2.2 (2 puntos) Sea la matriz:

2 2 =2
A= 2 2 =2
2 2 =2
1. (1 punto) Comprobar que
A3 —24%=0
2. (1 punto) Hallar A™.
Solucion:
1.
2 2 =2
At=12 2 -2
2 2 =2
2 2 =2 2 2 =2 2 2 =2
A= 2 2 -2 2 2 2 |=|22 —2
2 2 =2 2 2 2 2 2 =2



11 —1
211 -1 |=24
11 —1
11 —1 11 —1
AA=2%11 1 -1 11 -1 |=
11 —1 11 —1
11 —1 11 —1
2111 -1 1 1 -1 | =44
11 —1 11 —1

A% — 242 = 4A —4A =0
2. An=2n"14

Problema 6.2.3 (3 puntos) Sea la funcién f(z) = In(1 + 2?), donde In
significa Logaritmo Neperiano.

1. (1 punto) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y
los intervalos de concavidad y convexidad.

2. (1 punto) Dibujar la gréfica de f.

3. (1 punto). Calcular las ecuaciones de las rectas tangentes a la gréfica
de f en sus puntos de inflexién.

Solucion:
1.
2z

/ = :0 :0
fz) 14 22 —

(—00,0) (0, 00)
f'(x) - +

f(x) | decreciente | creciente

Luego en el punto (0,0) tenemos un Minimo.

2(1 — 2)

f//(l‘) = (1 n 1'2)

=0= x=-1, =1

(=00, —1)| (—=1,1) | (1,00)
@ | - | -

f(x) | convexa | céncava | convexa

Luego en los puntos (—1,In2) y (1,In2) hay dos puntos de Inflexién.

2. Representacion grafica
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Convexa

Creciente
Decreciente Convexa

[pto de Inflexion(-1,1n2) Cdncava Pto de Inflexion(l,1n2)

(0,0)

X-prln2-1=0 x+y-1n2+1=0

3. La tangente en el punto (—1,1n2) es:

m=f(-1)=-1= y—In2=—-2+1= 24+y—In2+1=0

La tangente en el punto (1,In2) es:
m=f(1)=l—=y-n2=z2—-1= z2—y+In2-1=0

r y—4 z-5

Problema 6.2.4 (3 puntos) Se considera la recta: r : — 3 5

y la familia de rectas dependientes del parametro m:

o 3r—y=8—12m
"l y—3z2=7-3m

1. (2 puntos) Determinar el valor de m para el que las dos rectas r y s
se cortan.

2. (1 punto) Para el caso de m = 0, hallar la distancia entre las dos

rectas.
Solucion:
1.
— —
) =1(2,3,2) ] w=(1,3,1) 55 _ (k. B B
e { P.(0,4,5) S: Pu(5 — 5m, 7 — 3m, 0) P.P; = (5—5m,3—3m, —5)
5—5n 3—-3m -5

|A| = 2 3 2 |=16(m—-2)=0= m=2

1 3 1

Cuando m = 2 el Rango(A) = 2, y ademés el Rango( % g f ) =

2 = las dos rectas se cortan.
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2. Si m = 0 las dos rectas se cortan, ya que |A| # 0 y tenemos que

P,(5,7,0)
’ | X g V18

6.3. Junio 2005 - Opcién A

Problema 6.3.1 (2 puntos) Sea f(x) una funcién derivable en (0, 1) y con-
1

tinua en [0, 1], tal que f(1) =0y / 2z f'(z)dzx = 1. Utilizar la férmula de
0

1
integracién por partes para hallar / f(z)dz
0
Solucién:

Hacemos v = 2z y dv = f'(z)der = du = 2dz y v = f(z). Aplicando
la férmula de integracién por partes

/udv:uv—/vdu
/1:Cf()dac—2:vf —2/f

./f B 1—%ﬂ)}__Lﬁﬂ)_ 1
0

2 2 D)

Problema 6.3.2 (2 puntos) Calcular un polinomio de tercer grado p(z) =
ax® + bx? + cx + d sabiendo que verifica:

» tiene un maximo relativoen z =1
» tiene un punto de inflexién en el punto de coordenadas (0, 1).

= se verifica que

Solucidn:
| ]

P(z)=3ax® +2bx+c=p'(1) =3a+2b+c=0

p'(z) =6ax +2b=p"(0)=2b=0=0b=0
p(0)=d=1
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ar* b cx

1 1
/ p(z)dr = / (axd+br’textd)de = —— + — + — +do| = >
0 0 4 3 2 4

oyl
4 3 2 N

| Ot

En conclusién, tenemos

a c 5
Z+§+171:>a+2671’ y 3a+c=0=
1 3 1 3
a:—g,C:g:p(l‘):—gﬂﬂg"‘gl’-}-l

Problema 6.3.3 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones

(m—1)z+ y+ z= 3
mz+ (m—1)y+ 3z= 2m—1
z+ 2y+ (m—2)z= 4

1. (1,5 punto) Discutirlo segin los distintos valores de m.
2. (1,5 puntos) Resolverlo cuando sea compatible indeterminado.

Solucion:

1. Sea la matriz

m—1 1 1 3
A= m m-1 3 |[2m-1 |=
1 2 m— 2 4
= Al=m-2)m+1)(m—4)=0=m=2, m=—-1, m=4

Sim#—1lym#2ym# 4= |A| # 0 =Rango(A4) = 3 =RangoA =n°
incégnitas luego en este caso el sistema seria compatible determinado.

Si m = —1 tenemos
(-2 1 1] 3 P
A=| -1 -2 31-3 1, 1 9 =5#0
1 2 -3 4

Luego tenemos que Rango(A) = 2. Ahora calculamos el rango de A,
para ello cogemos el determinate

1 1 3
—2 3 —3|=5#0
2 -3 4
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Luego en este caso RangoA #RangoA = el sistema es incompatible.

Si m = 2 tenemos

w

111 -
A=|2 133 |, |,  |=-1#0
1 2 0|4

Luego tenemos que Rango(A) = 2. Ahora calculamos el rango de A,
para ello cogemos el determinate

11
1 3 =—4#0
2 0

- W W

Luego en este caso RangoA #RangoA = el sistema es incompatible.

Si m = 4 tenemos

A= =5#0

)

— o
N W =
N W
BT

3 1
4 3

Luego tenemos que Rango(A) = 2. Ahora calculamos el rango de A,
que estd claro que es dos, ya que la ultima fila es la resta de las dos
anteriores.

Luego en este caso RangoA =RangoA = 2 <n° incégnitas= el sis-
tema es compatible indeterminado.

. Resolvemos este tltimo caso. Por el menor que hemos escogido pode-
mos despreciar la tercera ecuacion.

2

Tr=-

5

v+ y+ z2=3 dr+  y= 3— N 9
zZ=A

Problema 6.3.4 (3 puntos) Dado el punto P(1,3,—1), se pide:

1. (1 punto) Escribir la ecuacién que deben verificar los puntos X (x, y, 2)

cuya distancia a P sea igual a 3.
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2. (2 puntos) Calcular los puntos de la recta

T = 3\
y= 14+ A
z= 1— 4\

cuya distancia a P es igual 3.

Solucion:

1. Se trata de la ecuacién de una esfera
(-1 +(y—3)>2+(=z+1)2?=9= a2 +y> +2° 22— 6y+22+2=0
2. Sustituimos un punto genérico de la recta en la esfera y obtenemos
(BA2+(14+ N2+ (1 =402 —=23BN) —6(14+A) +2(1 —4\) +2 =0 =
= 26A(A—1)=0=X=1, A=0

Sustituyendo en la recta estos valores tendremos los puntos buscados:

Para A\ =0= (0,1,1) y para A = 1 = (3,2, -3).

6.4. Junio 2005 - Opcién B
Problema 6.4.1 (2 puntos)

1. (1 punto) Resolver el sistema de ecuaciones:

z+ 2y+ 3z=1
2z+ y— z=2

2. (1 punto) Hallar dos constantes « y 3 de manera que al anadir al
sistema anterior una tercera ecuacion: bx + y + az = 3, el sistema
resultante sea compatible indeterminado.

Solucién:
1.
r=1+—
z4+ 2y+ 3z=1 z+ 2y =1- 3z 7
{23;—1— y— z2=2 :>{2x+ y =2+ : y=—3t
z=1
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2. Para que el sistema siga siendo compatible indeterminado esta tltima
ecuacién tiene que ser combinacion lineal de las dos anteriores, es decir,
si ponemos

12 3|1

2 1 -1]2

5 1 al|p
samaujﬁJ)+m1L—Lm_waLaﬁ):¢{;;fgf?

a=-1,b=3—a=-6, =5
Problema 6.4.2 (2 puntos)Hallar una matriz X tal que:

A"'XA=1B

. 3 1 1 -1
81endoA—<_2 _1>, B—<2 1)

Solucioén:

Primero resolvemos la ecuaciéon matricial:
A'XA=B=— XA=AB— X = ABA™!

Ahora calculamos A~1:

_ (Adjt(A)T 1 1
A~ = |A] :<—2—3>

Efectuamos el producto

ceamet (3 ) (1) (L)
(22)

Problema 6.4.3 (3 puntos) Calcular los siguientes limites

1. (1,5 puntos)

lim (\/562 +r—/x2 —33)
T—>0Q
2. (1,5 puntos)

lim =z {arctan (e¥) — W}
T—00 2

Solucion:
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hm (\/x2+x—\/x2—a:) [oo — 0] =

(\/:v2+:c—\/a:2—:r> (\/ﬂc2+x+\/ﬂc2—:ﬂ)

lim =

r—00 \/%2 + x4+ \/.T2 — T
2 2
(\/ 2+ w) - (\/ 2 — w) 9
lim = lim =
o0 24 x4+ Vel - e—00 /72 -z + Va2 —x
2z
== 2
lim 3 z 2 = 5 = 1
T—00 x +x + xx—m
2.
arctan -z 0
lim z {arctan (") — W] =[0-00] = lim ()~ 5 [}
) Tf:zz , —z2e” 00 , —2ze® — x2e”
lim = i =|—|=lim —— =
r—00 — L z—00 ] + 2% 00 T—500 ez
, —2x — 2 00 ., —2—-2x o0 , —2
Ilm —=|—|=1lm ——=|—| = lim — =0
500 e 00 r—00 2eT 00 r—00 Qe

r—1 y—1 =z-1 z+1 y—2 =z
: S = =
2 3 4 1 -1 2

1. (1,5 puntos) Hallar la ecuacién de la recta ¢t que corta a las dos y es
perpendicular a ambas.

2. (1,5 puntos) Calcular la minima distancia entre r y s.

Solucion:

ik
3 4 |=(10,0,-5)
1 2

Para la construccién de la recta podemos poner u; = (2,0, —1), ya que
el médulo de este vector no influye.
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Construimos la recta como interseccién de dos planos:

u; = (2,0,—1) u; = (2,0,-1)
T U = (2,3,4) i us = (1,-1,2)
P.(1,1,1) Py(—1,2,0)
2 2 -1
m:|3 0 y—1|=0=3x—10y+62+1=0
4 -1 z-1
1 2 z+1
mo | —1 0 y—2 |=0=2+5y+22-9=0
2 -1 z

‘- 3r— 10y+ 62+1=0
' z+  by+ 2z—-9=0

2.
-2 1 -1
PP mm]|=1| 2 3 4|=|-15
1 -1 2
I | I G

d: = —
|y X | V102 + 52 5

PP, =(-1,2,0)— (1,1,1) = (-=2,1,-1)

6.5. Septiembre 2005 - Opcién A

Problema 6.5.1 (2 puntos) Discutir segin los valores del pardmetro real
A la posiciéon relativa de los planos

T ix+z=A
mpidr + (A =2)y+ (A+2)z=A1+2
73 : 2N+ Dz — (A +6)z2 = -\

Solucion:
T+ z = A
dr+ AN=2)y+ (A+2)z= A+2
2N+ 1)z— A+6)z= =\
La matriz asociada a este sistema serd
1 0 1 A
A= 4 A—2 A+2 | A+2

20+1) 0 —(A+6)| —A
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1 0 1
8
|A| = 4 A—2  A+42 =2-NBA8) =0= A=2, )\:_5
2(0+1) 0 —(A+6)
SiA£2y \N# —% — |A| # 0 = el sistema es compatible determinado,
el sistema tiene, por tanto, solucion tnica y los tres planos se cortan en un

punto.

Si A = 2 tenemos

10 112 1 1 2
A= 40 4|4 |=|4 4 4 |=-56
6 0 —8|—-2 6 —8 —2

El sistema es incompatible, y si comparamos plano a plano tenemos
1_1_42

1° 117& 7 = m y 72 paralelos

¢ #* 7 =—> m y 73 se cortan

§ # —g = T2 y m3 se cortan

Si\= —% el sistema es incompatible, ya que Rango(A) = 3, ahora vamos a
comparar plano a plano en el sistema de la matriz asociada
1 0 1 -8/3
A= 4 -14/3 -2/3 | —=2/3
—10/3 0 —-10/3 | 8/3

1 0
17 1473 = T1 Y T2 se cortan

1
~10/3 —

4 —14/3
~10/3 # —5— = T2 y T3 se cortan

—8/3
—1%)/3 e 3 /é = m y w3 son paralelos

Problema 6.5.2 (2 puntos) Se consideran las rectas

sl T =3 o T— z=4
"l z+ y —z=0" N 22—y =7
1. (1 punto) Hallar la recta t, perpendicular a r y a s, que pasa por el

origen.

2. (1 punto) Hallar las coordenadas del punto de interseccién de la recta
s con la recta t obtenida en el apartado anterior.

Solucion:
Cm=aiy o fm=(-1-2-)
P.(0,-3,-3) ’ Ps(0,-7,—4)
i j k i 5k
w=|1 -1 0|=(112), w=|1 0 —1|=(-1,-2,—1)
1 1 -1 2 -1 0
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i 5k
U = 1 1 2|=(3,-1,-1)
-1 -2 -1
. { u=(3,-1,-1) __ ;:isz
P4(0,0,0) I
2. Sustituimos t en s y tenemos:
3N+ A=4 B
{ Grra=7 =1

El punto de corte serd (3,—1,—1).

Problema 6.5.3 (3 puntos) Dadas las matrices

(i) ()

1. (1 punto) Hallar dos constantes o y 3 tales que A? = oA + 31.

2. (1 punto) Calcular A® utilizando la expresién obtenida en el apartado
anterior.

3. (1 punto) Hallar todas las matrices X que satisfacen (A—X)(A+X) =

A% - X2
Solucion:
1.
(g4 ) e (00 )
{ga—i_:ﬂ: — a =2, = -1
2.

AP = A?A?A = (2A—-1)2A = (4A* + I —4ADA = (442 —4A+T)A =
4(2A —1)A —4A% + A=8A% —4TA —4(2A - 1)+ A=

1 2 10 1 10
8(2A—1)—4A—8A+4I+A = 5A—41 =5 ( 01 )-4( 01 ) = ( 0 )
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(A-X)A+X)=A? - X? = A2 L AX - XA+ X?=4%-X?
—= AX - XA=0= AX=XA
Seran todas aquellas matrices X que cumplan AX = X A.

at+2c=a— c=0

12 (a b\ _(a b\ (1 2)_ ) b+2=20+b=a=d
01 c d)] \ e d 01 c=c

Serén las matrices A de la forma
a b

1
Problema 6.5.4 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = — se pide:
x

1. (1 punto) Hallar la ecuacién de la recta tangente a su grafica en el
punto (a, f(a)) para a >0

2. (1 punto) Hallar los puntos de corte de las recta tangente hallada en
el apartado anterior con los ejes coordenados.

3. (1 punto) Hallar el valor de a > 0 que hace que las distancias entre los
dos puntos hallados en el apartado anterior sea minima.

Solucion:

1.

La recta tangente es

1
y—a——g(l‘—a)

2. Haciendo y = 0 = A(2a,0) y haciendo z =0 = B (O, %)

d(a) = y/(20)2 + <2>2 = Zm

2a* — 2
a?va* +1
Como a > 0 = a = 1 En el intervalo (—1,1) la d’ es negativa y en
el (1,+00) es positiva, luego pasa de decrecer a crecer en a = 1y, por
tanto, es un minimo.

d'(a) = =0= a=1, a=-1
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6.6. Septiembre 2005 - Opcién B

2

Problema 6.6.1 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = In 1
x —_—

nifica logaritmo neperiano, definida para x > 1, hallar un punto (a, f(a)) tal
que la recta tangente a la grafica de f(x) en ese punto sea paralela al eje OX.

donde In sig-

Solucién: 5 1 5
/ L —
= — — = = = 2
z) x z—1 z(x-1) V=

4
f(2)= lnI =n4=2In2= (4,2In2)
Problema 6.6.2 (2 puntos) Se considera la funcién

fz) =

el‘

(1+e7)?
1. (1 punto) Calcular los extremos locales y/o globales de la funcién f(x).

2. (1 punto) Determinar el valor del parametro a tal que:
a 1
| t@yda =1
0 4

Solucioén:
1.

e’(1—e")

(1+e%)3
En el intervalo (—o0,0) = f’(z) > 0 = la funcidn es creciente en
este intervalo.

=0=z=0

() =

En el intervalo (0, +00) = f/(x) < 0 = la funcién es decreciente en
este intervalo.

Luego en el punto (0, f(0)) = (0,1/4) la funcién presenta un méxi-
mo.

/“ e’ d 1
o (T+en)2™ ™1
er 1 t1 1
— —dr= [ dt=-"— =— C
/(1+e’”)2 v /t2 -1 1+e~’vJr
/a ¢ 1 ]a 1 +1 1
—ar = — = — _ = —
0 (14 e%)? 1+e*] 1+er 2 4
1 1

:7:>1+6a:4:>6a:3:>a:1n3
1+er 4
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Problema 6.6.3 (3 puntos) Se considera la familia de planos:
mz+ (m—2)y+3m+1)z+(m+1)=0
siendo m un parametro real.
Se pide:
1. (1 punto) Determinar la recta comin a todos los planos de la familia.

2. (1 punto) Determinar el plano de esta familia que pasa por el punto
P(1,1,0).

3. (1 punto) Determinar el plano de esta familia que es paralelo a la recta:

r— 224+ 1=0
- y+ z+ 1=0

Solucion:

1. basta dar dos valores a m que sean distintos:

m=0=— — 2y 43z2+1= 0
m=-1=— —-z— 3y =0
La interseccién de estos dos planos seria la recta pedida, que en forma
parametrica
i j k x=—6+9\
Uy = 0 -2 3|=(9,-3,-2), P(-6,2,1)=r:< y=2-3A
-1 -3 0 z=1-2\

2. Sustituyendo este punto en la familia tenemos
1
m+(m—2)+m+1:0=>m:§

El plano buscado serd

1 1 1 1
33:—|—< —2)y+3(3+1>z+(+1> =0=2-5y+122+4=0

3 3
3.
. J k
=1 0 -2 |=(-2,—-1,-1)
r -1 1
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Los vectores (m,m —2,3m+3) y (—2,—1, —1) tienen que ser perpen-
diculares, luego su producto escalar tiene que ser cero

—2m—m+2—3m—3z0=>m:—%
Sustituyendo
1 1 1 1
—6w+ _6_2 y+3 —g—i-l z+ —g—i-l =0= 2+13y—152—-5=0

Problema 6.6.4 (3 puntos) Dadas las matrices

0k ¢ 1 k t
A=10 0 k B=]101 k
0 0 0 0 01

1. (1 punto) Hallar A1C,
(1 puntos) Hallar la matriz inversa de B.

2.
3. (1 punto) En el caso particular de k = 0, hallar B9,

Solucién:
1.
0 k t 0 k t 0 0 k2
A2=A- A= 0 0 k 00 k|=]00 0
00 0 0 0 0 00 0
0 0 k2 0 k t 000
A3=A%2-A=10 0 0 00k ]|=|000
00 0 00 0 00 0
00 0
AV=4%3.4"=10 0 0
00 0
2.
0 —k k%2—t
Bl'=10 1 —k
0 0 1
3.
1 0 ¢ 1 0 2t 1 0 3t
Bl o 1o B2=101 0 B =01 o0
00 1 00 1 00 1
1 0 nt 1 0 10t
B"=[01 0|l=BY"=|01 o0
00 1 00 1
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Capitulo 7

Ano 2006

7.1. Modelo 2006 - Opcién A

Problema 7.1.1 (2 puntos) Un punto de luz situado en P(0, 1, 1) proyecta
la sombra de la recta:

rT=9y=—z2

sobre el plano 7 : x — 2z = 0.

Calcular las coordenadas del punto de esta proyeccién que pertenece al plano
z=1.

Solucion:

P(8,1,1) foco de Lug

= B e x=y7/

Sombre de la rect



El plano que contiene a P y a r sera:

m Prﬁ:((),l,l) = 7 : 11 y|=0=m:2xr—y+2=0
P,(0,0,0) 11

La proyeccién de r serd la interseccion de los planos m; y 7

=\

{2:cy+z—0 = 5:¢ y =3\
r—2=0

Z2=A

El corte con el plano z =1serd z=A=1=2z=1, y=3 = (1,3,1)

Problema 7.1.2 (2 puntos) Se consideran las rectas:

x y—6 z-95 T=3+A
ri—-=>—= s:8 y=—443X
1 1 2
z=0

Hallar la ecuacién de la recta que contiene al punto P(2, —1, 1) y cuyo vector
director es perpendicular a lo vectores directores de las dos rectas anteriores.

Solucion:

Jwm=@,12) ) a=(1,3,0)
" P ) Py(3,-4,0)

1 j k
W=uwxui=|1 1 2|=(=6,2,2)=2(-3,1,1)
1 30
u = (—3,1,1) r=2-3A
t: P2, ~1,1) = t:{ y=—-1+A
z=14+A

Problema 7.1.3 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones:

2¢+ 3y— z= k
T+ 2y+ 3z = 2
kx+ ky— 4z= -1

1. (2 punto) Discutirlo segin los distintos valores de k.
2. (1 punto) Resolverlo cuando sea compatible indeterminado.

Solucion:
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2 3 —1| k
A=|12 3| 2|, |A=4k—-4=0= k=1
k k —4| -1

Si k #1 = |A| # 0 = Rango(A4) =Rango(A) = 3 = n° de incdégni-
tas y el sistema es compatible determinado, es decir, tiene solucién
Unica.

Sik=1:
23 -1, 0
A=|1 2 3| 2
00 —4|-1
2 3
Como el menor 1 9|~ 1 # 0 = Rango(A4) = 2. Por otro lado se

observa que la cuarta fila es la diferencia entre la primera y la segunda,
luego el Rango(A) = 2, en conclusién: Rango(A) =Rango(A) = 2 < n°
de incognitas y en este caso el sistema es compatible indeterminado,
tiene infinitas soluciones.

2.
224+ 3y— z= 1 T =4+ 1A
= y=3-T7A
T+ 2y+ 3z2= 2 L=\

Problema 7.1.4 (3 puntos) Dada la funcién:

—4x

f(ﬂﬁ):m

1. (2 puntos) Hallar sus méximos y minimos locales y/o globales.

2. (1 punto) Determinar el valor del pardmetro a > 0 para el cual es:

/Oa flx)dx = —

Solucion:

1.

p 4(322 —1)_ 1 V3
F@) = O:m_i\/g S

3y | (-2 3) | (B, o0)

f'(x) + - +
f(x) | creciente | decreciente | creciente
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Maximo(-0|577,1,299)

b
J\\ X
\ﬁ
\
%

Minimo(0.577,-1,299)

V3 3v3

Luego en el punto | —— ) tenemos un Méaximo y en el punto

37 4
(\/3 3v3

— —) tenemos un Minimo.

37 4
2.

a _4 a 1 271 a
/7xdx272/ 2x(1+x2)_2dx:f2ﬂ =
0 (1+2?)? 0 -1 0

2 ¢ 2

= —2=—-1=a=4%1, comoa>0= a=1

1+22]g 1+a?

7.2. Modelo 2006 - Opcién B

Problema 7.2.1 (2 puntos)

1. (1 punto) Hallar el punto P en el que se cortan las graficas de las

funciones: 5
@) == gle) = +Va? =3

2. (1 punto) Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes en el punto P a
cada una de las curvas anteriores y demostrar que son perpendiculares.

Solucion:
1.

2
flx)=g(x) = =—=Va? -3 = =42
x
La solucién negativa no vale, luego x = 2 es el tinico punto comun.

156



2. Tangente a f(z):

la)= -5 = m=f@)=—1, yi@)=1=y-1=—_ (@2

Tangente a g(x):

X

g'(z) =
1 .

Como m = —— = las dos rectas son perpendiculares.
m

Problema 7.2.2 (2 puntos) Se considera la funcién:

1
 24sinx —coszx

f(z)

Se pide:

1. (1 punto) Calcular los extremos locales y/o globales en el intervalo
[_77771-]

2. (1 punto) Comprobar la existencia de, al menos, un punto ¢ € [—m, 7]
tal que f”(¢) = 0. (Sugerencia: utilizar el teorema de Rolle). Demostrar
que en ¢ hay un punto de inflexién.

Solucion:

1.

, coszx + sinx . .
fix)=— : 5 = 0= cosz+sinz =0 = sinxr = —cosx
(2+sinz — cosx)

3 7
:>tan:p:flz>x:%+2k‘7r, x:£+2kﬂ'

El denominador de f’(z) es siempre positivo y no se anula nunca.

G | (0

f'(=) - + -

f(x) | decreciente | creciente | decreciente

3
Luego en el punto x = Zﬂ + 2km tenemos un Minimo y en el punto
i

T T + 2k7 tenemos un Méaximo.
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Maxime

//v M

+

2. Como f”(x) es una funcién continua y derivable en el intervalo [—, 7]

y ademds f'(w) = f'(—m) = 1/9 por el teorema de Rolle existe un
punto ¢ € [—m, 7] en el que f”(c) =0.

Como el punto ¢ anula la segunda derivada y en él la funcién es con-
tinua tiene que tratarse de un punto de inflexién.

Problema 7.2.3 (3 puntos) Dadas las rectas:

z+1 y+2 2z+3 z y+1 2z2-2
T = = S
3 1 1 -1 1 -2

1. (1,5 puntos) Hallar la ecuacién del plano que contiene a r y es paralelo
a s.

2. (1,5 puntos) Calcular la distancia de s al plano anterior.

Solucion:
1.
. u, = (3,1,1) s uy = (—1,1,-2)
1 P(—1,-2,-3) "1 Ps(0,-1,2)
3 -1 z+1
|1 1l y+2 |=0= 3z—-5y—42—-19=0
1 2 z+3
2.

3-0-5-(-1)—4-2-19] 11V2

d(P,,
(Po, ) JI+ 251 16 5
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Problema 7.2.4 (3 puntos) Se consideran las matrices:

2 2 -1 100
A= -1 -1 1 I=(0 10
-1 -2 2 0 01

Se pide:

1. (1,5 punto) Hallar (A — I)2.

2. (1,5 punto) Calcular A* haciendo uso del apartado anterior.

Solucion:
1.
1 2 -1 1 2 -1 000
(A-I?*=| -1 -2 1 -1 -2 1 |=]l000
-1 -2 1 -1 -2 1 000

2. (A=D1 =A2-24+1=0= A2=2A-1

At = (A?)? =4A% —4A+ T =402A 1) —4A+1=4A-3I

2 2 -1 1 00 5 8 —4
At =4 -1 =1 1 |=-3]l0 10 |=| -4 -7 4
-1 -2 2 00 1 -4 -8 5

7.3. Junio 2006 - Opcién A
Problema 7.3.1 (2 puntos) Dado el sistema homogeneo

x+ ky —z=0
kx— y 4+2=0
(k+1Dz+ gy =0

averiguar para qué valores de k tiene soluciones distintas de x =y = z = 0.
Resolverlo en tales casos.

Solucion:

A= k -1 1 |=A=k-k-2=0=Fk=—1, k=2

Sik # -1y k # 2= |A| # 0 el sistema es compatible determinado
r=y=2z=0.
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Sik=2= SCI

_1
r+2y—2=0 e 35)\
3z4y=0 y=5A
y z=A
Sik=-1= SCI
{x—y—z:O z=X
4 z2=A

Problema 7.3.2 (2 puntos) Dada la matriz A = ( (1) ? ) encontrar todas

a b
tales que AP = PA.

) (ea)=(a) ()

at+2c=a=—=c¢c=0
(a—i—?c b+2d> <a 2a+b> b+2d=2a+b=—a=d
c d = —

c=c
a b

d=2c+d=—=c=0
Problema 7.3.3 (3 puntos) Se pide:

las matrices

Solucion:

2
1. (1 punto) Dibujar la grafica de la funcién f(z) = wl indicando su
x

dominio, intervalos de crecimiento y decrecimiento y asintotas.

2n

2. (1 punto) Demostrar que la funcién a,, = es monotona creciente.

3. (1 punto) Calcular n@oo n?(ani1 — an)
Solucidn:

1. w Domf=R-—-{-1}.
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= Asintotas:

a) Verticales: z = —1
lim 2z = [_2] = +00
z—-1-r+1 0~
2z -2
inE1+x+1 - 0+] -
b) Horizontales: y = 2
lm 22—

e—ocox+1
¢) Oblicuas: No hay al haber horizontales.

= Monotonia:

f(z) = _z > () = siempre creciente
(x+1)2

Luego no hay ni maximos ni minimos.

= Representacion grafica:

¥

Maximo(-0,5,1, 587401051)

a

x==1

y=0

2. Si tenemos en cuenta que una sucesion es una funciéon cuyo dominio
es el conjunto de los niimeros naturales excluido el cero, y si tenemos

2n
en cuenta que la funcién a,, = f(n) = T hemos demostrado en el
n

apartado anterior que es creciente en R —{—1}, con mayor razén lo es
en el conjunto N — {0}.

Otra manera de demostrarlo:
2n + 2 2n 2

n+2 n+1:(n+1)(n+2)

luego la sucesién es creciente.

>0

n+1 — Qp =
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0 9 _ g 2n? _
P Ot = an) = e e T

Problema 7.3.4 (3 puntos) Sean las rectas:

-2 y+1 z+2
-2 2 4 3 1 1

z+1 y-—2 z
T =——"0=

1. (1,5 punto) Hallar la ecuacién de la recta t que pasa por el origen y
corta a las dos rectas anteriores.

2. (1,5 puntos) Hallar la recta perpendicular comun a las rectas r y s.

Solucion:

T

u_T) = (_2727 _4) s - ’lTs> = (37 1, 1)
P.(—-1,2,0) Tl Ps(2,—-1,-2)

s

1. OP, = (~1,2,0), OP, = (2,1, -2)

OP, OP,
m R Uy Mo 1 U, t:{7rl
P, P, 2
-1 -2 z+1 2 3 x—2
e 2 2 y—2|=0, m:| -1 1 y+1|=0
0 —4 z -2 1 z+2

‘- dr+2y—2=0
x—8y+52=0

2.
T J k
Up=Uy XUug=| —2 2 —4|=2(3,-5,-4)
3 1 1
w w W
T Uy o s t {Wl
P, P, ?
3 -2 x+1 3 3 -2
m | =5 2 y—2|=0, m:| -5 1 y+1|=0
—4 —4 z -4 1 z+2

) Tx+5y—2—-3=0
T+ 15y — 182 —23 =0
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7.4. Junio 2006 - Opcién B

Problema 7.4.1 (2 puntos) Sea r la recta que pasa por el origen de coor-
denadas O y tiene como vector director @ = (4,3,1). Hallar un punto P
contenido en dicha recta, tal que si se llama () a su proyeccién sobre el plano
7wz =0, el triangulo OPQ tenga area 1.

Solucion:

Wﬂ?ccilﬁln des

T
PT(voaO) Z:)\

Un punto de esta recta serd: P(4\, 3\, \), y su proyeccién sobre el plano
z = 0 serd el punto P(4\,3X,0).

Los vectores OP y @ forman el tridngulo OPQ), para calcular el area
calculamos el producto vectorial de estos dos vectores

ik
OP x0Q = | 4\ 3X X | =(=3A%,42%0)
4N 3\ 0
1 1 512 2
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Problema 7.4.2 (2 puntos) Determinar la posicién relativa de las rectas:

e+4d y-7 2 ) r+2y—-52-5=0
T3 T T T 1 ) 2wdyt2:—4=0
Solucioén:
— —
. Up = (73747 1) . Us = (37 747 71) DD _ _
r.{ Po(—4,7,0) S P.(1,2,0) P.P; = (5,-5,0)
5 =5 0
|Al=| -3 4 1 |=0=— Rango(A)=2
3 -4 -1

5 =5 0
Rango<_3 4 1)-2

Luego las rectas son paralelas.

Problema 7.4.3 (3 puntos) Dada la matriz:

2 1 —a
M=1] 2¢« 1 -1
2 a 1

1. (1,5 punto) Determinar el rango de M segtn los valores del pardmetro
a.

2. (1,5 punto) Determinar para qué valores de a existe la matriz inversa
de M. Calcular dicha matriz inversa para a = 2.

Solucion:
1.

M| =—2a(a*-1)=0= a=0, a=1, a=—1

Sia#0,a#1ya# —1 entonces |M| # 0 = Rango(M) = 3.

Sia=0
2 1 9 1
M=|01 -1|, =2 #0 = Rango(M) = 2
0 1
2 0 1
Sia=1
2 1 -1 9 1
M=|21 -1/, =4# 0= Rango(M) =2
2 1 1 2 1




2 1 1 5 1
M=| -21 -1 |, =4%# 0= Rango(M) =2
2 1 1 —2 1

2. M es inversible para cualquier valor de a distinto de 0, 1 y —1.

Sia=2
2 1 -2 —1/4 5/12 —1/12
M=|41 -1 |=M"'= /2 —1/2 1/2
2 2 1 -1/2  1/6  1/6

Problema 7.4.4 (3 puntos) Se pide:

1. (1,5 punto) Estudiar y representar graficamente la funcién:

1
f(w):m

2. (1,5 puntos) Hallar el drea de la regién acotada comprendida entre la
grafica de la funcién anterior y las rectas y = 1, x = 5/2.

Solucion:

1. a) = Domf = R— {2}, Punto de corte en (0,1/2).
= Asintotas:
1) Verticales: z = 2

lim ! = {1} = 400
a—2- (1 — 2)2 0+
lim ! = € = 400
a—2+ (x — 2)2 0t
2) Horizontales: y = 2
lim 1 =0

T—00 (:L' — 2)2

3) Oblicuas: No hay al haber horizontales.
= Monotonia:

, 2
f(l’):m#o

Luego no hay ni maximos ni minimos.

(—00,2) | (2,00)
f'(x) - +

f(x) | decrece | crece




crece \ decréce
// \

__fff// / g

=0

A
//

1

— —=l=az=1, z=3
(,1[]'—2)2 X , L

Como la recta x = 5/2 corta a las graficas entre estos dos puntos, los
limites de integracién serén desde x =1 a x = 5/2

1

([]}—2)2 T , XL

Como la recta x = 5/2 corta a las graficas entre estos dos puntos, los
limites de integracién serdn desde x =1 a x = 5/2

3 1 1 3 1
S = (—1>d = - - =3
52 \ (¢ — 2)2 v x — 2 52 2
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7.5. Septiembre 2006 - Opcién A

2 dx
Probl 7.5.1 (2 tos) Calcul / —_
roblema (2 puntos) Calcular . P ior
Solucion:
1 _A+ B A(x+2)+Bx
242 x r+2 2 4 22

1=A(zx+2)+ Bz
siz=0 1=24= A=1/2
siz=-2 1=-2B= B=-1/2

/ dzx 1/1d 1 1 ) x
2+2x 2J) z 2) z+2 z+ 2

/2 dx 3
1 $2 + 2z 2

Problema 7.5.2 (2 puntos)

1. (1 punto) Calcular los valores de a y b para que la funcién

3z +2 si <0
f(r) =14 22+ 2acosz si 0<z<m
ax® +b si r>T

sea continua en todo valor de z.

2. (1 punto) Estudiar la derivabilidad de f(z) para todos los valores a y
b obtenidos en el apartado anterior.

Solucion:

1. Continua en x =0
lim f(z)= lim 3z +2) =2
r—0~ z—0
— a=1
lim  f(z) = lim (22 + 2acosz) = 2a
z—s0t z—0

Continua en x =

lim  f(z) = lim (2% + 2acosz) = 7% — 2a = 7° — 2
T—T T—m
= b= -2

lm f(z) = lim (az® +b) =an? +b=72+b
[ — r—m

3z + 2 si <0

f(x) =< 2?2 +2cosz si 0<z<nm
x2 =2 si r>T
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3 si <0
f(x)=1¢ 2z —2sinz si 0<z<m

2z si r>T
f107)=3

= No es derivable en z = 0

f(0r)=0
F(x) =2n

— Es derivableen z =7
F(xt) =2n

Problema 7.5.3 (3 puntos) Dadas las matrices A = ( 31 ), I =

-8 -3
1 0
01

1. (1 punto) Comprobar que |A?| =A%, y que |A + I| = |A| + |T|

2. (0,5 puntos) Sea M una matriz cuadrada de orden 2. ;Se puede ase-
gurar que se cumple |M?| = |M|??. Razonar la respuesta.

3. (1,5 puntos) Encontrar todas las matrices cuadradas M, de orden 2,
tales que:
[M + 1| = |M|+ |I|

Solucion:

1.
o (3 1Y ([ 3 1\ _|1o]_
|A‘_‘<—8 -3 -8 =3 101 =1
2o | 3 1] | 3 1]_ 1
A —|_8 gl g g |=EDED =1
Luego |A2%| = |A|%.
4 1
|A+I|—‘8 5 =0

Al +|I|=-1+1=0= |A+ 1| = |A| + |]]
2. Si podemos asegurar que |M?| = |M|*:
|M?| = M- M| = M| |M| =M
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M = ‘:ad—cb, Il =1

b
d

a
C

a+1 b

M +1] = d+1

>:(a+1)(d+1)—cd

(a+1)(d+1)—cd=ad—cb= a=—d

M= ( a b >
c —a
Problema 7.5.4 (3 puntos) Se consideran los puntos A(0,1,0) y B(1,0,1).

Se pide:

1. (1 punto) Escribir la ecuacién que deben verificar los puntos X (z,y, 2)
que equidistan de A y B.

2. (0,5 puntos) Determinar la ecuacién que verifican los puntos X (z,y, z)
cuya distancia a A es igual a la distancia de A a B.

3. (1,5 puntos) Escribir las ecuaciones paramétricas de la recta formada
por los puntos C(z,y, z) del plano x + y + z = 3 tales que el tridngulo
ABC es rectangulo con el angulo recto en el vértice A.

Solucion:

1. d(A, X) = d(B, X)

Vet + =12+ 22 = /(@ — 12 + 42 + (2 - 1)?
20 =2y +22—-1=0
Se trata de un plano que se llama mediador.

2. d(A,B) = d(A, X)

Vet (y—12+22= 3

x2+y2—|—22—2y—2:0
Se trata de una esfera

3. AC- AB = 0 como C es un punto del plano = + y + z = 3 tendra de
coordenadas C'(3 — u — A, u, \). Luego:

AC=0B—p—AmA) —(0,1,0)=B—p—Apu—1,A)
B—p—Ap—1,2)-(1,-1,)=3—-p—-A—p+1+A=0=pu=2
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Luego los puntos de ese plano con la condicién de perpendicularidad
con el vector AB serén:

z=1-—M\
y=2
z2=A
Se trata de una recta.
A B

7.6. Septiembre 2006 - Opcién B
Problema 7.6.1 (2 puntos)

1. (1 punto). Resolver el sistema de ecuaciones:

z+ y— 3z=0
224+ 3y— 2=5

2. (1 punto). Hallar la solucién del sistema anterior tal que la suma de
los valores correspondientes a cada una de las tres incégnitas sea igual

a 4.
Solucidn:
1.
(o am oy = 10mem
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2. 3 4+8A+5-bA+A=4=)2=1

z=3, y=0, z2=1
Problema 7.6.2 (2 puntos)

1. (1 punto) Hallar todas las matrices A = ( g Z > distintas de ( 8 8 )
tales que A2 = A

2. (1 punto)Para cualquiera de las matrices A obtenidas en el apartado

a), calcular
M=A+A4+A%+... 4+ A"

Solucién:
1.
2 2
9 [ a a a a)\ [(a a*+ab\ [ a a
A_AA_<0 b><0 b>_<0 b2>_<0 b)
a’?=a ala—1)=0=a=0, a=1
a?+ab=a = ala+b—1)= S
b = bb—1)=0= b=0, b=

2. A2 = A; A3 = A%A = AA = A; A = ABA=AA=A..-A0 =4
Luego:

Problema 7.6.3 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = ze?®, se pide:

1. (1,5 puntos) Dibujar su grafica indicando su dominio, asintotas, inter-
valos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos relativos,
intervalos de concavidad y convexidad y puntos de inflexion.

2. (1,5 puntos) Calcular el drea comprendida entre el eje OX y la grafica
de f(x) entre —1 < x < 1.

Solucion:
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1. Dom(f)=R
Asintotas:

= Verticales: No hay

s Horizontales:

lim ze*® =

00
T—>00
. . _ —00 , -1
lim xe** = lim (—te )= |—| = lim —— =0
z—>—00 t—s 00 00 t—00 —2e2t

Luego cuando la x — —oo hay una asintota y = 0

= Oblicuas: No hay por haber horizontales.

Monotonia:

1
flx) =e* +22e* =e*(1+22)=0= 2 = —3

(—OO, _1/2) (_1/2’ OO)
f'(x) - +

f(x) decrece crece

La funcién es creciente en el intervalo: (—1/2,00)
La funcién es decreciente en el intervalo: (—oo, —1/2)

Como en el punto (—1/2,—1/(2e)) la funcién pasa de decrecer a crecer
estamos ante un minimo.

Curvatura:
f'(x) =4e®(z+1)=0= 2= —1

(=00, —1) | (—1,00)
F@ - | +

f(z) | convexa | céncava

Como en el punto (—1,—1/(e?)) la funcién pasa de convexa a céncava
estamos ante un punto de inflexién.

) 0
Areaq = ‘/ ze?® dz| +
1

1
/ xe®® dx
0
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convexa decrecieate
ereciente

Pto Inflexion

concaval +

Minimo

La integral [ ze?® dx se resuelve por partes, llamamos:

1
u:a::>du:dazydv:e%dx:vzie%.
S| 2 — 1
/xe%dm‘:ﬂ; -3 edex:ez"”<x4 )ZF(JJ)
3e2—1| |e2+1

Area = |F(0)=F(=1)[+|F(1)~F(0)| = +

‘ = 2,245762562

4

Problema 7.6.4 (3 puntos) Un plano 7 corta a los ejes de coordenadas en
los puntos A(1,0,0), B(0,A,0) y C(0,0,4). Se pide:

1. (1,5 puntos) Hallar el valor de A > 0 de manera que el volumen del
tetraedro OABC' (donde O es el origen), sea 2.

2. (1,5 puntos) Para el valor de A obtenido en el apartado a), calcular la
longitud de la altura del tetraedro OABC' correspondiente al vértice

0.
Solucion:
1.
04 = (1,0,0) 0 0 4
1 1

OB = (0,),0) = V=(l|0 A 0]|=¢|-N=2=
OC = (0,0,4) 100
%:2:)\—3



AC = (-1,0,4) -1 -1 z-1
AB=(-1,3,00) =7:| 0 3 y |=0=
A(1,0,0) 4 0 =z
m: 12z +4y+32—12=0
0+0+0—12 12
d(O,ﬂ'):| 0T |:—u
V122 +42 432 13

Otra forma de resolver el problema seria:

1| Bk (=12, —-4,-3)] 13
Sbase:§‘ -1 0 4 ‘_ 2 = D)
-1 3 0
1 113 12
== . 9=_-.2" S
V= Sme h=2=5 > h=h=2u
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Capitulo 8

Ano 2007

8.1. Modelo 2007 - Opcién A

z—y=0
rz+2y+3z=
punto P(1,1,1). Dado el punto Q(0,0,0) de r, hallar todos los puntos A
contenidos en r tales que el tridangulo de vértices A, P y Q tenga area 1.

Problema 8.1.1 (2 puntos) Se considera la recta R el

Solucion:

Un punto A(x,y, z) de la recta serfa

A
A = AN -N)
)\

IS SO
I

QA=(\)\-)), QP=(1,1,1)
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1] v 1
S=21[ A A —A||=2]@2)—2)00) = V22 =1
2 2
11 1
2 2 V2 2 2 2 V2
=+ A (LR G) (L)

Problema 8.1.2 (2 puntos)

1. (1,5 puntos) Calcula la ecuacién general de un plano m; que contiene

a la recta
r=14+ A
r:q y=-—142X\
zZ=A

y es perpendicular al plano m : 2z +y — 2z = 2.

2. (0,5 puntos) Determinar la ecuaciones paramétricas de la recta inter-
seccion de los planos w1 y mo.

Solucién:
1.
= (1,2,1
r {P:( (_1 0)) U—7r2>:(2717_1)
@ = (1,2,1) 1 2 z-1
T Um=1(2,1,-1) = |2 1 y+1|=0= z—y+2-2=0
Pr(1,-1,0) 1 -1 2
2.
4
r=3
r—y+z2—2=0 _ 39
{2x+y—z—2—0 = Z:A3+A

Problema 8.1.3 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones:
v+ ky+ k’z= 1
z+ ky— kz= k?
—x+ ky— kz= k?
1. (2 punto) Discutirlo segin los distintos valores de k.
2. (1 punto) Resolverlo para k = —1.

Solucion:
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1k k|1
A= 1k —k|k |, |A=2k*Gk+)=0= k=0, k=—1
-1 k —k|K?

Sik#0yk#—-1=|A| # 0 = Rango(A4) =Rango(A4) = 3 = n°
de incégnitas y el sistema es compatible determinado, es decir, tiene
solucién unica.

Sik=0:
1 0 01
A= 1 0 0]0
-1 0 0|0
El Rango(A) = 1, dado que las tres filas son iguales. Sin embar-
go el menor 1 (1) | = -1 # 0 = Rango(A) = 2. Por tanto,
Rango(A) #Rango(A) = Sistema Incompatible (No tiene Solucién).
Sik=-1:
1 -1 111
A= 1 -1 11
-1 -1 —-1]|1

La matriz tiene dos primeras filas iguales, luego Rango(A) =Rango(A) <
n° incégnitas—> Sistema Compatible Indeterminado (Infinitas Solu-

ciones).
2.
T ==X
x— y+ z= 1
{—CL‘— - z= 1 1Y
4 z2=A

Problema 8.1.4 (3 puntos)

1. (1 puntos) Si f es una funcién continua, obtener F’(z) siendo

F(x) = / (f(t) + 2+ t3) at
0
2. (2 punto) Si f(1) =1y ademds fol f(t)dt = 1, hallar la ecuacién de la
recta tangente a la grafica de F'(x) en el punto (1, F(1)).

Solucion:
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1. Por el teorema fundamental del cdlculo sabemos que si f es una funciéon
continua si

Fla)= [ f)dt = F'@)= f(@)

Luego F'(z) = f(z) + 2% + 2*

m=F(1)=f1)+2=3

1 1 1 1 B 1
F(1)=/ (f(t)+t2+t3)dt=/ f(t)dt+/ tht+/ Bt =1+ — + —
0 0 0 0 3 4 0

_1+1+1_19

N 3 4 4
19

y—— =3@-1)

8.2. Modelo 2007 - Opcién B

Problema 8.2.1 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = 622 — 23, se pide:

1. (1 punto) Hallar un valor a > 0 tal que la recta tangente a la grafica
de f en el punto (a, f(a)) sea paralela a la recta y = —15x.

2. (1 punto) Hallar el area de la regién acotada limitada por la gréfica
de f y la parte positiva del eje OX.

Solucién:
1. La pendiente de la recta tangente es m = f'(a) = —15
fl(x) =122-32> = m = f'(a) = 120-3a* = —15= a =5, a=—1

Como a > 0 = la solucién buscada es a = 5 y, por tanto, como
f(5) =25 = (5,25) es el punto buscado.

2. Los puntos de corte con el eje OX son

622 — 23 =0 = =0, =6

6 Al
S:/ (6x2x3)dx:2x34] =108 u?
0
0

Problema 8.2.2 (2 puntos) Obtener el valor de k sabiendo que

kx+5
lim (x + 3) — 2

T—00 T
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Solucion:

T——00 T

kx+5
lfm <x+3> =[1%] = &

A= lim (kz+5) <$+3—1> = 3k

T—00 T

2
Luego 3k =2 = k:§.

Problema 8.2.3 (% puntos) Se consideran el punto P(1,0,1) y la recta:

r—1 y 2z41
T ==
1 2 -1

y el plano 7 : x + y + z = 0. Se pide:

1. (1,5 puntos) Obtener un punto P’, simétrico de P respecto del plano
.

2. (1,5 puntos) Determinar la ecuacién de la recta s que contiene al punto
P, corta a la recta r y es paralela al plano 7.

Solucion:

1. Seria el siguiente dibujo Calculamos primero el punto P” corte de la

1ALAD

recta t y el plano 7, donde ¢ es una recta perpedicular a 7w y que pasa
por P.

a = (1,1,1) r=14A
t: P,(1,0,1) t:4 y=2A
Kt z=1+A



Sustituyendo este punto en el plano obtenemos el corte
2 1 21
T4 A4A+T4A=0=> A= —= —s P’ <_)
+FA+FA+1+ 3 3733

P” es el punto medio entre Py P’
—_1
1 21 1+a b 1+c¢ I ,(141
o5 T ove | T [P g) — b=—3 = P T 9y o9y o
(333)(222) e 1 373 3
— 73

2. Encontramos la recta como interseccion de dos planos:

El plano 7 es paralelo a 7 y contiene a P
El plano 7o contiene a Py ar

Seria el siguiente dibujo

m:x+y+2+A=0ycomocontiecnea P—=14+0+1+A=0—=
A="2=m:z4+y+2—2=0

= (1,2,-1) 1 0 z—1
¥ —>:(0 —2) = | 2 0 y |=0= 20-y-2=0
P(1,0,1) -1 -2 z2-1
4 1
T=3— 5\
T+y+z—2=0 )8 3
t{ % —y—2=0 = 1: Z:i 3A



Problema 8.2.4 (3 puntos) Dada la matriz

2 -1 A
M = 2 =21
20 -1 1

1.

—~

1,5 punto) Determinar el rango de M segtin los valores del pardmetro

>

2.

—~

1,5 punto) Determinar para qué valores de A existe la matriz inversa
de M. Calcular dicha inversa para A = 0.

Solucion:
1.

2 —1 A
2 A 1=23=-3)42)=0= A=1 A= -2
220 -1 1

SiA#1y A#—2= |M|# 0 =-Rango(M) = 3.

Sia=1:
2 -1 1
M = 2 -1 1
2 -1 1

Las tres filas son iguales y, por tanto, el Rango(M) = 1.
SiA=-2:
2 -1 -2

M = 2 2 1
-4 -1 1

Como el menor

; _; ‘:G%O:Rango(M):Q.

2. SiA=0:
2 -1 0 1/4 1/4 —1/4
M=|[2 01|=M'=| -1/2 1/2 -1/2
0 1 ~1/2 1/2  1/2

8.3. Junio 2007 - Opcién A

m m—1 m(m-—1)
Problema 8.3.1 (2 puntos) Estudiar el rango de la matriz | m 1 m

m 1 m—1
segun los valores del parametro m.
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Solucion:
|[Al=m(m—-2)=0= m=0, m=2

Sim#0ym#2=— |A| # 0 = Rango(4) = 3.
Sim =0:
0
0 1 0 :>|A|:Oy<1 0)
1 -1
0
Luego en este caso el Rango(A) = 2.
Sim=2:
2
1

i # 0 (dos filas iguales)

N DN DN

1 2
1 2 | = |A =0y
11

Luego en este caso el Rango(A) = 2.

Problema 8.3.2 (2 puntos) Sean las matrices

2 0 8 -9
Hallar una matriz X tal que XAX ' =B

Solucion:

XAX'=B=— XA=BX

a by (2 0 \_ (8 =9) (ad N
c d 0o -1/ \6 -7 c d
2a —b ) [ 8a—9c 9b—9d . 6a —9c =0 N b=d
2c —=d ) \ 6a—9c b—d b—d=0 c=2/3a
a b 3 1
X_<2/3ab>’ p'eX_<—2 1)

Problema 8.3.3 (3 puntos) Dados el punto A(1, —2, —3), larectar : { zry+1=0

z=0
y el plano 7 : x — 2y — 32 + 1 = 0, se pide:

1. (1,5 puntos) Ecuacién del plano que pasa por A, es paralelo a r y
perpendicular a 7.
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2. (1,5 puntos) Ecuacién de la recta que pasa por A, corta a r y es paralela

a .
Solucion:
1.
r=-1—AX
) z+y+1=0 B ) @ =(-1,1,0)
’"'{z_o — Z:é :T'{Pr(—l,O,O)

Tir—2y—32+1=0=u, = (1,-2,-3)

-1 1 x=z-1
71 -2 y+2|=0=7":32+3y—2=0
0 -3 z+3

2. Construyo un plano 7’ paralelo a m que contenga a A:
rT—2y—32+A=0= 144494+ A=0= A= -14
mix—2y—32—-14=0
Corto con este plano a la recta r y obtengo el punto B:
—1-A=-22-14=0= \=-5= B(4,-5,0)
La recta que buscamos pasa por Ay B:
AB = (3,-3,3) =3(1,-1,1)
r=14+2A

77— —
s{?(z(_lé_lé)l) = s5:¢ y=-2-—\
S z=-3+A
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Problema 8.3.4 (3 puntos) Se considera la funcién f(z) = 22 +m, donde
m > 0 es una constante.

1. (1,5 puntos) Para cada valor de m hallar el valor de a > 0 tal que la
recta tangente a la gréfica de f en el punto (a, f(a)) pase por el origen
de coordenadas.

2. (1,5 puntos) Hallar el valor de m para que la recta y = x sea tangente
a la grafica de f(x).

Solucion:

1. (a, f(a)) = (a,a® +m), f'(x) = 20 = f'(a) = 2a. Luego la recta
tangente serfa: y — a® —m = 2a(x — a). Si imponemos que pase por el
punto (0,0) = —a? —m = —2a*> = a = \/m (la solucién negativa
no vale).

1
2. La recta y = x tiene de pendiente 1 = f'(a) =2a =1 = a = -,

11 1 1
luego el punto de tangencia es el <2 2) es decir, f (2> =5

8.4. Junio 2007 - Opcién B

—12
Problema 8.4.1 (2 puntos) Dada la funcién f(x) = xgﬁ calcular el
x

area de la regién acotada encerrada por su grafica y el eje OX.

Solucion:
z2—12

o= 2?-12=0= z=42V3
2 +4

2v3 .2 _
S:/ 12
—2v/3 244

F(x):/i;_’_lfdx:/(l—m 71 ) a:—:c—lﬁ/

T— 16/ de = x— 4/ 2 dt:ac—8arctant::13—8&1"(:tanE
& +1 t 2

2
4(3+/3 — 4m)
3

= |F(2V3) — F(—2V3)| = =] —9,8269| = 9,8269 u>
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Problema 8.4.2 (2 puntos) Dibujar la gréfica de la funcién
|z

f(fﬁ):ﬁ

indicando su dominio, intervalos de crecimiento y decrecimiento y asintotas.

Solucion:

T 2 .
i —_ <0
9 _ o si <0 (2—I)2 Ss1L X

|z]

2—$_ x 2
~3 ::> () e .
5o si x> CImE si >0

Dominio: Dom(f) = R — {2}

Monotonia: La funcién es decreciente en el intervalo (—oo,0) y es creciente

y

Crecs

Decrece

(0,0)

Crece

en el intevalo (0,2) U (2, 00). Asintotas:

= Verticales:
Si z < 0 no hay
Siz>0—=— z=2:

’ z. —_ 2 —_—
i fle) = lm o— = |57 | =+
lin_ fz)= - =] --
e T A T e T

= Horizontales:
Siz<0= y=1

lim f(z)= lim —— =1

r— —00 r— —00 2 — 1



Six>0= y=—-1:

lim f(z)= lim - = -1

T— 00 r— 00 2 —

= Oblicuas: No hay al haber horizontales

Problema 8.4.3 (3 puntos) Dadas las matrices

5 2 0 a b 0
A=1 2 5 0 B = c ¢ 0
0 01 0 01

Se pide:

1. (1,5 puntos) Encontrar las condiciones que deben cumplir a, b y ¢ para
que se verifique AB = BA.

2. (1,5 puntos) Para a = b = ¢ = 1, calcular B.
Solucién:

1.

O N Ot
S Ot N
_ o O
o

@)
@)

5a +2c 5b+2¢ 0
2a+5¢ 2b+5c 0 | =
0 0 1

5a+2b 2a+5b 0 o
Te ¢ 0 :>{“ €=
C:

1

C

0 0

| o o
~ ~N = O O

10 2l 21 ¢
B'=|l 1 1 0 B2=1| 21 2! 0

0 0 1 0 01

22 92 23 23 0

B =1 22 22 o Bf=1| 23 23 0

0 0 1 0 01

Luego:

29 29 0 2n71 27171 0
A= 29 929 ¢ At = | on-l on-1
0 0 1 0 0 1

Problema 8.4.4 (3 puntos) Sean los puntos

AN, 2,)), B(2,—-),0), C(A\0,A+2)
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1. (1 punto) ;Existe algin valor de A\ para el que los puntos 4, By C
estan alineados?

2. (1 punto) Comprobar que si A, B y C no estén alineados el tridngulo
que forman es isésceles.

3. (1 punto) Calcular la ecuacién del plano que contiene al tridngulo
ABC para el valor A = 0 y hallar la distancia de este plano al origen

coordenadas.
Solucién:
1.
A2 A
2 =X 0 = —2(\242)X+4) # 0 Siempre => No estén alineados
A0 A+2
AB=(2-X\-A—2,-)) |AB] = V3X2 18
AC = (0,-2,2) — { |AC|=2v2
BC=(A-2,\A+2) |BC| = V3)2+8
El tridngulo que forman los puntos tiene dos lados iguales y otro de-
sigual, se trata, por tanto, de un tridngulo isdsceles.
3.
AB = (2,-2,0) T = (1,-1,0)
m:{ AC =(0,-2,2) =< T =(0,-1,1)
A(0,2,0) P(0,2,0)
1 0 x
m:] -1 -1 y=2|=0=m:z+y4+2—-2=0
0 1 z
-2 2v/3
d(O,7) = =2 = —f u?
V3 3
8.5. Septiembre 2007 - Opcién A
-3
Problema 8.5.1 (2 puntos) Hallar los puntos de la recta r : xT =
-5 1
yT -2t cuya distancia al plano 7 : 2o — y + 22z + 1 = 0 es igual
al.
Solucién:
r=3+A
y=5+A un punto de 7 P34+ A\, 5+ A\, z=—1+))
z=—-14+A
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23+ M) — (5+A) +2(—1+A) + 1
a(p,x) = 28N (jﬁ)ﬁri SV | U S

Los puntos buscados son:

Pi(4,6,0), Py(2,4,-2)

Problema 8.5.2 (2 puntos) Sea consideran las rectas:

, rT—y=3 g4 ToE= 4
|l z2+y—2=0 | 22 —-y=7
Hallar la ecuacién continua de la recta que contiene al punto P(2,—1,2)

y cuyo vector director es perpendicular a los vectores directores de las dos
rectas anteriores.

Solucién:
i k A B
w=|1 -1 0|=(1,12), w=|1 0 —1|=-(1,2,1)
1 1 -1 -1 0
1 j k
-2 1 -2
Wmxm=|1 1 2|=(=31,1) ¢: 2 2_¥r1_¥
1 2 1 -3 1 1

Problema 8.5.3 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

z+ (E+1Dy+ 2z2= -1
kx+ y+ oz = k
(k—1)x— 2u— z= k+1

se pide:
1. (2 puntos) Discutirlo segiin los distintos valores de k.

2. (1 punto) Resolverlo cuando tenga infinitas soluciones.

Solucién:
1.
1 (k+1) 2| -1
A= k 1 1| k
(k—1) -2 —1|k+1
1
|A\:2k2—5k+2:0:>k:§,k:2

» Sik#3yk+#2= |A # 0= Rango(A) =Rango(4) = 3 =
n° de incégnitas = Sistema Compatible Determinado.
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1 3/2 2|-1
A=| 1/2 1 1|1/2
~1/2 -2 -1]3/2

Como [A| =0y ‘ 1}2 3{2 = —1/2 = Rango(A) = 2. Por
otra parte

3/2 2 -1

1 1 1/2 |=-3%#0= Rango(4)=3

-2 -1 3/2

Como Rango(A) #Rango(A) = Sistema Incompatible.
" k=2
1 3 21 -1
A=12 1 1] 2
1 -2 -1 3

Observamos que la tercera fila es la diferencia de la segunda
3

. 1 .
menos la primera, y como 5 1|= —5 #£ 0 = Sistema Com-

patible Indeterminado.

z=T/5—1/5)
—{ y=-4/5-3/5)

{ z+ 3y+ 2z2= -1
z=A

224+ y+ z= 2

Problema 8.5.4 (3 puntos)

1. (1,5 puntos) Hallar los maximos y los minimos relativos y los puntos
de inflexién de la funcidn:
322 +2+3

fe) ==y

2. (1,5 puntos) Determinar una funcién F'(z) tal que su derivada sea f(z)
y ademés F'(0) = 4.

Solucién:
1. . )
, —x
(700’71) (7171) (1700)
f'(x) - + -
f(x) | Decrece \, | Crece /" | Decrece \
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Luego la funcién tiene un minimo en el punto (—1,5/2) y un maximo
enel (1,7/2).

noon 2z(z% — 3)
f(z) = m

(=00, —V3) | (—/3,0) (0,v/3) (v/3,00)
I () — + — +
f(z) | Convexa N | Céncava U | Convexa N | Céncava U

Como la funcién en estos tres puntos cambia de curvatura y hay con-
tinuidad, los tres son puntos de inflexion:

wo. (20). (at

4 4

2
F(x):/ 3¢+ 2+ 3

1 2
21 dx:3:v+§ln(x +1)+C

1
F(0)=4= C=4= F(z) =32+ 5In(a"+ 1) +4

8.6. Septiembre 2007 - Opcién B

Problema 8.6.1 (2 puntos) Calcular una matriz cuadrada X sabiendo que

verifica

XA%2+ BA = A?

0 0 —1 0 0 —2
siendo A = 0 -1 0 |yB= 0 -2 0
-1 0 0 -2 0 0
Solucién:
XA? 4+ BA= A= XA?=A?> - BA=— X = (A?> - BA)(A*)™!
0 0 -1 0 0 -1 100
A=A A= 0 -1 0 |- 0 -1 0|=]l010]|=1I
-1 0 0 -1 0 0 001
(At =15
0 0 -2 0 0 -1 2 00
B-A= 0 -2 0 |- 0 -1 0|=]1020]|=21
-2 0 0 -1 0 o0 00 2
Luego:
-1 0 0
X = (A2 - BA)(A?) ™ = (I3 - 2I3)[3 = — I3 = 0 -1 0
0 0 -1
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Problema 8.6.2 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones

T+ 2y— 3z= 3
20+ 3y+ z= 5

se pide:

1. (1 punto) Calcular a y b de manera que al anadir una tercera ecuacién
de la forma ax + y 4+ bz = 1 el sistema resultante tenga las mismas
soluciones que el sistema original.

2. (1 punto) Calcular las soluciones del sistema dado tales que la suma
de los valores de las incognitas sea igual a 4.

Solucion:

1. Para que las soluciones del sistema resultante sean las mismas que las
del sistema del enunciado necesariamente la ecuacion ax +y + bz = 1
tiene que ser combinacion lineal de las otras dos de esa manera el
sistema

z+ 2y— 3z= 3
2z+ 3y+ z= 5 es Sistema Compatible Indeterminado
ar+ y+ bz= 1

Si multiplicamos la primera ecuacién por k y la segunda por [ su suma
serd la ecuacion ax + y + bz = 1, es decir F5 = kFy + [ F5:

a=k+2] k=2
2k+3l=1 . l=-1
—3k+1=0 a=20
3k+5l=1 b=-7

La ecuacion serfa y — 7z =1

ho2y= 32= 3 ) 4

{ r=1-11X
22+ 3y+ z= 5 )

2
Luego (1-11N)+(1+7A\)+ A =4 = A = —3Y sustituyendo tenemos:

Problema 8.6.3 (3 puntos) Sean las rectas

r_y—-1_ z-2 ) x—-3y—-5=0
1~ 1 2 %) 2-3:-8=0



1. (1,5 puntos) Hallar la ecuacién del plano 7 que contiene a r y es
paralelo a s.

2. (1,5 puntos) Calcular la distancia entre el plano 7 y la recta s.

Solucion:
1.

u, = (1,-1,2) 1 J k

u=(3,1,00  m=|1 -3 =5|=3(,11)

PT(?l?Q) I -3 =8
1 3 x

m:| =1 1 y—1|=-3z+5y+42—-13=0
2 1 z-2

m:3x—by—4z+13=0
2. Elejimos un punto de la recta s por ejemplo Ps(2, —1,—2)

_6+5+8+13] 32 16V2

T /9+25+16 VB0 5

d(Pg, )
Problema 8.6.4 (3 puntos) Sea g(z) una funcién continua y derivable para
todo valor real de x, de la que se conoce la siguiente informacién:

» ¢/(z) > 0 para todo x € (—00,0) U (2, +00), mientras que ¢'(z) < 0
para todo z € (0, 2).

» ¢’(x) > 0 para todo z € (1,3) y ¢"(x) < 0 para todo x € (—o0,1) U
(3, 400).

» lim g(x)=-oc0y lim g(x)=3
r—> —00 r—> +00

Teniendo en cuenta los datos anteriores, se pide:

1. (1 punto) Analizar razonadamente la posible existencia o no existencia
de asintotas verticales, horizontales u oblicuas.

2. (1 punto) Dibujar de manera esquematica la grafica de la funcién g(x).

3. (1 punto) Si G(x) = / g(t) dt encontrar un valor o tal que su deriva-
0
da G'(z9) =0
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Solucion:

Como la funcién es continua y derivable en todo R, podemos asegurar que

(_0070) (07 2) (27 OO)
g'(x) + — +
g(z) | Crece /| Decrece \ | Crece /

la funcién tiene un méximo en x = 0 y un minimo en x = 2.

(—OO,l) (173) (37OO>
e - -
f(z) | Convexa N | Céncava U | Convexa N

Como la funcién es continua y derivable en todo R, podemos asegurar que
la funcién tiene dos puntos de inflexién en z =1y en x = 3.

1. Asintotas:

= Verticales: No hay, ya que la funcién es continua y derivable en
todo R.

» Horizontales: en y = 3, ya que lim g(z)=3
T— +00

= Oblicuas: No hay al haber horizontales

2. Su representacion seria:

¥h

Asintota vertical y=3

Miidweo en =%

Convd
Crece
* S (1)
Puntos de Inflxdon en x=1y
en x=3
¥
3. G(x) = g(t) dt, como g(x) es continua y derivable podemos aplicar

el teorema fundamental del cdlculo y tenemos que G’ (x) = g(x) =
G'(x0) = g(w0) =0 = w0 = —1
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Capitulo 9

Ano 2008

9.1. Modelo 2008 - Opcién A

Problema 9.1.1 (2 puntos) Se considera la funcién

x
flx) = e
1. (1 punto) Hallar sus asintotas y sus extremos locales.

2. (1 punto) Calcular los puntos de inflexién de f(x) y dibujar la grafica
de f(z).
Solucién:

1. Asintotas:

= Verticales: No hay ya que el denominador no se anula nunca.

s Horizontales:

im 2 = —o0 = No Hay

r——00 @

= Oblicuas: No hay al haber horizontales

2. Representacion gréafica

1—
f(x) = emx:0:> =1

(=00, 1) (1,00)
DI -

f(z) | Creciente | Decreciente

Luego hay un maximo en el punto (1,e™1)

-2
f”(l‘):xx :O:}(L‘:2
€
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Miximo(1,1e)

" i ’ -
Convexa 0 Inflexion (2,0.27)

Céneava

(0,0) * Astutotay=0

reciente

(—0,2) | (2,00)
/(@) - +

f(x) | Convexa | Céncava

Problema 9.1.2 (2 puntos) Calcular:

9 1-5n
1. (1 punto) i <1 12)

Vni+2n3 —3—+vnt—n

2. (1 punto) lim
n—-,

o0 n+5
Solucidn:
1. -
2 —aon
lim o =[1®]=¢e*=¢"°
n—oo \1+4+n
2
A= lim (1—5n)-< +"—1)——5
n—> 00 14+n
2.
., vVnt+2m3 -3 -vnt—n
lim =
n—s:00 n+295
lim (Vnt+2n3 =3 —Vnt —n)(Vnt+2n3 —3+Vnt—n)
n—r 00 (n+5)(Vn*+2n3 — 3 +vn* —n)

I 2n3 +n —3
fm =
n—0o0 (n +5)(v/n* +2n3 — 3 + V/nt —n)

i 2+ 1/n? —3/n?
"o (14 5/n)(v/1+2/n = 3/nt + /1 - 1/md)
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Problema 9.1.3 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones:

T+ Y+ mz= m-+2
2z+ (m+1Dy+ (m+1)z= -m
(m+2)z+ 3y+ (2m+1)z= 3m+4

1. (2 punto) Discutirlo segin los valores del pardmetro real m.

2. (1 punto) Resolverlo cuando tenga infinitas soluciones.

Solucion:
1.
1 1 m| m+2
A= 2 m+1 m+1 -m
m + 2 3 2m+1|3m+4

Al = —(m+2)(m—-1>2=0= m=1, m= -2

Sim#1ym# —2= |A| # 0 = Rango(A) =Rango(4) =3 =n°
de incégnitas y el sistema es compatible determinado, es decir, tiene
solucién unica.

Sim = -2
1 1 -2 0 1 1

A=]12 -1 -1| 2|, 5 1 |=3#0= Rango(A) = 2
0 3 -3|-2

Como F3 = 2F; — F; podemos decir que Rango(A) = 2 =Rango(4) <
n® de incégnitas y, por tanto, el sistema es Compatible Indeterminado.

Sim =1:

111
A=|(2 2 2| -
333

N = W

A la vista de la matriz se ve que el Rango(A) = 1 al tener las tres filas

iguales, pero Rango(4) = 2 #Rango(A) — Sistema Incompatible
(No tiene Solucién).

2.
ot oy 22— 0 x=2/3+A
= y=-2/3+A
20— y— z= 2 L\

Problema 9.1.4 (3 puntos) Sean los puntos A(1,0,2) y B(1,1,—4).
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1. (1 punto) Determinar las coordenadas de los puntos P y @ que divide
al segmento AB en tres partes iguales.

2. (1 punto) Si P es el punto del apartado anterior mas préximo al punto
A, determinar la ecuacién del plano 7 que contiene a P y es perpen-
dicular a la recta AB.

3. (1 punto) Determinar la posicién relativa del plano 7 y la recta

r—3 y =z+1
T = =
-2 1 1

Solucion:

1. AB = (1,1,-4) — (1,0,2) = (0,1, —6).

1 1
P=(1,0.2)+ 5(0,1,-6) = (1, 3,0)

2 2
Q=(1,0,2) +5(0,1,-6) = <1, . 2)

2.
1 1
El plano buscado serd: m: 3y — 182 —1 =10
3.
r= 3-2X 17
rigoy= A :>3)\—18(—1+)\)—1:0:>)\=1—5
z= —14+A

Luego el plano y la recta se cortan en el punto:

17 17 17 11 17 2
-8 oo - (353
15" 15 15 151515

9.2. Modelo 2008 - Opcién B

Problema 9.2.1 (2 puntos) Hallar los puntos de la recta r : { 2z+2=0
T—y+z=23
cuya distancia al plano 7 : 3z + 4y = 4 es igual a 3
Solucién:
1 j k xT=A
w=2 0 1|=(1,-1,-2), P(0,-3,0)=>7:{ y=-3—2\
1 -1 1 z=—=2A
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PA,=3—=X\—-2)\), m:3zx+4y=4
3AN+4(—3—)X)—14 1
sy = A3

5 5
=—=|-A—-16|==- = |A+16| ==
Tenemos dos soluciones:

5) 43 43 52 86
+16 3 3 ( 37 37 3)

5 93 53 62 106
AT 16 3 A 3 ( 37 373 )

Problema 9.2.2 (2 puntos) Dados los puntos A(1,3,—-2), B(2,2k+1,k) y
C(k +1,4,3), se pide:

1. (1 punto) Determinar para qué valor de k el tridngulo BAC' es rectangu-
lo, con el angulo recto en el vértice A.

2. (1 punto) Para el valor k = 0 hallar el drea del tridngulo ABC.

Solucion:
1.
AB = (2,2k + 1,k) — (1,3,-2) = (1,2k — 2,k + 2)
AC = (k+1,4,3) — (1,3,-2) = (k, 1,5)
AB-AC=0= k+2k—2+5k+10=0=> k=—1
2. Sik=0:

AB = (1,-2,2), AC =(0,1,5)

i gk
1 1 V170
S=_|ABx AC|==||1 -2 2 ||=|(-12,-5,1) u?
2 20 1 s 2

Problema 9.2.3 (3 puntos) Sean las matrices:

=(o1) =33
1. (1 punto) Hallar una matriz X tal que AXA~! = B.
2. (1 punto) Calcular A™.
3. (1 punto) Hallar todas las matrices M que satisfacen
(A— M)A+ M) = A* - M?

Solucion:
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1. AXA'=B= X=A"'BA

A‘1:<(1) _1>:>X:A‘IBA:

o ) (F ) (on)=(% )

1 _ 1 1 2 1 2 3 1 3 n __ 1 n
o (110
a5

A2+ AM — MA—M? = A> - M? — AM =MA

) (ea)=(a) (o)

at+c=a=— c=0

a+c b+d\ [ a a+b . b+d=a+b= a=d
c d)] \ ¢ c+d c=c
d=c+d=— c=0

=5 )

Problema 9.2.4 (3 puntos) Se considera la funcién

La matriz buscada es:

ar? +b si |z <2

f(x)—{ /2% si |z|>2

Se pide:

1. (1,5 punto) Calcular a y b para que f sea continua y derivable en todo

R.

2. (1,5 punto) Para los valores de a y b obtenidos en el apartado anterior,
calcular el area de la regién acotada limitada por la grafica de f el eje
horizontal y las rectas x =1, z = 3.

Solucion:
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/2% si 2 < -2
= f(z)={ az’+b si —2<z<2

2 .
ar®+b si |x| <2
f(a:):{ it
1/z? i x> 2

1/z?  si |z|>2

Para que f(x) sea continua en © = —2:
linf(x) = lim =
fm = lim — =~

T 92— r T 2 2 4

lim f(z) = h’m2(ax2 +b)=4da+b

T——2
1
da+b= 1 = 16a+4b=1
Para que f(x) sea continua en x = 2: (Quedan los mismos resultados
de z = —2)
La derivada sera:

—2/x3 si 1< -2
f(z) = 2ar  si —2<w <2
—2/x3 si x>2

Para que f(x) sea derivable en x = —2:
1
F2) =5 F-29) = ~a
1 1
—dg = ~ -
= =a TG

Para que f(z) sea derivable en x = 2: (Quedan los mismos resultados
de z = —2)

1 1
4a——f:>a——ﬁ
Sia= b—1
1a———6:> =5
1/2? si x <=2
flz)y=4 —1/1622+1/2 si -2<x<?2
1/2? si x>2

. El signo de la funcién f en el intervalo [1,2] es siempre positiva, y lo
mismo ocurre en el intervalo [2, 3]

~1/162>4+1/2=0= z = +V8
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Los intervalos de integracién seran (1,2) y (2, 3)

2 1 1 —3 T 2
2
= ——zt+ - dr = — + =
51 /1 ( 16 2) 48 2

3 1 113 1
s [ (o) o= 2], =3
17 1 25 ,

9.3. Junio 2008 - Opcién A

Problema 9.3.1 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

T— ay = 2
ar— y= a+1
se pide:

1. (2 puntos) Discutir el sistema segun los valores del pardmetro a. Re-
solverlo cuando la solucién sea tnica.

2. (1 punto) Determinar para qué valor o valores de a el sistema tiene
solucion en la que y = 2.

Solucion:

— 1 —a
A= < a -1
Sia# +1 = |A| # 0 = Rango(A) = 2 =Rango(A = n° de

incégnitas y el sistema es Compatible Determinado (solucién tnica).
Su solucion serfa, aplicando Cramer:

1.
2

a+1

), Al=—-14+a*=0= a=+1

2 —a 1 2
a+1 -1 a+2 a a+1 1
€r = = y ’y = = —
—1+a? a+1 -1+ a? a+1
Sia=-1
— 1 112
i=( 4l
En este caso Rango(A) = 1, mientras que Rango(A4) = 2 ya que el
menor 71 3 = 2 # 0. Como Rango(A) #Rango(A) = Sistema

Incompatible (no tiene solucién).
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Sia=

— (1 —1]2
A:<1 —12>

Esté claro, que las dos filas son iguales y, por tanto, Rango(A) =
1 =Rango(A) < n° de incdgnitas y el sistema es Compatible Indeter-
minado (infinitas soluciones). Las soluciones, en este caso y aunque no

las pida el problema son:

=2+
y=A

1
2:— — = ——
a+1 “ 2

Cuando a =1 ey =2 = = = 4, luego las soluciones de a pedidas

sona=1ya=—-.
Y 2

Problema 9.3.2 (3 puntos) Dadas las rectas:

x—ay:2 r—z=1
T S :
ay+z=1 y+z=3

se pide:

1. (1,5 puntos) Discutir la posicién relativa de las dos rectas r, s segin

los valores del parametro a.

2. (1,5 puntos) Si a = 1, calcular la distancia minima entre las dos rectas

Ty S.

Solucion:

r: u_)’r‘: (_a7_17a) g ’U,_;: (17_171)
"1 P(2,0,1) ' Py(1,3,0)

—_—

1. PP, =(~1,3,—1)

—a -1 a
|A| = 1 -1 l1|=4a=0=—= a=0
-1 3 -1

Sia# 0= |A| # 0= Se cruzan.

Sia=0:
0 —1 0
A= 1 -1 1
—1 3 —1
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como | :1 =1%# 0 = se cortan.
2. Sia=1:
= (—1,-1,1) fwm=(1,-1,1) =
r {Pr(27071) s.{ P.(1,3,0) , PP,=(-1,3,-1)
d(’l“ S) o |PT‘P5717F>7UT‘7US| 4 — o
’ [T 2v/2
-1 -1 1
—_
|P7'Psau_)7'7ma175>|: 1 -1 1|=4
-1 3 -1
1 j k
@@= -1 -1 1]=](0,22)|=v8=2V2
1 -1 1

Problema 9.3.3 (2 puntos) Estudiar los siguientes limites:

1. (1 punto) lim (e® —2?)

r——+00

413 €T
2. (1 punto) h’ni 3 i zx
Tr—100

Solucién:
1.
22
lim (e —2%)= lim €" (1—) = lim e’"=00
r——+00 T—+00 et x—+00
ya que:
2
2
im = = [oo} — 1im 2= [OO] = lim —=0
T—+o00 ¥ 00 T—+00 e¥ 00 T—+00 ¥
2.
x x
e 5 ((3) 1) sy (§) +1
e oo 3% + 6% :xirgooT:wirgoo 6 3\* =0
o ((3) +1) (8) +1

Problema 9.3.4 (2 puntos) Obtener los méximos y minimos relativos, y
los puntos de inflexién de la funcién:

f(z) = z(In(x))

siendo In(x) el logaritmo neperiano de z.
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Solucion:

f/(a:) = (1n(x))2 +2ln(z)=0= z=1, z= o2

(0,e7?) (e, 1) (1,00)
J'(z) + — +
f(z) | Creciente /| Decreciente \, | Creciente /

La funcién presenta un maximo en el punto (e72,4e72) y un minimo en

(1,0).

@ - +

f(z) | Convexa N | Céncava U

La funcién presenta un punto de Inflexién en el (e7! e~ 1)

A

9.4. Junio 2008 - Opcién B

Problema 9.4.1 (3 puntos) Dada la siguiente matriz de orden n:

1 1 1 - 11
-1 9 1 - 11
A =] -1 -1 9 - 11
-1 -1 =1 -~ -1 9

se pide:
1. (0,5 puntos) Calcular el determinante de la matriz As.
2. (0,5 puntos) Calcular el determinante de la matriz As.
3. (2 puntos) Calcular el determinante de la matriz As.

Solucion:
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11
2.
1 11
Ay=| -1 9 1 |=10*=100
-1 -1 9
3.
1 1 1 11
-1 9 1 11
As=| -1 -1 9 1 1 |=10*=10000
-1 -1 -1 9 1
-1 -1 -1 -1 9

Problema 9.4.2 (3 puntos)

1. (1,5 puntos) Para cada valor de ¢ > 0, calcular el drea de la regién
acotada comprendida entre la grafica de la funcién:

1
fl@)=cet + =2® +1
c
el eje OX y las rectas x =0, x = 1.

2. (1,5 puntos) Hallar el valor de ¢ para el cual el drea obtenida en el
apartado anterior es minima.

Solucion:
1.
1
cxt+ 2 +1=0= P2 +22+¢=0
c

Esta ecuacion no tiene soluciones para 0 < ¢ < 10, ya que el discrimi-
nate 1 — 4¢? < 0, ésto quiere decir que, la funcién no corta el eje OX
en el intervalo [0, 1] y, por tanto, los limites de integracién del area
buscada seran desde z = 0 hasta = = 1.

1 1 cr® 2 1
S:/ 4, -2 1)d _ z~ _¢c 1
O(Cl' —i—caf—l— €T —5—1—364-3: 5+3c+
32 +15¢+5
S = ———
(c) 15¢
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S’(c)—?)c;)(;f)—0:> c-:l:\éB
(07_\/5/3) (_\/5/37\/5/3) (\/5/3700)

f'(z) + - +

f(z) | Creciente /" | Decreciente Y\, | Creciente ,/

La funcién presenta un maximo en ¢ = —+/5/3 y un minimo en ¢ =
v/5/3, que es el valor buscado.

Problema 9.4.3 (2 puntos) Dados los puntos A(0,0,1), B(1,0,—1), C(0,1,—2)
y D(1,2,0), se pide:

1. (0,5 puntos) Demostrar que los cuatro puntos no son coplanarios.

2. (1 punto) Hallar la ecuacién del plano 7w determinado por los puntos
A, ByC.

3. (0,5 puntos) Hallar la distancia del punto D al plano .
Solucién:

1. Construimos los vectores:

AB = (1,0,-2) 1 0 -2
AC=(0,1,-3) = |0 1 -3 |=7T#0=
AD = (1,2,-1) 12 -1

Los cuatro puntos no son coplanarios.

2.
AB = (1,0,-2) 1 0 =z

T4 AC=(0,1,-3) =7:| 0 1 y |=0=
A(07071) -2 -3 z-1

m:2x+3y+2—1=0
3.

246—1 14
d(D,w):’ +6-1 7 V14

Via V4 2

Problema 9.4.4 (2 puntos) Dados el plano 7 : 3z +2y — 2+ 10 =0 y el
punto P(1,2,3), se pide:

1. (0,5 puntos) Hallar la ecuacién de la recta r perpendicular al plano 7
que pasa por el punto P.

2. (0,5 puntos) Hallar el punto @ interseccién de 7 con r.
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3. (0,5 puntos) Hallar el punto R interseccién de 7 con el eje OY'.

4. (0,5 puntos) Hallar el drea del tridngulo PQR

Solucién:
1.
r:{g(igj’;)’_l) = r: 5;;1—32
z=3—-A
2.

31430 +22+20) —3-A)+10=0= A=—1

Luego el punto buscado es el Q(—2,0,4) (Sustituyendo el valor de A
en la recta r.

3. Cuando el plano 7 corta al eje OY tendremos que x = 0y z = 0, luego
2y +10 = 0 = y = —5. El punto buscado es R(0, —5,0).

4. Construyo los vectores m =(-2,5,4) y RP = (1,7,3)

' k
1 v 1 3/70
S==-|ROxRP|=|| -2 5 4 ||==|(~13,10,—19)| = 22X
2 17 3] 2 2

9.5. Septiembre 2008 - Opcién A

Problema 9.5.1 (3 puntos) Dada la funcién;
fla)=e""(z" +1)

se pide:

1. (2 puntos) Dibujar la grafica de f, estudiando el crecimiento, decreci-
miento, puntos de inflexién y asintotas.

2. (1 punto) Calcular:

1
/ f(z)dx
0
Solucion: )
v +1
fla) =
1. = Asintotas:

a) Verticales: No Hay
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b) Horizontales:

i f(x) =0
lim f(z) =00

r——00

La recta y = 0 es una asintota horizontal cuando x — oo,
pero no lo es cuando © — —o0.

¢) Oblicuas: No hay al haber horizontales

= Monotonia:

+20-1  (z-1)

f'(@)

=0= z=1

er e®

Ademsds, f'(x) < 0 siempre y, por tanto, la funcién es siempre
decreciente. Esto quiere decir que, la funcién no tiene ni maximos

ni minimos.

s Curvatura:

2
-4
f”(:c):xeif—kz)):o: r=1, =3
(—OO,].) (173) (3)00)
f" (@) + - +
f(z) | Concava U | Convexa N | Céncava U

= Representacién:

o,z

S~ PI(1,0.7357588623)

PI(3,0.4978706836)

y=0

2. Se trata de una integral por partes donde v = x? + 1 = du = 2xdx
ydv=e%dr—= v=—e"

/f(x)dx:/

x2
e~ T

1
+ de = —e (2> 4+ 1) + 2/ xe Ydx =

Volviendo a resolver por partes u = = du =dx y dv = e *dr —

v=—e")

—e (2% +1)+2 {—:L‘e_x +/ 6_1} = —e T(2?+1)—2we T —2e°
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2+ 2z +3
ea:

1 142 1 2.9 1
[ o= [T o ZEEEI g O
0

0 er er 0 e

=—e (2 +20+3) = —

Problema 9.5.2 (3 puntos) Dada la matriz:

2 a+1 1

se pide:

1. (1,5 puntos) Determinar el rango de A segiin los valores del parametro
a.

2. (1,5 puntos) Decir cuando la matriz A es invertible. Calcular la inversa

para a = 1.
Solucién:
1.
2 a+1 1
—14++5
|Al=1|2a 0 1 = 2(a+1)(a*+a—-1)=0= a=—1, a = 7\[

2 0 a+1 2

En los tres casos el Rango(A) = 2

2. Sia# —-1lya# %‘/5 — |A| # 0 = la matriz A es invertible.

Sia:—loaz%\/gz |A] = 0 = la matriz A no es in-
vertible.

Cuando a = 1:

2 21 0 1 —1/2
A=1201|=A4a"1=]1/2 -1/2 0
2 0 2 0 -1 1

Problema 9.5.3 (2 puntos) Dados los puntos P(1,1,3) y Q(0,1,0), se pide:

1. (1 punto) Hallar todos los puntos R tales que la distancia entre Py
R sea igual a la distancia entre () y R. Describir dicho conjunto de
puntos.

2. (1 punto) Hallar todos los puntos S contenidos en la recta que pasa
por Py @ que verifican dist(P, S) = 2dist(Q, S), donde ”dist” significa
distancia.
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Solucién:
1. Sea R(z,y,z2):

IPR| = |QE| = |(z — L,y —1,2 - 3)| = |(z,y — 1,2)| =

\/(:c—l)2+(y—1)2+(z—3)2:\/x2+(y—1)2+22:> z+32—5=0

Se trata, por tanto, de un plano.

2. La recta

f QP=(1,0,3) iz
T.{ Q(0,1,0) = r: g;;’A = S(A\,1,3))

|PS| = 2|Q5| = |(A—1,0,3x — 3)| = 2|(},0,3))]

VO =124+ (A —3)2 =202 + 302 = (A-1)*+(3A-3)? = 4(A*+(3))?)

1
BN 420 -1=0= A=-1, A= 3
Los puntos buscados seran:
1
Si-11,-1) v 8 (51.1)
Problema 9.5.4 (2 puntos) Dadas las rectas:
z+1 y—2 =z z y—1 =z
T =——=_, s:-= =
1 2 3 2 3 4

hallar la ecuacion de la recta t perpendicular comtun a ambas.

Solucioén:

m: (_1727_1) m: (_1727_1)
T u = (1,2,3) y o us = (2,3,4)
Pr(~1,2,0) P4(0,1,0)
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-1 1 x+1
ot 2 2 y=-2|=0=4dx+y—2242=0

-1 3 z
-1 2 T

o : 2 3 y—-1|=0= 1lz+2y—72—-2=0
-1 4 z

) dr+y—22+2=0
M +2y—72—-2=0
9.6. Septiembre 2008 - Opcién B
Problema 9.6.1 (3 puntos)

1. (1,5 puntos) Calcular:
/ 23 In(z) de
donde In(z) es el logaritmo neperiano de z.

2. (1,5 puntos) Utilizar el cambio de variable

t —t

r=e" —e
para calcular:
=t
———dx
44 a?

Indicacion : Para deshacer el cambio de variable utilizar:
T4+ Va2 44
t=In[ ———
2
Solucion:

1. Se trata de una integral por partes, donde hacemos: u = Inz = du =

4zt Ing — 24

13:_
4 4 4 4 4 16

e—l—e et +et

1
——dz = dt =
/\/4+x2 VA+ (et —e~ 2+ et +e2
t —t 2
/ﬁdt: e /dt—t—l (”J”“" )

(et + e71)2 el et
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Problema 9.6.2 (3 puntos) Dados el plano:
m:x+y+z=1

y la recta:

z—1 y+1 z
T = =—

2 3 —4

se pide:

1. (1 punto) Hallar el punto P determinado por la interseccién de r con
1.

2. (2 puntos) Hallar el plano my paralelo a m; y tal que el segmento de
la recta r comprendido entre los planos m, mo tenga longitud /29
unidades.

Solucion:

1. Ponemos la ecuacién paramétrica de la recta

xr=142)\
r:q y=-—143A
z = —4\

Sustituimos en el plano: 1 +2A —1+3XA —4A =1 = XA =1, luego el
punto buscado es: P(3,2,—4).

2. Calculamos un punto Q(1 + 2X, —1 4+ 3\, —4)) de la recta r que dista
v29 unidades del punto P calculado anteriormente:

PG| = |(=24+2), —3+3X,4—40)| = /4(A = 1)2 +9(A — 1)2 + 16(1 — A)2 =

V29N —1) = V29 = A =2

Luego Q(5,5,—8) que, estard contenido en el plano que buscamos my
cuya ecuacién serd: 4+ y 4+ z = u por ser paralelo a 1. Para calcular
1 sustituimos el punto @ en el plano 7o y tenemos

p=5+5—-8=2= m:x+y+z=2
La otra solucién seria:
V29(1 -2 =v29=— A=0

Luego Q(1, —1, —4) que, estara contenido en el plano que buscamos my
cuya ecuacién serd: 4+ y 4+ z = u por ser paralelo a ;. Para calcular
1 sustituimos el punto @ en el plano o y tenemos

p=1-1-4=-Ad= m:z+y+z=—-4
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Problema 9.6.3 (2 puntos) Resolver el siguiente sistema:

z 2y +z —3v = —4
z +2y + 2z +3v = 4
2¢ -4y +2z —6v = -8
2z +2z = 0
Solucién:
1 -2 1 -3 —4
1 21 3 4
A= 2 -4 2 —6 -8
2 02 0 0

Observando la matriz vemos que, la 1* columna es igual a la 3%, y la segunda
es igual a la 4* multiplicada por dos, luego el Rango(A) =Rango(A) =2 < 4
n° de incégnitas y se trata de un Sistema Compatible Indeterminado con
4 — 2 = 2 grados de libertad. Es decir, necesitaremos dos parametros para

su solucién.

Como las dos primeras filas son linealmente independientes el sitema a re-
solver sera:

T=-A
r —2y +z —3v = —4 . y:4—3,u
z +2y +z +3v = 4 2

z=A

v=p

Problema 9.6.4 (2 puntos) El cajero automético de una determinada en-
tidad bancaria sélo admite billetes de 50, de 20 y de 10 euros. Los viernes
depositan en el cajero 225 billetes por un importe total de 7000 euros.
Averiguar el nimero de billetes de cada valor depositado, sabiendo que la
suma del niimero de billetes de 50 y de 10 euros es el doble que el nimero
de billetes de 20 euros.

Solucion:
z: n° de billetes de 50 euros

y: n° de billetes de 20 euros
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z: n° de billetes de 10 euros

50z + 20y + 10z = 7000 z =100
r+y+z=225 =< y=175
T+ z=2y z =50
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Capitulo 10

Ano 2009

10.1. Modelo 2009 - Opcién A

Problema 10.1.1 (3 puntos) Dados el plano 7 : z + 2y — z = 2, la recta:

rx—3 y—2 z-95
2 1 4

r:

y el punto P(—2,3,2), perteneciente al plano 7, se pide:
1. (0,5 puntos) Determinar la posicién relativa de m y r.

2. (1 punto) Calcular la ecuacién de la recta ¢ contenida en 7, que pasa
por el punto P y que corta perpendicularmente a r.

3. (1,5 puntos) Sea @ el punto interseccién de r y t. Si s es la recta
perpendicular al plano 7 y que contiene a P, y R es un punto cualquiera
de s, probar que la recta determinada por R y @) es perpendicular a r.

Solucion:

1. De dos formas difrentes:

Tz =342\
» La ecuacién de la recta en paramétricasesr: < y=2+ A ,y
z=>54+4\

si sustituimos en el plano 7 tenemos:
B+2N)+224+N) - 5+4N) =2= 2=2

expresion que se cumple para cualquier punto de la recta indepen-
dientemente del valor de A y, por tanto, la recta r estd contenida
en el plano 7.
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= Ponemos la recta r como interseccién de dos planos:

-3 -5
z 5 = : 1 — 2r—z=1
z—3 _ Y- 2
= —2y=-1
5 7 = -2y =
Ahora estudiamos el sistema formado por estos dos planos y el
plano 7
z+ 2y— z= 2 1 2 -1 2
T— 2y = -1 = A=|1 -2 0]-1
2z - z= 1 2 0 -1 1
1 2
[Al=0y 1 2‘——4:>Rango(A)—2
=

F3 = F1 + F, = Rango(A) =2

Rango(A) =Rango(A) = 2 < n° de incégnitas = Sistema Com-
patible Indeterminado.

El plano 7 y la recta r tienen infinitos puntos comunes y, por
tanto, la recta esta contenida en el plano.

2. Para que el enuciado tenga sentido es necesario que el punto P esté en
el plano m, basta sustituir el punto en el plano para comprobarlo.

El vector u; de la recta t que buscamos tiene que ser perpendicular

[T

al vector caracteristico del plano u; = (1,2,—1) y al vector director
u; = (2,1,4) de la recta r. Luego:

i ]k
U =UpXxu,. =1 2 —1|=3(3-2,-1)
2 1 4



.
) i =(3,-2,-1) r+2 y—3 z-—2
t'{ P(~2,3,2) e S |

Evidentemente esta recta tiene que estar contenida en el plano 7.

3. La situacién geométrica es la siguiente:

Tenemos que encontrar una recta s perpendicular al plano 7 y que
pase por el punto P

r=-2+A
{ 72_2(1 2) b = s:¢ y=3+2\
z2=2-A

Un punto cualquiera R de la recta s es R(—2+ A\, 3 4+ 2),2 — A).

[F7

Ahora buscamos el punto de corte @) entre las rectas t y r

=342\ r=-2+3u 3+2\=-2+4+3u
rie o y=24+X , t:8 y=3-2u =< 24+4AX=3-2u =
z=>5+4+4\ z2=2—u S+4A=2—p

A=-—1
Soélo nos queda por comprobar que los vectores Cﬁ% =(=3+ N2+
2\, 1—=X) y 4y = (2,1,4) son siempre perpendiculares. Para ello calcu-
lamos su producto escalar y debe de ser cero independientemente del
valor del parametro A

QR - = (=34 X, 242X, 1-1)-(2,1,4) = —6+2A+24+2A+4—4X = 0

Luego la recta h que pasa por los puntos () y R es siempre perpen-
dicular a la recta r sea cual sea el punto R que tomemos de la recta
s.
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Problema 10.1.2 (3 puntos) Sea:

1—x—2 si 3:<§

4 2

fz) = . 5
— (1 = (2 —9) ] > 2

12(1 (z 2)) i z25

1. (1 punto) Estudiar la continuidad y la derivabilidad de f(z).
2. (1 punto) Hallar los médximos y minimos locales de f(x)

3. (1 punto) Dibujar la grafica de f(z).
Solucién:

1. (1 punto) Continuidad:

lim  f(z)= lim (1 i
1m xr) = - —
z— (3/2)~ z— (3/2) 4 16

7 7
{ = I —(1—(x—2)?)=—
R ACO R T (1-@-27)

Luego:

lim  f(x)= lim f(z)=f () =— =

a—> (3/2)~ a—> (3/2)+

. 3
f es continua en x = 3

Derivabilidad:

siox<

—
—
8
S~—
I
|8
N |
——
i3
N N
[NS][SCRN [N
+ |
N
I
ol |
INN[oV)

—7(x—2)

5o

La funcién no es derivable en z = 3/2

&
8
v
N o
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2. Estudiamos su representacién grafica

Primero los extremos

x 3
——=0 si oz < = r=0 si <

f/( B 2 2
M:O si 9c>§ r=2 si x>

6 -2

Recurrimos a la segunda derivada para ver de que tipo son

1 3
—5 = Maximo si z < 3
f(z) =
-7 3
? — Miéiximo si x Z 5

=32

Problema 10.1.3 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones:

r— y= 3
2c— 3y = 2k
3z— by= k

1. (1 punto) Discutirlo segin los distintos valores del pardmetro k.
2. (1 punto) Resolverlo en los casos en que sea posible.

Solucion:
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1 -1 3
A= 2 -3|2
3 5| k

A =3k-1)=0= k=1
1 -1 .
Como el menor 9 _3|= —1 # 0 = el Rango(A) = 2 indepen-
dientemente del valor de k.

Si k # 1 = |A| # 0 = Rango(A4) = 3 #Rango(4) = 2 = n° de
incognitas y el sistema es Incompatible, es decir, no tiene solucion.

Sik=1:
1 -1]3 L 1

A= 2 =3|2 |, [Al=0y = —1# 0= Rango(A) =2
3 5|1 2 3

Luego en este caso Rango(A) =Rango(A) = 2 = n° de incégnitas —>
Sistema Compatible Determinado, es decir, tiene solucién tnica.

r— y= 3 ] z= 7
20— 3y= 2 y=4
Problema 10.1.4 (2 puntos) Resolver la ecuacién:

222 —1) z4+1 (z+1)2
z—1 r+1 z+1 |=0
(r—1)?2 z2-1 22-1

Solucion:
222 -1) z+1 (x+1)? 20 —1) 1 z+1
x—1 z4+41 z+41 |=(@+)(z-1)| 2—1 =z+1 z+1|=
(r—1)2 2-1 22-1 r—1 1 x+1
20z -1 1 1 F 20z —1) 1 1
(z4+1)2(z-1)| z—-1 z+1 1|=| FKR-F |=@+)*(z-1)] —(z—-1) = 0
z—1 11 Fs— Fy —(z—1) 0 0
2 11 L1
(z+1)*(z—1)%] =1 = 0 |=—(2*-1)? = z(2®°-1)2 =0= 2 ==+1
1.0 0 v 0
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10.2. Modelo 2009 - Opcién B

Problema 10.2.1 (3 puntos) Dados el punto P(1,—1,2) y el plano 7 :
2z —y + z = 11, se pide:

1. (1,5 puntos) Determinar el punto @ de interseccién del plano 7 con la
recta perpendicular a m que pasa por P. Hallar el punto simétrico del
punto P respecto del plano .

2. (1,5 puntos) Obtener la ecuacién del plano paralelo al plano 7w que
contiene al punto H que se encuentra a 5v/6 unidades del punto P en
el sentido del vector I@

Solucion:

1. Tenemos

T.{qu_n):(llal) — ;il__l}__Q);\
Pr:P(17_172) 2 =24\

Sustituyendo en el plano tenemos

r

21420 — (1= AN+ (2+A) —11=0= A=1
Sustituyendo este valor en r tenemos Q(3, —2, 3).

El punto @ es el punto medio entre P y el punto R que buscamos

P+R

5 = B=2Q-P=23,-23)-(1,-1,2) = (5,-3,4)

Q=
Luego R(5,—3,4) es el punto simétrico de P respecto del plano 7.
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2. El vector m = (2,—1,1) = @y y es perpedicular al plano 7. Tenemos
H=P+\ ;= PH=-\ u, =
|PH| = Nuz| = A6 =5V6 = A=5

Luego el punto H = (1,—1,2) + 5(2,—1,1) = (11,—6, 7). El plano #’
que buscamos contiene a este punto y tiene el mismo vector carac-
teristico que 7

FPa
i /'
/“' .._"’
# r
. 23 ¥
Fy I /./
.__.z. " /
I #
&
/
/
F s
&
/
Fy rd
HT
r _|'
//
i ; i
Ve /

i 2r—y+tz=A= 2246+7T=A=>A=35= 20 —y+2=235
Nota: Podemos comprobar si d(P, ') = 5v/6:

241+2-35 30
() = 12F :;6 |:\/6:5\f6

y también podemos comprobar que
PQ=Vi+1+1=V6y |QH|=64+16+ 16 = 4V/6

La suma de ambos médulos nos vuelve a dar 5v/6.

Problema 10.2.2 (3 puntos) Si A = (C4,Cs,C3) es una matriz cuadrada
de orden 3 con columnas Cq, Cq, Cs, y se sabe que det(A) = 4, se pide:

1. (1 punto) Calcular det(A3) y det(3A).

2. (2 puntos) Calcular det(B) y det(B~1), siendo B = (2C3,C; —C3,5C})
la matriz cuyas columnas son:

2037 Cl - 027 501
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Solucion:

1. = |A3 =|A| |A]-|A] =43 =64
= [3A] = |(3C4,3C%,3C3)| = 33| A| = 27 -4 = 108
2. = |B|=](2C3,C1 — C,5C)| = —10|(Cy, Cy — Ca,C5)| =

= —10[(C1,C1,C3) — (C1,C2,C3)] = 10]A] = 40
Si|B-B Y =1=|B|-|BY=1=|B Y=~ =—

Problema 10.2.3 (2 puntos) Sea:

1. (1 punto) Estudiar la continuidad y la derivabilidad de f en z = 0.

2. (1 punto) Estudiar cudndo se verifica que f/(x) = 0. Puesto que f(1) =
f(=1), jexiste contradiccién con el teorema de Rolle en el intervalo

(—1,1]?

Solucion:

1. Continuidad:

Luego:
lim f(z)= lim f(z)=f(0)=0=

z— 0~ z— 0t

f es continua en x = 0

Derivabilidad:
7332 —1 si <0
2 2
L 707 =1
m S1 T Z 0
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(]

Luego:
F1(07) # f'(07)

La funcién no es derivable en x = 0

2. Para que se cumplan las hipétesis del teorema de Rolle la funcién debe
ser continua en el intervalo (—1,1) y derivable en el intervalo [—1, 1],
lo cual no es cierto segin el apartado anterior.

Problema 10.2.4 (3 puntos) Sea

f(:c):{ (r—1)% si o<1

Inx si x>1

donde Inx significa logaritmo neperiano de z. Hallar el area de la region
acotada limitada por la grafica de f(x), y por la recta y = 1.

Solucion:

= Comprobamos si hay continuidad en el punto z =1

lim  f(z) = lim (@-1?) =0

z— 1)~

lim f(z)= lim (lnz)=0

z—> 17+ z—1
f1)=0
Luego:
lim f(x) = h’mﬁ fey=f(1)=0=

r— 1"

f es continua en r =1
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» Calculamos los puntos de corte de f(z) cony =1

(r—1)2=1 si <1 r=0 si <1
Inzx=1 sio x>1 r=e si z>1

s Calculamos el area:

S =|S1| + |Se|

Resolvemos las integrales por separado

1 3 ! 2 2
51=/<1—<x—1>2>dx=—”;)+x2] = > = 15i=3
0 0

La siguiente integral se resuelve por partes u = Inz = o' = dz/x y
dv=dr= v=u=x

/(1—lnx)da: =z — (xlnx—/dx) =2z —zlnx

52:/ (1-Inz)de = 20 —xlnalf =c—2=> S| = ¢ -2
1

2 4
S:§+e—2:e—§u

10.3. Junio 2009 - Opcién A

Problema 10.3.1 (3 puntos) Dado el plano 7 : z + 3y + z = 4, se pide:

1. (1 punto) Calcular el punto simétrico P del punto O(0,0,0) respecto
del plano .

2. (1 punto) Calcular el coseno del d4ngulo o que forman el plano 7 y el
plano z = 0.
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3. (1 punto) Calcular el volumen del tetraedro T' determinado por el
plano 7, y los planos x =0, y =0, z = 0.

Solucién:
1. Tres pasos:

» Calculo r L 7 que pasa por O(0,0,0):

S

r: { (: E) ?; 1 = { y=3A
z=A
= Calculo el punto de corte () de w con r:

1 412 4
A+3BNFA=4= A= = = Q<11,11,11)

= P es el punto simétrico de O respecto de Q:

P+0 8 24 8
;o =0=r=2-0= (.37
2.
COSOZ_L_i
VI 11

3.Siy=0,2=0= A(4,0,0)
Siz=0,z=0= B(0,4/3,0)
Siz=0,y=0= C(0,0,4)

OA = (4,0,0), OB = (0,4/3,0), OC = (0,0,4)

4 00
1 2
V=50 4/3 0 :%zﬂ
0 0 4

Problema 10.3.2 (3 puntos) Dado el sistema:

dx+ 4 y+ 2z= 2\
AT+ y— Az= A,
A e+ ddy+ Az= 9

Se pide:
1. (2 puntos) Discutir el sistema segin los valores del pardmetro .

2. (1 punto) Resolver el sistema para A = —1.
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Solucion:

4 4\ 2|2\

1
A1 =X A A= —4ABN—6A ) =0= A=0 A=1 A=z

4x 4N ] 9
SiA£A0yA#1yk#1/5 = |A| # 0 =Rango(A) =Rango(A) =
3 =n° de incdégnitas, luego en este caso el sistema serd compatible de-
terminado.

SiA=0
4 0 2|0
A=|101 01/0
0 0 0]9
4 0
Como|A| =0y 01 =4 # 0= Rango(A) =2.
Como
0 20
1 0 0|=-18+# 0= Rango(4) =3
009

Luego el sistema es incompatible.

Sia=1
4 4 2 |2 —
A=|11 -1|1 :>{ Rango(i)_;’ =
4 4
Sistema es Incompatible.
SiA=1/5

A= 15 1 -1/5|1/5

4 4/5 2[2/5 Rango() = 3
:{ A) =2
4/5 4/5 1/5| 9

Sistema es Incompatible.
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Sia=-1

dr— dy+ 2z2= -2 z=-1
—z+ y+ z= -1 =< y=-1
—4dz— 4dy— z= 9 z=-1

Problema 10.3.3 (2 puntos) Calcular el siguiente limite:
/ 1 (z+1)
Jim (1 o s)
segun los valores del pardmetro «

Solucion:

1 (x+1) N
i 14— = [1°°] =
Jim ()T ==

1 r+1
A= 1 D1+ ——— 1) = tim (—
x_lfrioo(“ )( +aaz2+4x+8 ) 21— Foo (Oé$2+413+8)

1
1 (z+1) 1
; _ /4
x—»hn}roo (1 + 4o + 8> c

Sia#0= \=0=

1 (z+1) 0
i 14— = =1
a:—1>H-&l-oo< + a:c2—|—4:c+8> ¢

Problema 10.3.4 (2 puntos) Calcular la integral:
X
F(x) = / t2e tdt
0
Solucién:

Se trata de una integral que se resuelve por partes:

(u =’ —= du=2dt; dv=etdt = v= —eft)
/ e tdt = —t?e7t + 2/ te"tdt =
(u:t=> du=dt; dv=etdt = v= —e_t)
= —t?e7 142 [—te_t +/ et dt} = —t?e 42 {—te‘t — e_t} = ¢! (t2 + 2t + 2)

x
F(:z:):/O e tdt= -7 (£ +2t+2)| = —e(2? + 20 +2) +2

T
0
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10.4. Junio 2009 - Opcién B

Problema 10.4.1 (3 puntos) Dadas las rectas:

r—1 y—2
T =— =

z x+2 y z-—2
2 3 1 -

) S )
2 1 1

se pide:

1. (1 punto) Hallar la ecuacién del plano m que contiene a r y es paralelo
a s.

2. (1 punto) Determinar la distancia entre las rectas r y s.

3. (1 punto) Estudiar si la recta ¢ paralela a r y que pasa por O(0,0,0)
corta a la recta s.

Solucién:
1.
= (2,3,1
. {m:(2,3,1) ) {17;:(2,1,1) . 777;):52113
P.(1,2 ’ P,(-2,0,2 Y
T(; 70) S( 707 ) P’/‘(17270)
2 2 z—1
m:]3 1 y—2 |=0=2—-22—-1=0
1 1 z
2. PP, =(-3,-2,2)
2 31
—_—
HU,Z,U;,PTPS} =] 2 1 1]||=]-14/=1
-3 -2 2
i j k
mxwml =112 3 1|[=](20-4)]=v20=2V5
2 1 1
’[",S = = = u
@ x g 2v5 5
3.
— —
Ut:(2,3,1) uS:(27171) DD _
: {Pt( ,0,0) S P20 =020
2 31
2 1 1|=-12= Se cruzan
-2 0 2
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Problema 10.4.2 (3 puntos) Si la derivada de la funcién f(x) es:
fl(x) = (z = 1)*(x - 5)
Obtener:
1. (1 punto) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

2. (1 punto) Los valores de z en los cuales f tiene méaximos relativos,
minimos relativos, o puntos de inflexién.

3. (1 punto) La funcién f sabiendo que f(0) =0

Solucién:
1.
(—00,1) (175) (5700)
f'(z) + - +
f(x) | Creciente /| Decreciente \, | Creciente

2. En = 1 hay un maximo y en x = 5 hay un minimo. Para calcular
los puntos de inflexién calculamos la segunda derivada:

f'(@) = 4@ — 4)(z — 1)

f"(x) =0 = x =4y x = 1. El tnico posible punto de inflexién es
=4 ya que en x = 1 hay un maximo:

(_007 1)

(1,4)

(4,00)
+

f"(x)

f(z)

Convexan

Convexan

Céncaval

Miximo(1,0)

/

/ Creciente

/

/ [m4 — 823 + 1822 —

Convexa

™ %)ecrecienre
Plnflexiin(4 165\
\\ Concava
¥

g S
S
Minimo(5,-51)

162 + 5| dx =

232
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Creciente

/

/

5
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fO)=0+C=0= C=0

flx) = =3 — 221 + 623 — 822 + 5z

Problema 10.4.3 (2 puntos) Dado el sistema:

20—y = A
Ar—2y=4
Jx —y=2

1. (1,5 puntos) Discutir el sistema segin los valores del pardmetro A

2. (0,5 punto) Resolver el sistema cuando sea posible

Solucion:
1.
2 =1 A
A= N =24 [Al= - A=2)A—6)=0= A=2 \=6
3 —1]2

» SiA#2y \#6= |A| #0 =Rango(A) #Rango(A) luego en
este caso el sistema sera Incompatible.

m SiA=2
2 —1]2 —
A=|2 24 :{gaﬂgoéﬁgfg =
3 12 el =
Sistema es Compatible Determinado.
m SiA=06
2 —11|6 —
T-|6 —2l4 Rango(A) = 2 N
3 _19 Rango(A) =2

Sistema Compatible Determinado.

2. Cuando \ = 2:

2 — =

rT—y=2 v =0
2r -2y =4 — _ 9
3r —y =2 y=
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Cuando )\ = 6:

20 —y==6 v = 4
6r —2y =4 — -1y
3r—y=2 y=

Problema 10.4.4 (2 puntos) Dada la matriz:

a 1 1
A= 1 a 1
11 a
se pide:
1. (1 punto) Estudiar el rango de A segun los distintos valores del pardmetro
a.
2. (1 punto) Obtener la matriz inversa de A para a = —1
Solucién:

1. A=a*-3a+2=0=a=1, a= -2

Sia#1ya#—2= |A| #0=Rango(A) = 3.

Sia=1:
1 11
A=|1 1 1 | = Rango(4) =1
1 11
Sia=-2:
— 1 1
A= 1 -2 1 | = Rango(4) =2
1 1 -
2. Sia=—-1:
-1 1 1 0 1/2 1/2
A= 1 -1 1 |=A"1t=[1/2 0 1/2
1 1 -1 1/2 1/2 0

10.5. Septiembre 2009 - Opcién A

Problema 10.5.1 (3 puntos) Dada la matriz:

m 1 2m
M= m 1 2 |;
01 1
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1. (1,25 puntos). Determinar los valores del prametro m para los cuales
la matriz M es invertible.

2. (0,5 puntos). Determinar los valores del pardmetro m para los cuales
la matriz M?° es invertible.

3. (1,25 puntos). Para m = —1 calcular, si es posible, la matriz inversa
M~ de M.

Solucion:

1. [M|=2m(m—-1)=0= m=0, m=1.
Sim#0ym#1 = existe ML,

Sim=00m=1=> no existe M1,

2. M?> no es inversible si |[M?®| = 0 = |M|*® =0 = |M| = 0. Luego
M?5 es inversible sim # 0y m # 1

-1 1 =2 —1/4 -3/4 1
M=| -11 2 |=M1!= 1/4 —1/4 1
01 1 ~1/4 1/4 0

Problema 10.5.2 (8 puntos) Dada la funcién:

In(1 —b
n(l+az) — b si l+ax>0y x#0

flx) = 1 )

—— si T

|
o

Se pide:

1. (1,5 puntos) Hallar los valores de los pardmetros a, b para los cuales
la funcién f es continua en z = 0.

2. (1,5 puntos). Para a = b = 1, estudiar si la funcién f es derivable en
x = 0 aplicando la definicién de derivada.

Solucion:

1.
. In(l1+ax)—bz 0 ., a—b—abx
lim =|-|=lm —
z—0 x? 0] 2—0 2x+ 2ax?
Si a # B este limite no tiene solucién, por tanto continuamoscon la

condicién de que a = b:

—b—ab —a? 2 1
e P L:_i:—iza:b:il

fm =1
—0 2z + 2ax2 —0 2z + 2ax? 2
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2. Sia=b=1

In(1 —
DAFD) 2 tes0y 240
X
f(x) = 1
—5 si =0

La definicién de derivada en el punto 0 es

f(O+h)—£(0)

! — 1/
f(0) i N

In(l1+h)—h 1

(R R

h 2

In(1+h)—h 1 2
-1 In(l+h)—h—
F(0) = lim — P2 —2 g, MR —h h:P}:
h—s0 h h—0 2h3 0
4 —1-2h ~3-2n [-3
m M T — lim T = {} =+
hino 6h2 hino 6h + 6h2 0 >0

Luego no es derivable en el punto x = 0.

Problema 10.5.3 (2 puntos) Dadas las rectas:

oy oz S'x—3 y z2—3

determinar los valores de los parametros a, b para los cuales las rectas r, s
se cortan perpendicularmente.

Solucion:
— —
= (1,2,a) s = (b,1,-1) ==
T{R@mm C S R0y 0 PR E0I)

Si r y s son perpendiculares:

Uyl = Uy Uy =0=— —a+b= -2
Siry s se cortan:

1 2 a

b1 -1 |=0=—= a+2b=-1
3 0 3

—a+b=-2 a=
a+2b=-1 ab+2b= -1



Problema 10.5.4 (2 puntos) Dado el plano 7 : 2o — y + 2z + 1 = 0 hallar
las ecuaciones de los planos paralelos a m que se encuentran a 3 unidades de
.

Solucion:

La ecuacién de un plano paralelo a m es @ : 20 —y +2z+ A = 0 y un
plano del plano 7 puede ser P(0,1,0) y tendremos que d(P,7’) = 3:

C0=1404A  [A—1]

P,r') = — T
d(P, ') . — =3=-1=9

A+1=9=—= A\=-8= 1":20—y+22—-8=0
A=1=9= A\=10=—= 7 : 22 —y+2210=0

10.6. Septiembre 2009 - Opcién B

Problema 10.6.1 (3 puntos)

1. (1 punto). Dada la funcién:

fz) =

1— 22’

hallar el punto o los puntos de la gréfica de f(z) en los que la pendiente
de la recta tangente sea 1.

2. (0,5 puntos). Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de
f(x) en el punto z = 0.

3. (1,5 puntos). Sea g una funcién derivable con derivada continua en
toda la recta real, y tal que ¢g(0) = 0, g(2) = 2. Demostrar que existe
al menos un punto ¢ en el intervalo (0,2) tal que ¢'(c) = 1.

Solucién:
1. La pendiente de la recta tangente es m = 1:

f’(x):ﬂ:12x4—3w2:0:>
(1 — 22)2 r=+3

Los puntos seran: (0,0), (v/3,—v3/8) y (—v/3,V/3/8)

2. En x = 0 la recta tangente es y = «
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3. Se cumplen las condiciones del Teorema del Valor Medio en el intervalo
[0,2] y por tanto Jc € [0, 2] que cumple
g(2) —g(0 1
g/(C) — ( ) ( )

:7:1
2—-0 1

Problema 10.6.2 (3 puntos) Dada la recta:

x—1 Y z
T ===
1 -1 1
y el plano 7 : z + y — 2z + 1 = 0, hallar la ecuacién de la recta s simétrica
de la recta r respecto del plano .

Solucion:

Calculamos el punto de corte de la recta r y el plano m, para ello calcu-
lamos la ecuacién paramétrica de la recta y sustituimos en el plano:

r=14+ A
z=A

A=1= P(2,-1,1)
Ahora calculamos el punto simétrico de P,(1,0,0) respecto al plano m:

s Calculamos una recta t perpendicular m que pase por P,.:

7 = (1,1,-2) T
t: P(1,0,0) = t:q y=2A
ke z= =2\

= Encontramos el punto de corte de t y m:

1 2 12
T4+ A+ —2(=2) 1:O:>/\:—:>P”< _ )
(1+X)+ ( )+ 3 3733
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s Calculamos el punto simétrico P’ de P, respecto de P”:

P.+ P
2

2<2 12) (100)_<1 24>
37 3’3 S \37 373

La recta s simétrica de r respecto de 7 pasa por los puntos Py P’

PP=(2-11)— (1 2 4) - (5 1 —1> :%(5,—1,—1)

—P'—= P'=2P"—P, =

s 37 33 3" 3 3 .
P(27_171)
r =245\
t:q y=—-1—-X
z=1-—A

Problema 10.6.3 (2 puntos) Dado el sistema:

Ar+2y+2=0
Ar—y+22=0 |
r—Ay+22=0

se pide:

1. (1 punto). Obtener los valores de pardmetro A para los cuales el sistema
tiene soluciones distintas de:

x:y:z:o

2. (1 punto). Resolver el sistema para A = 5.

Solucion:

Se trata de un sistema homogéneo

1.
A2

A= X =1 2| |A=X-6A+5=0= A A=1X=5
1 —X 2

" SiA#1y A#5 = |A| # 0 =Rango(A4) = 3 =n° incdgnitas
luego en este caso el sistema serd Compatible Determinado y la
Unica solucion es la trivial.

x:y:z:o



» SiA=10A=5= |A| = 0 =Rango(A) = 2 <n° incognitas
luego en este caso el sistema serd Compatible Indeterminado y
tendra infinitas soluciones.

2. Cuando A = 5:

1
Y
2 A ' ?
50 +2y+2=0 . gii_ y_—_—2)\ .
bx—y+22=0 y= y=ZA
z2=A\
z2=A

Problema 10.6.4 (2 puntos) Dadas las matrices:

4 =2 4 =2

obtener una matriz cuadrada X de orden 2 que verifique la ecuaciéon matri-
cial AXB=A+ B

Solucion:

AXB=A+B=— X=AYA+B
4 =2 4 =2 8 —4
A+B:<1 1>+<—3 1 :<—2 2)
o 1/6 1/3 o -12 41
A 1_<—1/6 2/3)’ B 1_<—3/2 —2)

. o 1/6 1/3 8 —4 —1/2 -1\ _
X=A"(A+B)B 1_<—1/6 2/3)'(—2 2)'(—3/2 —2)‘
~1/3 —2/3
—5/3 —4/3

10.7. Septiembre 2009 - Opcién A (Reserva)

Problema 10.7.1 (3 puntos) Dadas las rectas:

r—1 y+2 2z-2 '
2~ 3 1 % 2 2

r+2 y—1 z—A

T =

se pide:
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1. (1 punto). Determinar para qué valor, o valores, del pardmetro X las
rectas r, s se cortan en un punto.

2. (1 punto). Para X\ = 23 calcular las coordenadas del punto P intersec-
cién de las rectas r, s.

3. (1 punto). Para A = 23 hallar la ecuacién general del plano 7 determi-

nado por las rectas r y s.

Solucion:
1.
1+ 2= -2+ pu a=-9
—24 3a= 1+ 20 = p=-15 = A=23
2+ a= A 2u A =23

2. Sustituyendo los valores de A\, « y p = P(—17,—-29,-7)

3.
7 = (2,3,1) 21 o-1
i ue=1(1,2,2) = |3 2 y+2 |=0= 7w:42—-3y+2—-12=0
Po(1,-2,2) 12 2-2

Problema 10.7.2 (3 puntos) Calcular las derivadas de las siguientes fun-

ciones:

1. (1 punto). f(z) = (22)37.

ool 3

2. (1 punto). g(x) = cos

3. (1 punto). h(z) = /567r et dt,
Solucién:

L. f'(z) = 3(22)3*(1 + In(27))

2. J(z)=0

3.
s(z) = / eS8t dt = §'(x) = 7
5

h(z) = s(6x) = h'(z) = 67

Problema 10.7.3 (2 puntos) Dado el sistema:

20—y =3
3x 422 =2V5

se pide:
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1. (1 punto). Anadir, de forma razonada, una tercera ecuacién para que
el sistema resultante sea compatible determinado.

2. (1 punto). Anadir, de forma razonada, una tercera ecuacién para que
el sistema resultante sea compatible indeterminado.

Solucion:

Anadimos una tercera ecuacion:

20—y =13 B 2 -1 0| V3
3r+2:=2V5 = A=|3 0 2|2V5 | = |A] = —2a—4b+3c
ar+by+cz=d b ¢ d

1. Para que sea compatible determinado |A| # 0 y una solucién posible
puedesera=2,b=0y c=0.

2. Para que sea compatible indeterminado |A| = 0, es decir, la fila F3 =

aFy + BFy:
a=2a+ 303
b=—«
c=203

d=aVv3+ 32V5

Bastaria tomar cualquier o # 0 o cualquier 8 # 0, por ejemplo, si
a#0y (=1 tenemos:

a=3b=0,c=2y d=2V5

Problema 10.7.4 (2 puntos) Dadas las matrices:

1 2 -1 1 -1 2
A=1]1 1 21, B=10 21
1 0 5 1 0 2

Hallar una matriz X que verifique la ecuaciéon matricial XB = A+ B

Solucion:
XB=A+B=— X=(A+B)B™!
2 1 1 -4 -2 -5 -7 -3 9
X=|[133 -1 0 1|=|-1 1 2
2 0 7 2 1 =2 6 3 —4
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10.8. Septiembre 2009 - Opcién B (Reserva)

Problema 10.8.1 (3 puntos). Se pide:

1. (1 punto). Demostrar que si tres vectores vy, vy y v3 son perpendicu-
lares entre si entonces se verifica que:

ot + oz + T = [0l + [T+ ()
donde |w| denota médulo del vector w

2. (1 punto). Dados los vectores v7(1,1,—1), v3 = (1,0, 1) hallar un vec-
tor 3 tal que:

3. (1 punto). Dado el vector w'(1,2,3), hallar los vectores v] y U3 que
cumplan las tres condiciones siguientes:

a) U7 tiene sus tres coordenadas iguales y no nulas;
b) v es perpendicular a v3;
c) TV =11+703

Solucién:

1.

73 = a(1,—2,—1) donde a es cualquier valor real.

3. Sea 17 = (a,a,a) y v3 = (b, ¢,d):

0 =alb+c+d) =0= b+c+d=0 .
v =(1,2,3)=01+v1 =(a+ba+c,a+d)
b+c+d= a=2
a+b=1 b=-1
Q+C: = C:O
a+d=3 d=1

Luego:



Problema 10.8.2 (3 puntos) Dado el sistema:

(m+ 1)z+ y+ z= 0
z+ (m+1)y+ = m
x+ y+ (m+1)z= m?

se pide:
1. (2 puntos). Discutir el sistema segun los valores del pardmetro m.

2. (1 punto). Resolver el sistema para m = 0.

Solucién:
1.
(m+1) 1 1 0
A= 1 (m+1) 1 m
1 1 (m+1) | m?

[Al=m*(m+3)=0= m=0 m=—3

» Sim#0y A# —3 = |A| # 0 =Rango(A) = 3 =n° incdgnitas
luego en este caso el sistema serd Compatible Determinado.

s Sim=0:

11 1
A=11 1 1
11 1

o O O

Rango(A) =Rango(A) = 1 < n° de incdgnitas, y el sistema es
compatible indeterminado.

s Sim=-3:
-2 1 1 0
A= 1 -2 1 |-3
1 1 -2 9

En este caso Rango(A4) = 2 #Rango(A) = 3, y el sistema es
incompatible. Los determinantes:

1 1 0 .
—2 1 -3 |=18+40, ‘_2 L |=3#0
1 -2 9

2. Cuandom=0= z+y+2=0:

T==-A—U
y=A
Z=p



Problema 10.8.3 (2 puntos) Sabiendo que el volumen de un cubo de lado
a es V(a) = a® centimetros ctibicos, calcular el valor minimo de V() +V ()
siz+y=>5.

Solucion:
fl@)=V@)+V(y)=2+1y3, y=6-—2z= fla)=23+(5—-2)> =
f@o:&ﬁ—3@—xﬁz3m»n5:0:¢x:g
f(x) =30 = f" <2) =30 > 0 = Minimo

Sustituyendo en f(x):

5 125

— = — = 3
f<2> 1 31,25 cm

Problema 10.8.4 (2 puntos) Calcular las siguientes integrales:

1. (1 punto). /(2$+1)3dl‘,/3§36w4 dz

1 4
2. (1 punto)./de:E,/L;_xdx
T
Solucion:

% +1
1. /290-1—1 /22:c+1 (f”; ! +C

/ dw— /4x dx—T—i-C

2. /Qxdx:1/1n2-2xdx:2x+0
In2 In2

14z +z? 1 1 2
/wa:_ﬁ_*Jr?JrC
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Capitulo 11

Ano 2010

11.1. Modelo 2010 - Opcién A

Problema 11.1.1 (8 puntos) Dada la funcién:
flx)=€e"+ae™™,
siendo a un numero real, estudiar los siguientes apartados en funcién de a:

1. (1,5 puntos) Hallar los extremos relativos y los intervalos de crecimien-
to y decrecimiento de f.

2. (1 punto) Estudiar para que valor , o valores, de a la funcién f tiene
alguna asintota horizontal.

3. (0,5 puntos) Para a > 0, hallar el area de la regién acotada compren-
dida entre la gréafica de f, el eje OX y las rectas x =0, z = 2.

Solucion:

|
L. fllr)=€"—ae " =0= m:%

m Sia>0:

\ /
\ Y

LY ~_ A

\ . " r////

|

(—o0,Ina/2) | (Ina,o0)
(z) - +
(z) | Decreciente | Creciente
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La funcién es decreciente en el inetervalo (—oo,lna/2) y creciente
enel (Ina/2,0).

S . Ina
La funcién tiene un minimo en el punto = 2v/a

» Si a < 0= Ina no existe, luego no hay extremos. Por otro lado
f'(x) >0, Vo € R = la funcién es siempre creciente.

y /
/
s
/
/
Pats
// 7 ,»"//
VA g
/) /
a%} / ,//
J /17"/;3 /;‘
// I
2. ) )
, et —a 00 3 2e°* 3
lim = {} = lim = lim 2¢* =
T—>00 et o0 r—o00 eT T—00
2z
., e’—a [oo ) _
lim = = lim (e*4+ae ™) =400
T——00 e” 0 T——00
En ninguno de los dos casos hay asintotas horizontales.
3. Con a > 0:

2
S:/ (e +ae *)der = ex—ae*x}g —a(l—el—2))+e®— 102
0
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Problema 11.1.2 (3 puntos) Se consideran las rectas:

y—1 2z-2

r

i

-1 1 =2
r—5 y z+1
s = ===

6 2 2

1. (1,5 puntos) Determinar la ecuacién de la recta t que corta ary s,y
que contiene al origen de coordenadas.

2. (1,5 puntos) Determinar la minima distancia entre las rectas r y s.

Solucién:
. = (—1,1,-2) s us = (6,2,2) =2(3,1,1)
P.(0,1,2) "1 Ps(5,0,-1)
1.

@ =(—1,1,-2) 10 =
—

m:s¢ OP.=(0,1,2) = 11 y|=0=42+2y—2=0
0(0,0,0) -2 2 z
Uy = (3, 1, 1) 3 5 x
—

m ¢ OP;=(50,-1) = |1 0 y|=0= —2+8y—52=0
0(0’ 70) I -1 =z

‘. dr+2y—2=0
"l r—8y+52=0

—1 1 -2
|[@r, ws, P-Ps)|=1]| 6 2 2 ||=64= se cruzan
5 -1 =3
N N
wxw =] -1 1 =2 ||=[(6,-10,-8)| = 2|(3, -5, —4)| = 10v2
6 2 2
r,s) = = =
Uy X g 10v/2 5

Problema 11.1.3 (2 puntos) Obtener, para todo nimero natural n, el valor

()
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Solucion:

Sin=1
LY (1 1) _(20
1 1 -1 1) L0 2
Sin=2
22\, (2 2)_(40
2 2 —2 2 ) L0 4
Sin=3
44 (4 a)_(80
4 4 —4 4 ) L0 8
Sin=n
2n71 2n71 N 2n71 _27171 B on 0
2n—1 2n—1 _2n—1 2n—1 - 0 27

Problema 11.1.4 (2 puntos) Discutir razonadamente, en funcién del parametro
k, el siguiente sistema:

x+ ky+ z= k+2
kz+ y+ 2= k
z+  y+ kz= —-2(k+1)
Solucion:
1 k1 k+2
A=k 1 1 k A=k} 43k-2=0=k=1Fk= -2
1 1 k|-2(k+1)

» Sik#1yk#—-2= |A| # 0 =Rango(A) =Rango(A) = 3 =n° de
incégnitas, luego en este caso el sistema serd compatible determinado.

. Sik=1
11 1| 3 _
A=|11 1] 1 {Egngggﬁiig —
11 1]-4 ngota) =

Sistema es Incompatible.
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= Sik=-2

Tenemos:
Fs=—-(F1+F)= {

Sistema Compatible Indeterminado.

11.2. Modelo 2010 - Opcién B

Problema 11.2.1 (3 puntos) Dada la funcién:
fla) =2~z
Se pide:

1. (1 punto) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en
el punto (-1, f(—1)).

2. (1 punto) Determinar los puntos de interseccién de la recta hallada en
el apartado anterior con la grafica de f.

3. (1 punto) Calcular el area de la regién acotada que estd comprendida
entre la grafica de f y la recta obtenida en el apartado anterior.

Solucion:

1. f(—1) = 0. El punto de tangencia es el (—1,0). f'(z) = 32> — 1 =
m = f'(—1) = 2. Luego la recta tangente es:

y=2xz+1) = 22—-y+2=0
2. Para encontrar los puntos de interseccion lo hacemos por igualacion:
3

rr—r=2r4+2=—=ax=—-1, =2

Los puntos de interseccién son: (—1,0) y (2,6).

3.
6 6 4 2
S = / (22— +x) do = / (—23+3242) do = -4t 3? + 2z
1 -1
27
i
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Problema 11.2.2 (3 puntos) Dado el sistema:

x+ z= 2
x+ Ay— z= 4
—Az— y— z= -5

1. (1 punto) Discutirlo para los distintos valores del pardmetro A

2. (1 punto) Resolverlo cuando el sistema sea compatible indeterminado.
3. (1 punto) Resolverlo para A = —2.

Solucion:

1.

1 0 1] 2
1oXx =1 4] JA=XN-2A-2=0= ) A=-1)1=2
-\ -1 —-1|-5

|
I

» Si\# -1y #2= |A] # 0 =Rango(4) =Rango(4) =
3 =n° de incognitas, luego en este caso el sistema serd compati-
ble determinado.

A=]11 1 —-1]| 4

Lol 2 { Rango(A) = 3
— A)=2
1 -1 —-1|-5

Sistema es Incompatible.
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= SiA=2

10 1] 2 —
2 -1 -1|-5 angolA) =
Sistema Compatible Indeterminado.
2. El sistema es compatible indeterminado cuando A = —1:
T+ z= 2 r=2-A
{ e s B L =y y="2-2)
y - 2=\
3.
T+ z= 2 r=-3
T— 2y— z= 4 = y=-6
2r— y— z= -—bH z=25

Problema 11.2.3 (2 puntos) Dados los puntos A(2,2,3) y B(0,—2,1), ha-
llar el punto, o los puntos, de la recta:

r—2 y z—4

r=

3 -1 2
que equidistan de A y de B.
Solucién:
x =243\
rid o y=-—>A
z=44+2\

AP = (3\,—2—\,1+2)\), BP=(2-3)\2-X3+2))
4P| = |BP| =
VBNZ+ (2= N2+ (14202 = /(2302 + (2 - N2+ (B +20)2 =
A=1= (5,—1,6)

Problema 11.2.4 (2 puntos) Dados el plano 7 = bz —4y+2z = 0 y la recta:

x
1

r

contenida en 7, obtener la recta s contenida en m que es perpendicular a r,
y que pasa por el origen de coordenada O(0,0,0).

Solucion:
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