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Presentacio

El nom de la serie, La Casa del Saber, respon al plantejament de
presentar un projecte de Matematiques centrat en 'adquisicio dels
continguts que calen perque els alumnes es puguin valer en la vida
real. El saber matematic ha de garantir no només la interpretacio
i la descripcio de la realitat, siné també I'actuacié sobre aquesta.
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En aquest sentit, i considerant les Matematiques d’aquests nivells
com una materia essencialment procedimental, recollim en aquest
material la resolucio de tots els exercicis i problemes que hi ha
formulats al llibre de I'alumne. Pretenem que aquesta resolucié no
sigui tan sols un instrument, sind que es pugui entendre com una
proposta didactica per enfocar 'adquisicio dels diferents conceptes
i procediments que es presenten al llibre de I'alumne.
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OBJECTIUS

Identificar els elements d'una matriu i classificar-la d'acord amb diferents criteris.

Calcular la matriu suma i la matriu resta de dues matrius, 0 més, del mateix ordre.

« Trobar, en els casos en que sigui possible, el producte de dues matrius, 0 més, i també
les potencies de diferents ordres d'una matriu quadrada.

Obtenir la matriu transposada d'una matriu donada.
» Determinar si una matriu és simetrica o antisimetrica.
Determinar el rang d'una matriu per mitja del métode de Gauss.

« Obtenir la matriu inversa d'una de donada a partir de la definicié de matriu inversa
i pel metode de Gauss-Jordan.

CONTINGUTS

Elements d'una matriu. Identificaci, classificacio i utilitzacié dels diferents tipus de matrius.
Determinacié de la igualtat de dues matrius.

Calcul de la matriu transposada. Matriu simetrica i antisimétrica.

Operacions amb matrius:

- Suma i resta de matrius. Propietats.

- Producte d'una matriu per un nombre. Propietats.

- Producte de matrius. Propietats.

Determinacioé del rang d'una matriu analitzant-ne la dependéncia o la independéncia lineal
de les files o les columnes.

Calcul del rang d'una matriu per mitja del metode de Gauss.

Calcul de la matriu inversa a partir de la seva definicio.

Calcul de la matriu inversa utilitzant el metode de Gauss-Jordan.
Valoracié de la utilitat de les matrius en diferents contextos reals.

Gust per la resolucié ordenada d'operacions amb matrius.

Valoracié de la necessitat d'efectuar amb cura els calculs amb matrius.



CRITERIS D’AVALUACIO

Utilitzar els conceptes de matriu, element, dimensio i diagonal principal.

Determinar la igualtat de dues matrius.

Identificar els diferents tipus de matrius.

Calcular la matriu transposada d'una de donada.

Fer sumes, productes de matrius i multiplicacions d'una matriu per un nombre.

Calcular el rang d’'una matriu pel métode de Gauss.

Calcular la matriu inversa d'una matriu donada a partir de la seva definicié o pel metode
de Gauss-Jordan.



OBJECTIUS

« Resoldre sistemes transformant-los en sistemes escalonats.
« Analitzar, discutir i resoldre pel métode de Gauss sistemes d'equacions lineals.
« Expressar sistemes d'equacions lineals per mitja de matrius.

« Analitzar la compatibilitat i la incompatibilitat dels sistemes d'equacions amb I'aplicacio
del teorema de Rouché-Frébenius.

« Discutir la compatibilitat i resoldre sistemes d'equacions lineals homogenis.
« Discutir i resoldre sistemes amb un nombre diferent d'equacions i d'incognites.
« Plantejar i resoldre problemes per mitja de sistemes d'equacions lineals.

CONTINGUTS

Sistemes d'equacions lineals. Sistemes d'equacions escalonats.
Transformacio d'un sistema en un d'escalonat equivalent i resolucié d'aquest.
Meétode de Gauss per solucionar i discutir sistemes d'equacions lineals.
Teorema de Rouché-Frébenius.

Sistemes homogenis.

Sistemes amb un nombre diferent d'equacions i d'incognites.



CRITERIS D’AVALUACIO

- Aplicar correctament el llenguatge algebraic per expressar situacions de la vida quotidiana.
- Obtenir sistemes d'equacions equivalents a un de donat mitjangant procediments diversos.
« Resoldre un sistema d'equacions transformant-lo en sistemes escalonats.

- Aplicar el metode de Gauss per estudiar i resoldre sistemes.

- Resoldre sistemes d'equacions per mitja de métodes matricials.

- Discutir i classificar sistemes d'equacions amb I'aplicaci¢ del teorema de Rouché-Frébenius.
- Discutir i resoldre sistemes d'equacions homogenis.

- Plantejar i resoldre problemes utilitzant sistemes d'equacions lineals.
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OBJECTIUS

Utilitzar el concepte de vector i els seus elements: modul, direccid i sentit.

Distingir si dos vectors sén equivalents i calcular les coordenades d'un vector coneguts
els seus extrems.

Efectuar operacions de suma de vectors i producte de vectors per un nombre real, i també
combinacions lineals de vectors.

Distingir si dos vectors en el pla sén linealment dependents o independents i si formen
base, i obtenir les coordenades d’un vector en una base.

Obtenir el producte escalar de dos vectors i aplicar-lo al calcul del modul d'un vector
i de I'angle que formen dos vectors.

CONTINGUTS

Vectors: modul, direccid i sentit.

Us del concepte de vector i els seus elements —modul, direccié i sentit— en diferents contextos
i determinacio de I'existéncia o no d'equivaléncia entre dos vectors.

Operacions amb vectors.

Elaboracié de sumes de vectors, del producte d'un nombre per un vector, i obtencié
de combinacions lineals de vectors de manera grafica.

Dependencia lineal. Bases. Coordenades. Operacions amb coordenades.

Determinacié de la relacié de linealitat entre dos vectors i calcul de les coordenades
d'un vector en una base qualsevol.

Producte escalar. Propietats. Aplicacions del producte escalar.

Obtencié del producte escalar de dos vectors i utilitzacio de les seves propietats per resoldre
diferents problemes: calcul del modul d'un vector, de I'angle que formen dos vectors...

Aplicacions dels vectors.

Valoracié de la presencia de vectors i de sistemes de referencia a la realitat.
Interés per la recerca de situacions en les quals apareguin vectors per resoldre-ho.
Gust per la realitzacio dels calculs amb vectors amb cura.

Gust per la representacié grafica clara i precisa de vectors i punts en el pla.

Valoracié de I'Us dels productes de vectors per resoldre problemes de geometria del pla:
determinacié d'angles i d'ortogonalitat, i calcul de distancies.

Valoracié de les noves tecnologies per utilitzar-les en el calcul vectorial i la seva representacié
grafica.



CRITERIS D’AVALUACIO

Determinar el modul, la direccié i el sentit d’'un vector, si és equivalent o no amb un altre vector,
i calcular-ne els components.

Sumar vectors, multiplicar-los per un nombre real i obtenir combinacions lineals de vectors
de manera grafica.

Determinar la relacio de linealitat entre dos vectors.

Expressar un vector com a combinacio lineal d'altres vectors donats i obtenir analiticament
les coordenades d'un vector en una base qualsevol.

Trobar el producte escalar de dos vectors de manera grafica i analitica, i utilitzar les seves
propietats per resoldre diferents problemes.

Calcular la distancia entre dos punts.
Trobar I'angle de dos vectors i determinar vectors ortogonals a un de donat.

11
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OBJECTIUS

« Reconéixer i trobar l'equacié vectorial, les equacions paramétriques, l'equacié continua,
I'equacio general, l'equacio explicita i 'equacié punt-pendent d’una recta.

« Trobar punts de rectes sigui quina en sigui l'equacio.

 Reconeixer punts i direccions de rectes mitjangant la seva equacio.

Determinar la posicio relativa de dues rectes en el pla.
« Emprar correctament els conceptes d'incidéncia, paral-lelisme i interseccié entre rectes.

Saber calcular correctament distancies entre punts i rectes.

CONTINGUTS

Vector director d'una recta.

Equacié vectorial d'una recta. Equacions parameétriques d'una recta.
Equacio continua.

Equacio general.

Equacio explicita. Equacié punt-pendent. Equacié segmentaria. Rectes paral-leles als eixos
de coordenades.

Determinacio de diferents formes de l'equacio d’'una recta quan en coneixem un punt
i el vector director o bé dos punts.

Obtencié de punts d'una recta i el seu vector director quan en coneixem l'equacio.

Posicions relatives de dues rectes en el pla.

Reconeixement de rectes paral-leles i perpendiculars.

Feixos de rectes.

Resolucié de problemes d'incidéncia i paral-lelisme mitjancant feixos de rectes.

Distancies d'un punt a una recta i entre dues rectes.

Angles entre dues rectes.

Disposicio positiva per a l'estudi de la geometria analitica.

Reconeixement de la necessitat de coneixer i poder determinar l'equacio de la recta en el pla.

Interes per la recerca de situacions en els quals calguin les condicions de paral-lelisme i
perpendicularitat entre rectes en el pla.

Gust per la representaci¢ grafica clara i precisa de punts i rectes en el pla.

Valoracié de les noves tecnologies per la utilitat que tenen en la geometria, especialment
per a la representacié grafica.



CRITERIS D’AVALUACIO

Reconeixer i calcular 'equacio vectorial d'una recta.

Determinar les equacions parametriques d'una recta a partir de l'equacié vectorial.

Calcular les equacions parametriques d'una recta que passa per dos punts.
Trobar les diferents formes d'expressié d’'una recta a partir de punts i vectors.
Transformar l'equacié d'una recta donada en una altra forma.

Distingir si un punt pertany o no a una recta donada.

Determinar la posicio relativa de dues rectes en el pla.

Obtenir l'expressié d'un feix de rectes paral-leles a una de donada.

Obtenir l'equacié del feix de rectes que passen per un punt donat.
Obtenir la distancia entre un punt i una recta.

Obtenir la distancia entre dues rectes qualssevol.

Obtenir I'angle que formen dues rectes.

Trobar les coordenades del baricentre d'un triangle.

13
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OBJECTIUS

« Resoldre graficament inequacions i sistemes d'inequacions lineals amb dues incognites.

» Representar graficament el recinte determinat per un conjunt de restriccions i trobar
la regio factible.

« Determinar, tant graficament com analiticament, la solucié optima d'una regid factible.

CONTINGUTS

Inequacions de primer grau amb dues incognites.

Sistemes d'inequacions de primer grau amb dues incognites.

Regions del pla determinades per inequacions. El conjunt de restriccions i la regio factible.
La funcié objectiu.

Localitzacio de solucions. Tipus de solucions.

Resolucié d'una inequacid lineal o d'un sistema d'inequacions lineals amb dues variables.
Representacié d'un conjunt de restriccions i determinacié de la seva solucié o regié factible.

Determinacio grafica i analitica dels punts que optimitzen una funcié objectiu sotmesa

a un conjunt de restriccions.

Valoracio del llenguatge algebraic i del grafic com a llenguatges idonis per plantejar i resoldre
un conjunt de restriccions.

Interés per la representacio grafica clara i precisa d'un conjunt de restriccions en el pla

i de la seva solucié.

Valoracié dels recursos informatics per la utilitat que tenen en la resolucioé grafica d’'un conjunt
de restriccions.



CRITERIS D’AVALUACIO

Representar les regions del pla determinades per rectes.
Resoldre una inequacio lineal amb dues variables.

Resoldre un sistema d'inequacions lineals amb dues variables i determinar-ne la regié factible.

Determinar graficament un conjunt de restriccions, representar la regié factible i trobar-ne
els vertexs.

Resoldre l'optimitzacié d'una funcié objectiu sotmesa a un conjunt de restriccions mitjangcant
I'estudi analitic o grafic dels vertexs de la seva regi6 factible, sigui acotada o no.
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OBJECTIUS

« Plantejar problemes de programacié lineal, definir-ne les variables, la funci¢ que es vol
optimitzar, i escriure el sistema d'inequacions que determinen les restriccions.

« Trobar les solucions d'un problema de programacié lineal utilitzant métodes algebraics
i grafics.

« Analitzar les solucions d'un problema de programacio lineal i determinar si existeix solucio
optima, i, en cas afirmatiu, si és Unica.

« Aplicar la programacio lineal a la resolucio de problemes reals: produccio, dieta i transport.

CONTINGUTS

Programacio lineal.
Meétodes de resolucio.
Tipus de solucions.
Problema de la produccio.
Problema de la dieta.
Problema del transport.

Reconeixement de la preséncia de problemes de programacié lineal en la realitat, obtencié
de la funcié objectiu corresponent, representacié de la regié factible i determinacié dels
vertexs de la regid factible.

Resolucié de problemes de programacié mitjangant el metode algebraic: determinacié de tots
els vertexs de la regio factible i analisi del valor de la funcié objectiu en cadascun.

Resolucio de problemes utilitzant el métode grafic: representacié de rectes paral-leles
a lafuncié objectiu i determinacié de quina maximitza o minimitza aquesta funcié.

Analisi de les solucions d'un problema de programacio.

Plantejament i resolucié de problemes reals de produccio, de dieta i de transport per mitja de
programacic lineal, utilitzant els metodes algebraic i/0 grafic, i analisi de les solucions obtingudes.

Curiositat per plantejar de manera matematica situacions quotidianes que es poden resoldre
mitjancant programacio lineal.

Valoracié positiva del llenguatge algebraic i del grafic com a idonis per plantejar i resoldre
problemes de programacio lineal.

Interes per l'origen de la programacio lineal i valoraci¢ de la importancia que ha tingut
en la historia de les matematiques de I'Ultim segle.

Coneixement i valoracié de la importancia de la programacié lineal en la resolucié de problemes
comuns de la societat actual: problema de la produccio, de la dieta, del transport, etc.

Sentit critic davant de les solucions obtingudes.

Valoracié dels recursos informatics per la utilitat que tenen en la resolucié de problemes
de programacio lineal.



CRITERIS D’AVALUACIO

Plantejar un problema de programacié lineal, obtenir la funcié objectiu, determinar
les restriccions de les variables, representar la regié factible i trobar els punts extrems.

Resoldre un problema de programacio lineal algebraicament per mitja de l'estudi dels vertexs
de la seva regio factible.

Resoldre un problema de programacio lineal graficament determinant la recta paral-lela
a la funcié objectiu que maximitza o minimitza el problema.

Verificar que en un problema de programacié lineal coincideix la solucié trobada
algebraicament amb la determinada graficament.

Analitzar les solucions d'un problema de programacio lineal amb dues variables.
Determinar si existeix o no la solucié dptima d'un problema de programacio lineal.

Plantejar, resoldre i analitzar diversos problemes de la produccio, la dieta i el transport.

17
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OBJECTIUS

« Determinar el valor del limit d'una funcio a l'infinit.
« Aplicar la definicié de limit d'una funcié a l'infinit a la resolucié de limits de funcions.

« Aplicar les operacions amb limit —suma, diferéncia, producte i quocient- a la resolucié
de limits.

« Determinar el limit d'una funcié en un punt i obtenir-ne els limits laterals.
« Resoldre indeterminacions de diferents tipus a I'hora de calcular limits.

« Analitzar la continuitat d'una funcié en un punt verificant si els limits laterals sén iguals
al valor que agafa la funcié en aquell punt.

« Determinar els punts de discontinuitat d'una funcié i el tipus de discontinuitat
que presenten.

CONTINGUTS

Limit d'una funcio a l'infinit.

Operacions amb limits.

Limit de funcions potencials, exponencials i racionals.
Limits infinits i a l'infinit. Indeterminacions.

Limits laterals.

Continuitat d’'una funcié en un puntien un interval.

Tipus de discontinuitats d'una funcié.



CRITERIS D’AVALUACIO

« Calcular el limit, si existeix, d'una funcio a l'infinit.

« Aplicar les operacions amb limits per resoldre limits de funcions.
« Determinar el limit d'una funcié en un punt.

« Calcular els limits laterals d'una funcié en un punt.

) o ) -0
- Resoldre indeterminacions dels tipus: % L0 —o00, 171 —.
0
« Estudiar la continuitat d'una funcié en un punt.

- Estudiar la continuitat d'una funcié en un interval.
- Determinar les discontinuitats d'una funcio i estudiar el tipus al qual pertanyen.

19
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OBJECTIUS

« Utilitzar la taxa de variacié mitjana d'una funcié per interpretar situacions
de la vida quotidiana.

« Obtenir la derivada d'una funcié en un punt, i les seves derivades laterals.

« Analitzar la continuitat i la derivabilitat d'una funcié en un punt considerant les relacions
entre totes dues.

« Calcular la funci¢ derivada d'una funcio i les derivades successives.

« Calcular derivades per mitja de les regles de derivacio.

» Obtenir derivades d'operacions amb funcions.

« Aplicar la regla de la cadena al calcul de la derivada d'una funcié composta.

« Calcular la derivada de les funcions potencials, exponencials, logaritmiques
i trigonométriques.

« Fer servir les técniques de derivacié per calcular la derivada d'algunes funcions.

CONTINGUTS

Taxa de variacié mitjana.

Derivada d'una funcié en un punt.

Derivades laterals.

Continuitat i derivabilitat.

Funcié derivada.

Derivada de la suma i de la diferéncia de funcions.

Derivada del producte i del quocient de funcions.

Regla de la cadena.

Derivades de funcions potencials, exponencials, logaritmiques, trigonomeétriques i implicites.



CRITERIS D’AVALUACIO

- Trobar la taxa de variacié mitjana d'una funcié en un interval.

« Determinar la derivada d'una funcié en un punt, i les seves derivades laterals.
« Analitzar la continuitat i la derivabilitat d'una funcié en un punt.

« Obtenir la funcié derivada d'una funcié elemental.

« Calcular derivades successives d'una funcio.

- Calcular derivades d'operacions amb funcions, i aplicar la regla de la cadena per trobar
derivades de funcions compostes.

- Obtenir la derivada de les funcions potencials, exponencials, logaritmiques i trigonométriques,
i de funcions compostes d'aquestes.

21
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OBJECTIUS

« Obtenir l'equacio de la recta tangent i de la recta normal a una funcié en un punt.

 Determinar els intervals de creixement i de decreixement d'una funcié a partir del signe
de la derivada primera.

« Obtenir els maxims i els minims d'una funcié a partir de les derivades primera i segona.

« Determinar els intervals de convexitat i de concavitat d’'una funcid, i els punts d'inflexio,
per mitja de l'estudi de la derivada segona.

» Coneixer els passos que cal seguir per optimitzar una funcié donada.

« Optimitzar funcions.

CONTINGUTS

Interpretacié geometrica de la derivada.
Creixement i decreixement d’una funcié. Maxims i minims.

Intervals de creixement i decreixement i maxims i minims d'una funcié a partir
de les derivades primera i segona.

Concavitat i convexitat. Punts d'inflexio.

Estudi de la derivada segona per determinar els intervals de convexitat i concavitat
i els punts d'inflexio d'una funcié.

Optimitzacio. Resolucié de problemes reals d'optimitzacié de funcions.



CRITERIS D’AVALUACIO

- Fer servir la interpretacié geométrica de la derivada per resoldre problemes.

- Obtenir l'equacié de la recta tangent i de la recta normal a una funcié en un punt.
- Determinar els intervals de creixement i de decreixement d’una funcié.

= Obtenir els maxims i els minims d'una funcié.

« Determinar els intervals de concavitat i de convexitat d'una funcio.

- Trobar els punts d'inflexi¢ d’'una funcié.

« Resoldre problemes reals d'optimitzacié de funcions: maximitzar i minimitzar.

23
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OBJECTIUS

 Obtenir el domini i els punts de tall amb els eixos d'una funcié.

 Determinar si una funcié és simetrica.

« Estudiar si una funcié és periddica i, en el cas que ho sigui, calcular-ne el periode.
« Determinar les asimptotes verticals, horitzontals i obligUes.

« Obtenir els intervals de creixement i decreixement, i els maxims i els minims,
a partir de I'estudi de la derivada primera.

« Calcular-ne els intervals de concavitat i convexitat, i els punts d'inflexid,
a partir de I'estudi de la derivada segona.

« Representar graficament una funcio.

CONTINGUTS

Domini i punts de tall amb els eixos.

Simetries.

Periodicitat.

Branques infinites. Asimptotes verticals, horitzontals i obligUes.
Intervals de creixement i decreixement. Maxims i minims.

Intervals de convexitat i concavitat. Punts d'inflexio.

Representacié grafica de funcions polindmiques, racionals, amb radicals, exponencials,

logaritmiques i definides a trossos.



CRITERIS D’AVALUACIO

- Trobar el domini, les simetries i els punts de tall amb els eixos d'una funcio.
« Determinar si una funcié és periodica.

- Calcular les asimptotes horitzontals, verticals i obliqUes d'una funcié, i determinar la posicid
relativa de la grafica d'una funcio respecte d'aquestes asimptotes.

- Trobar els intervals de creixement i de decreixement d'una funcié.

« Obtenir els maxims i els minims d'una funcio.

- Determinar els intervals de concavitat i de convexitat d'una funcié.

- Trobar els punts d'inflexi¢ d’'una funcié.

- Representar graficament una funcié a partir de l'estudi de les seves propietats.

25
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Competencies basiques del batxillerat

Recomanacions del Parlament Europeu i del Consell sobre
les competéencies clau per a 'aprenentatge permanent

El Parlament Europeu i el Consell fan diferents propostes i recomanacions sobre
les competencies clau per a 'aprenentatge permanent (desembre 2006). En aquest
informe, les competencies es defineixen com una combinacié de coneixements,
capacitats i actituds adequades al context. Les competencies clau son aquelles
que totes les persones precisen per a la seva realitzacié i desenvolupament perso-
nals, aixi com per a la ciutadania activa, la inclusio social i I'ocupacio.

El marc de referencia estableix les segients vuit competencies clau:

CC1. Comunicaci6 en la llengua materna.

CC2. Comunicacio en llengiies estrangeres.

CC3. Competencia matematica i competencies basiques en ciéncia i tecnologia.
CC4. Competencia digital.

CC5. Aprendre a aprendre.

CC6. Competencies socials i civiques.

CC7. Sentit de la iniciativa i esperit d’empresa.

CC8. Consciencia i expressio culturals.

Aquestes competencies es consideren totes elles importants, ja que cadascuna
d’elles pot contribuir a I'exit en la societat del coneixement. Moltes de les com-

petencies se solapen i entrellacen: determinats aspectes essencials en un ambit
donen suport a la competencia en un altre.

La competencia en les capacitats basiques fonamentals de la llengua, la lectura i
la escriptura, el calcul i les tecnologies de la informacio i la comunicacié (TIC)
constituixen el fonament essencial per a 'aprenentatge, mentre que totes les
activitats d’aprenentatge se sustenten en la capacitat d’aprendre a aprendre. Hi
ha una serie de temes que s'apliquen al llarg del marc de referencia i que interve-
nen en les vuit competencies clau: el pensament critic, la creativitat, la capacitat
d’iniciativa, la resolucio de problemes, I'avaluacio del risc, la presa de decisions
ila gesti6 constructiva dels sentiments.

Contribucio de les Matematiques aplicades a les ciéncies
socials a les competéncies clau

La contribucié de les Matematiques aplicades a les ciencies socials a la conse-
cucio de les competencies clau és fonamental i es materialitza en les correspon-
dencies segtients:



[1-2] Competéncia en comunicacid lingiiistica

La competéncia en comunicacio és I'habilitat per expressar i interpretar concep-
tes, pensaments, sentiments, fets i opinions de forma oral i escrita (escoltar, par-
lar, llegir i escriure), i per a interactuar linguisticament d'una manera adequada
i creativa en tots els possibles contextos socials i culturals, com I'educacio i la
formacio, la vida privada i professional, i I'oci.

Les Matematiques constituixen un ambit de reflexio i alhora de comunicacio i
expressio. La resolucié de problemes consta d'una serie de processos i raona-
ments que ajuden a formalitzar el pensament, per la qual cosa dona suport i
fonament a la comprensio i expressio oral i escrita.

El llenguatge matematic és un vehicle de comunicaci¢ d’idees que destaca per la
precisio en els seus termes i per la capacitat per a comunicar gracies a un lexic
propi de caracter sintetic, simbolic i abstracte. En les Matematiques aplicades a
les ciencies socials del Batxillerat té una gran importancia el desenvolupament
d’habilitats i destreses que permeten expressar-se verbalment i per escrit en di-
ferents situacions, comprenent i utilitzant termes, notacions i representacions
matematiques.

[3a] La competéncia matematica

La competencia matematica és 'habilitat per a desenvolupar i aplicar el raona-
ment matematic amb la finalitat de resoldre diversos problemes en situacions
quotidianes. Basant-se en un bon domini del calcul, I'emfasi se situa en el procés
i activitat, encara que també en els coneixements. La competencia matematica
entranya —en diferents graus— la capacitat i la voluntat d'utilitzar maneres mate-
matiques de pensament (pensament logic i espacial) i representacio (férmules,
models, construccions, grafics i diagrames)

Les matematiques, per la seva propia naturalesa, es troben intimament associa-
des als aprenentatges que es plantegen i treballen en el procés d’ensenyament-
aprenentatge de la materia ja que les diferents formes de pensament matematic
per a interpretar i descriure la realitat i actuar sobre ella, i I'habilitat per a uti-
litzar les eines matematiques en la comprensio de diferents fenomens socials,
formen part del propi objecte d’aprenentatge.

Tots els continguts estan orientats a aplicar habilitats i destreses que fan possible
comprendre arguments i expressar i comunicar en el llenguatge matematic. Pero
també inclou actituds com la disposicié per a utilitzar el pensament critic, per
a mostrar una actitud flexible i oberta davant altres argumentacions i opinions i
per a utilitzar procediments rigorosos de verificacio i precisio.
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[3b] Les competéncies basiques en ciéncia i tecnologia

La competencia en materia cientifica al-ludeix a la capacitat i la voluntat d’uti-
litzar el conjunt dels coneixements i la metodologia emprats per a explicar la
naturalesa, amb la finalitat de plantejar preguntes i extreure conclusions basades
en proves. Per competencia en materia de tecnologia s'entén l'aplicacié d’aquests
coneixements i metodologia en resposta al que es percep com desitjos o necessi-
tats humans. Les competencies cientifica i tecnologica comporten la comprensio
dels canvis causats per l'activitat humana i la responsabilitat de cada individu
com ciutada.

Una gran part dels continguts de les matematiques té a veure amb aquesta com-
petencia del coneixement i interaccié amb el mon fisic, economic, social i tec-
nologic. Cal ressaltar les aportacions de la modelitzacio que té les matematiques,
entenent aquesta modelitzacié com el procés pel qual s’'interpreta matemati-
cament una determinada situacio per tal de coneixer el seu comportament i
controlar-la.

La comprensié del mon real esta lligada, en gran mesura, al coneixement de la
matematica. La matematica facilita la creacié de models simplificats del mon real
que permeten una interpretacié acotada d’aquest i alhora generen problemes
adequats al moment educatiu de I'alumne/a tot facilitant el seu esperit critic i
despertant la seva creativitat.

La modelitzaci6 permet identificar i seleccionar les caracteristiques rellevants
d'una situacié real, representar-la simbolicament i determinar pautes de com-
portament, regularitats i invariants, a partir de les quals poder fer prediccions
sobre I'evolucio, la precisio i les limitacions del model.

[4] Competéncia digital

La competencia digital comporta s segur i critic de les tecnologies de la socie-
tat de la informacio (TSI) per al treball, la comunicacio i 'oci. Se sustenta en les
competencies basiques en materia de TIC: I'is d’ordinadors per a obtenir, avalu-
ar, emmagatzemar, produir, presentar i intercanviar informacio, i comunicar-se
i participar en xarxes de col-laboraci¢ a través d’Internet.

Aquesta competencia es desenvolupa dins de les matematiques per mitja de I'as
de diferents recursos treballats al llarg dels cursos i etapes: recaptacio d’informa-
ciog, simulacié de situacions, obtencio i tractament de dades, i altres situacions
d’ensenyament aprenentatge, que constitueixen vies de tractament de la infor-
macio, i consegiientment treballen la sistematitzacio, la reflexio critica i 'habili-
tat per a comunicar amb eficacia els resultats del propi treball i que contribuiran
a un bon autoaprenentatge dels alumnes.



[5] Aprendre a aprendre

«Aprendre a aprendre» és I'habilitat per a iniciar I'aprenentatge i persistir en
ell, per a organitzar el propi aprenentatge i gestionar el temps i la informacio
eficagment, ja sigui individualment o en grups. Aquesta competencia comporta
ser conscient del procés d’aprenentatge propi i de les necessitats d’aprenentatge
de cadascun, determinar les oportunitats disponibles i ser capac de superar els
obstacles amb la finalitat de culminar 'aprenentatge amb exit. Aquesta compe-
tencia significa adquirir, processar i assimilar nous coneixements i capacitats,
aixi com buscar orientacions i fer-ne us. El fet d’«aprendre a aprendre» fa que
els alumnes es recolzin en experiencies vitals i d’aprenentatge anteriors amb la
finalitat d'utilitzar i aplicar els nous coneixements i capacitats en molt diversos
contextos, com els de la vida privada i professional i 'educacio i formacio. La
motivacio i la confianca son crucials per a l'adquisicio d’aquesta competencia.

Les activitats de les matematiques, sobretot pel que fa al gran bloc de resolu-
ci6 de problemes facilita la capacitat d’aprendre a aprendre ja que participa de
I'experimentacio, observacio, establiment de resultats conjecturals (hipotesis) i
d’arribar a resultats que es puguin confrontar amb altres. Aquest tipus d’actuacio
a l'aula de matematiques participa del que anomenem proactivitat, entesa com
la capacitat per planificar, organitzar la feina, treballar en equip i que la comu-
nicacio d’aquest treball en equip sigui funcional.

Aprendre a prendre decisions esta relacionat amb l'esperit critic i la visio global.
Si a 'alumne li diem que un problema no té solucid, poc haura apres. Si a més,
fem que experimenti (amb un paper essencial de les TIC) i que descobreixi la
utilitat de les diverses eines, haura apres molt més. Si un problema no es pot
resoldre, potser variant les condicions o emprant més recursos, si que sera reso-
luble. T aquesta dinamica no és d’aplicacié exclusiva a la matematica, sin6 tras-
lladable a altres ambits, ja que I'alumne/a apren a no limitar la presa de decisions
a unes condicions i recursos estatics.

En definitiva, l'activitat matematica associada a la resolucio de problemes no
només permet validar I'aprenentatge de I'alumne, siné que participa plenament
en els processos de creixement personal i de relacio amb els altres i permet in-
crementar la motivacié de l'alumnat.

[6] Competéncies socials i civiques

Aquestes competencies inclouen les personals, interpersonals i interculturals i re-
cullen totes les formes de comportament que preparen a les persones per a partici-
par d’'una manera eficac i constructiva en la vida social i professional, especialment
en societats cada vegada més diversificades, i, si escau, per a resoldre conflictes.
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Aquestes competencies també estan vinculades a les Matematiques a través del
desenvolupament de les eines propies de la materia per a estudiar i descriure fe-
nomens socials de 'entorn proper. L'tis d’aquestes eines mostra el seu paper per
a coneixer i valorar problemes de la societat actual: fenomens com la diversitat
cultural, el respecte al medi ambient, la salut, el consum, la igualtat d’oportu-
nitats entre els sexes o la convivencia pacifica. La participacio, la col-laboracio,
la valoracio de I'existencia de diferents punts de vista i I'acceptacio de 'error de
manera constructiva constituixen també continguts d’actitud que cooperaran en
el desenvolupament d’aquestes competencies.

El tractament de diverses fonts d’'informacio, la simulacié de diverses situacions,
els processos de resolucio de problemes i altres situacions realitzen una aporta-
cio significativa perque serveixen en incrementar la capacitat de I'alumne en el
seu desenvolupament futur.

[7]1 Competéncia en iniciativa i sentit d’'empresa

Per sentit de la iniciativa i esperit d’empresa s'entén I'habilitat de la persona per
a transformar les idees en actes. Esta relacionat amb la creativitat, la innovacio
i l'assumpcio de riscos, aixi com amb I'habilitat per a planificar i gestionar pro-
jectes amb la finalitat d’arribar a objectius. En aquesta competencia es donen
suport totes les persones, no només en la vida quotidiana, a casa i en la societat,
sind també en el lloc de treball, al ser conscients del context en el qual es desen-
volupa el seu treball i ser capacos d’aprofitar les oportunitats, i és el fonament
d’altres capacitats i coneixements més especifics que precisen les persones que
estableixen o contribueixen a una activitat social o comercial. Aixo ha d’incloure
una conscienciacio sobre els valors etics i promoure la bona gobernanca.

De la mateixa manera que en el punt [5], aquesta competencia esta relacionada
amb una gestio proactiva dels projectes —resolucié de problemes—. entesa com
la capacitat per planificar, organitzar la feina i, en el treball en equip, liderar,
delegar, informar o comunicar.

La proactivitat inclou també la capacitat per determinar els punts forts i febles
d'un mateix, d’assumir riscos, aixi com d’avaluar les capacitats propies.

També esta relacionada amb la motivaci6 i la determinacié per al compliment
dels objectius ja siguin comuns o de grup.

En definitiva, l'activitat matematica associada a la resolucio de problemes ja
sigui de forma individual o en grup permet no nomeés validar 'aprenentatge de
l'alumne, sin6 que participa plenament en els processos de creixement i d’ini-
ciativa de I'alumne i contribueix a que desenvolupi majors cotes d’autonomia i
iniciativa en els processos de presa de decisions.



[8] La competéncia en expressio cultural

La competencia de consciencia i expressio cultural és I'apreciacio de la impor-
tancia de I'expressio creativa d’idees, experiencies i emocions de diferents mit-
jans, inclosa la musica, les arts esceniques, la literatura i les arts plastiques.

Aquesta competencia cultural i artistica també esta vinculada als processos d’en-
senyament/aprenentatge de les matematiques. Les matematiques sempre han
constituit una gran expressio de la cultura. Coneixer la seva historia, analitzar les
diverses epoques, la seva creativitat i sensibilitat i també els diferents pensaments
divergents son importants i ressalten el valor formatiu de les matematiques en
aspectes com la recerca de la bellesa i 'harmonia i I'estimul de la creativitat.

Competeéncies basiques de les Matematiques aplicades
a les ciéncies socials al batxillerat

Ser competent en matematiques requereix tenir uns coneixements, capacitats i
habilitats que han de facilitar que I'alumne/a pugui i vulgui afrontar els reptes
que se li plantegin.

Ser competent en matematiques és per tant, tenir les habilitats per desenvolu-
par i aplicar el raonament matematic amb la finalitat de resoldre problemes en
situacions diverses.

Meétodes de treball a les matematiques

El curriculum de les matematiques aplicades a les ciencies socials explicita les
competencies especifiques que s'hi treballen, aixi com la contribucié de la mate-
matica al desenvolupament de les competencies basiques abans descrites.

El treball en les matematiques aplicades a les ciencies socials se centra basica-
ment en la resoluci6 de problemes, la qual cosa permet desenvolupar a l'aula
els cinc vessants segtients de l'activitat matematica:

— Resoldre problemes matematics.

— Comunicar-se matematicament.

— Raonar matematicament.

— Valorar la matematica i la seva construccio.

— Tenir confianca en la propia capacitat matematica.

Aquests vessants han de ser sempre presents en l'activitat matematica i per aixo

conformen els processos que caldra desenvolupar de manera general al llarg de
tota l'etapa.



a un dels grans objectius del batxillerat: la formaci¢ de persones autonomes
i critiques que sapiguen acceptar els propis errors i, alhora, les virtuts de les
altres persones. Mitjancant la resolucié de problemes, la matematica ensenya
a saber actuar quan ens equivoquem, i a no mantenir una postura inflexible
a causa de no voler assumir els errors comesos. Ensenyar una férmula o un
algorisme i resoldre exercicis que son aplicaciéo immediata hauria de reque-
rir poc temps. Ara bé, experimentar, plantejar problemes, establir plans de
treball, conjecturar, equivocar-se, corregir, tornar a errar per experimentar
i conjecturar de nou fins a obtenir-ne una que sigui plausible, proposar la
solucio, redactar les conclusions i exposar-les en public requereix temps per
al qual cal una bona planificacio.

La presencia de calculadores i ordinadors en el context educatiu de la mate-
matica permet les proves i els assajos en la cerca de patrons de comportament
matematic, analogament al que es realitza en les ciencies experimentals.

Les activitats dissenyades des d’aquest punt de vista i orientades cap a la
construccio de coneixement, dificilment son possibles amb els mitjans tradi-
cionals del llapis i el paper. I la potencia que ens permeten aquests mitjans
tecnologics no ha de quedar reduida al calcul: és possible i desitjable realitzar
activitats en les quals la representacio grafica reveli regularitats i variacions.

Les noves tecnologies han de contemplar 'experimentacio i la comunicacio
de les idees per donar pas al raonament matematic i a la comunicacié oral i
escrita d’aquestes idees.

Competeéncies basiques del batxillerat
i el seu desenvolupament

Escamilla i Lagares (2006) defineixen les competencies basiques com capacitats
relacionades, de manera prioritaria, amb el saber fer; pero des d’'un vessant de
funcionalitat i practicitat que no la redueix a un caracter merament mecanic: el
saber fer ha de tenir una dimensio de caracter teorico comprensiu (elements
de treball, tasques, formes de resolucio) i una dimensio de caracter actitudinal
(en funcio del bagatge de coneixements, la forma d’incorporar-los, la valoracio
de les diferents opcions).

Les competencies formen un element de formacio a que, per la seva complexitat,
cal apropar-se de manera convergent (des de les diferents materies) i gradual
(des de diferents moments i situacions d’aprenentatge —cursos i etapes).

El desenvolupament d’aquestes competencies basiques constitueix, en les nos-
tres concrecions del curriculum, una obligaci6 i per tant s’han de concretar
en enunciats més concrets en cada materia definint els metodes operatius que
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identifiquin la corresponsabilitat de cada ambit del curriculum per a la seva
adquisici6 i desenvolupament.

D’aquesta manera, mostrarem unes competencies especifiques com a elements
d’acompliment en contextos determinats d’ensenyament-aprenentatge; queda-
ran supeditades, doncs, a les basiques.

Dins d’aquest entrellacament que hem vist abans sobre les diferents competenci-
es clau, les matematiques aplicades a les ciencies socials al batxillerat continuen
el desenvolupament de les competencies basiques de I'ESO i preparen per a la
vida activa i per actuar de manera eficient en els estudis superiors i es poden
sintetitzar en les seglients competencies basiques extretes d’aquests compe-
tencies clau i descomptant la competéncia matematica que, evidentment, esta
incorporada en tota la resta:

[CB1] Competencia comunicativa: Interpretar i explicar amb simbols i eines mate-
matiques els enunciats de problemes propis de les matematiques aplicades a les
ciencies socials: fenomens socials, economics i humanistics, d’'una forma clara,
precisa i coherent (competencies clau 11 2).

Les Matematiques aplicades a les ciencies socials desenvolupen una tasca
fonamental per a I'evolucio d’'una personalitat formada i equilibrada que
integra I'estimul de diferents capacitats, entre elles de les cognitives, en
millorar el pensament reflexiu incorporant al llenguatge les formes d’ex-
pressio i raonament matematic i reconeixent, plantejant i resolent, per
mitja de diferents estrategies, situacions susceptibles de ser formulades
en termes matematics.

L'ensenyament a través de la resolucié de problemes parteix de I'experi-
mentacio i 'observacio, facilita el descobriment, permet arribar a l'esta-
bliment de conjectures i, per tant, contribueix decisivament a I'assoliment
de la competencia comunicativa ja que I'alumne ha de defensar, oralment
0 per escrit, aquesta conjectura mitjancant arguments que 'han conduit
a establir-la pero sabent que no té la seguretat que sigui certa, la qual
cosa és molt més propera a allo que succeeix en la vida real, que no pas
la seguretat a que es pot arribar en determinats resultats obtinguts per
l'aplicacio rutinaria de formules i algorismes.

Per aix0 aquest enfocament metodologic de 'ensenyament de la matema-
tica participa en l'assoliment de la competencia comunicativa més enlla
de 'ambit d’accio disciplinaria. L'ensenyament de la matematica a través
de la resolucio de problemes facilita la formulacio d’activitats que enca-
minen l'estudiant cap a l'establiment de conjectures i llur contrast.



[CB2]

[CB3]

Competencia en coneixement i interaccio amb el mon: Descriure esdeveni-
ments, situacions, tecniques, metodes, etc., procedents de l'ambit cientific,
tecnologic, social, economic i altres de la vida quotidiana i del nostre entorn
mitjancant el llenguatge cientific adient relacionat amb les matematiques
(competencia clau 3b).

L’ensenyament de la matematica ha de facilitar entorns d’aprenentatge
que facilitin un pensament matematic que no sigui purament formal a
través de la generalitzacié de casos, replantejament de problemes per ana-
logia amb altres, situacions concertes, etc. Aquest tipus de treball permet
plantejar problemes inspirats en el mon real i que es presenten en models
simplificats. La seva resolucio i posterior traduccié al mon real permet
una interpretacié del mon que possibilita adoptar nous punts de vista i
tenir-ne un coneixement més ampli.

Competencia en gestio i tractament de la informacio digital: Utilitzar de
forma precisa i autonoma les diferents eines tecnologiques: calculadores
numeriques i grafiques, els ordinadors i els diferents programes d’aplica-
cio matematica per tal de millorar la comprensio dels diferents continguts
d’aquest nivell: matrius, equacions, calcul d’expressions algebraiques i limits,
derivades, grafics de funcions i altres problemes de processament de dades
(competencia clau 4).

Aquesta competencia s'adquireix mitjancant I'is de recursos diversos que
es treballen al llarg del desenvolupament de la materia: La cerca d’infor-
macio a través de fonts diverses (tradicionals o electroniques), i la seva
posterior estructuracid, és una competéncia necessaria per a tot alumne
en el mon actual, i les activitats obertes com les que es proposen en
aquest curriculum requereixen sovint recursos tecnologics que fomenten
l'autoaprenentatge de l'alumne.

Cal incidir en la comprensio dels processos matematics perd procurant
no caure en 'execucio de rutines que amb tanta facilitat poden inundar
el temps disponible dels alumnes. I la millor manera d’evitar-ho és fer-ne
Us tot ensenyant, des de l'experimentacio, amb les aplicacions que ens
ofereixen les TIC.

Les noves tecnologies poden integrar-se en I'ensenyament de la matema-
tica amb finalitats diametralment oposades. Tot tenint en compte la gran
facilitat i freqiiencia dels alumnes en I'ts de les noves tecnologies, el pro-
fessorat ha d’orientar el seu Us per tal que estiguin al servei de I'alumne i
no aquest a disposicio d’elles.
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[CB4]

[CBS5]

La seleccio dels recursos tecnologics ha de permetre, a més, que si-
guin una eina que s’empri en la resolucié de problemes per experi-
mentar, observar, proposar conjectures i contrastar-les, en definitiva,
una eina al servei de la creativitat. El disseny d’activitats que partici-
pen de la capacitacio tecnologica i la competencia digital son amplies
i és desitjable afavorir aquelles que faciliten el descobriment per part
de l'alumne.

Aprendre a aprendre i competencia en recerca: Formular hipotesi sobre dife-
rents fets i conceptes diversos per tal d’estudiar-los i analitzar-los des de dife-
rents vessants de recerca per tal de millorar la capacitat de raonament logic i
matematic (competencia clau 5).

La resoluci6 de problemes facilita la capacitat creativa i impulsa la com-
petencia en recerca. L'experimentacio, l'observacio, I'establiment de re-
sultats conjecturals (hipotesis), 'estudi de casos concrets sobre aquests
tot acceptant-los o refutant-los, la reformulacié de conjectures i la cerca
d’arguments que donin transparencia als resultats descoberts, son activi-
tats que participen en 'adquisicio de la competencia en recerca. Les capa-
citats que potencia el curriculum de matematiques faciliten I'establiment
de raonaments quantitatius sobre situacions de la vida real i sobre el mon
que ens envolta.

Competencies socials, culturals i civiques: Reflexionar i raonar de forma mate-
matica —amb Ualgebra, Uanalisi, la geometria, etc.— sobre el coneixement de la
cultura i de la historia en l'analisi de situacions i fets procedents del nostre
entorn natural, cultural, cientific i tecnologic (competencies clau 61 8).

L’activitat matematica que genera la resolucio de problemes ofereix una
intensa contribucio a la formacio integral de I'alumne més enlla de 'am-
bit disciplinari, en particular a 'assoliment de la competencia personal i
interpersonal.

Les Matematiques aplicades a les ciencies socials desenvolupen una tas-
ca fonamental per a 'evoluci6 d'una personalitat formada i equilibrada
que integra 'estimul de les capacitats personals i interpersonals, que ha
d’estimular I'alumne a manifestar una actitud positiva davant la resolu-
ci6 de problemes mostrant confianca en la capacitat per a enfrontar-se
a ells amb exit i valorant les Matematiques com part integrant de la
nostra cultura, des d'un punt de vista historic i des del seu paper en
la societat actual, aplicant les competéncies matematiques adquirides
per a analitzar i valorar fenomens socials com la diversitat cultural, el



[CB6]

respecte al medi ambient, la salut, el consum, la igualtat de genere o la
convivencia pacifica.

Les Matematiques aplicades a les Ciencies Socials ha de permetre desenvo-
lupar, en 'alumne, la capacitat de raonament i el sentit critic per a analitzar
la realitat social en les seves diverses manifestacions economiques, artisti-
ques, humanistiques, politiques, etc., des d'una perspectiva matematica

Competencia en autonomia i iniciativa: Utilitzar de forma autonoma i rigoro-
sa les eines de l'algebra, 'analisi, i la geometria per tal de plantejar i resoldre
problemes, argumentar tecniques i metodes i detectar incorreccions de tipus
logic o procedimental que estimulin el raonament logic i la capacitat per
expressar idees amb arguments adients propis (competencia clau 7).

Un dels objectius de les matematiques és el d'impulsar i fomentar el des-
envolupament de l'esperit emprenedor i la confianca en si mateix, la par-
ticipacio, el sentit critic, la capacitat d’iniciativa personal i de autonomia i
la capacitat per a planificar, prendre decisions i assumir responsabilitats.

Tot el procés de recaptacio de informacio i el seu tractament per arribar a
conclusions, contribueixen que I'alumne desenvolupi majors cotes d’au-
tonomia i iniciativa.

Per descomptat, els propis processos de resolucié de problemes realitzen
una aportacio significativa a 'avang per part de I'alumne en autonomia
i iniciativa ja que s'utilitzen per a planificar estrategies, assumir reptes i
contribueixen a conviure amb la incertesa controlant al mateix temps els
processos de presa de decisions.

No oblidem per aquesta competencia els temes de la sistematitzacio, la
reflexi¢ critica i I'habilitat per a comunicar amb eficacia els resultats del
propi treball.

Les matematiques aplicades a les ciencies socials treballen les habilitats
relacionades amb l'establiment d’hipotesi, I'aplicacio d’estrategies i I'ex-
trapolacio dels resultats obtinguts a altres situacions semblants. Les ac-
tivitats que es plantegin han d’afavorir la possibilitat d’aplicar les eines
matematiques a I'analisi de fenomens d’especial rellevancia social.

Per tant 'avang en iniciativa i autonomia personal per tal de triar el me-
tode més adequat o de buscar nous metodes apareixera en moltes de les
competencies lligades a temes de resolucié de problemes, construccions
espacials, calcul d’arees, etc.
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Competéncies especifiques que es treballen i relacio
amb les competéncies generals

BLOC |. ALGEBRA LINEAL | GEOMETRIA DEL PLA
Matrius

— Utilitzar el llenguatge algebraic en general i el relatiu a matrius en particular
per a descriure i resoldre situacions problematiques en diferents contextos
(CB1, CB2, CB3, CB6).

— Operar de diferents maneres amb les matrius i aplicar-les a I'estudi de deter-
minats fenomens (CB2 i CB6).

— Processar i comunicar informaci¢ mitjancant 'exposicio de taules numeri-
ques, grafics i matrius i ser capacos de passar d’'uns metodes als altres (CB2,
CB3, CB4i CB5).

— Utilitzar aplicacions informatiques per a operar amb matrius mitjancant les ordres
adients en la resolucio dels problemes d’algebra lineal, i d’altres (CB3, CB4 i CB5).

— Construir models mitjancant l'aplicacio de procediments amb matrius (CB3
i CB4).

— Avancar en iniciativa i autonomia personal per tal de triar el metode més adequat
o de buscar nous metodes en la resolucié de problemes relacionats amb el cal-
cul matricial ja siguin de les matematiques o d’altres ciencies (CB2, CB3, CB4 i
CBo).

Sistemes d’equacions lineals

— Utilitzar el llenguatge algebraic per a descriure i resoldre situacions problema-
tiques en diferents contextos (CB1, CB2, CB3 i CB6).

— Utilitzar les aplicacions informatiques en la resolucié de sistemes d’equacions
lineals (CB3 i CB4).

— Analitzar la validesa dels resultats obtinguts al resoldre sistemes d’equacions
lineals utilitzats per a descriure problemes en diverses situacions i interpretar-
los dins del seu context (CB5 i CB6).

— Desenvolupar 'autonomia i iniciativa personal a I'hora de buscar nous metodes
en la resolucioé de problemes reals en qualsevol context (CB2, CB3, CB4 i CB6).

Vectors. La recta en el pla

— Utilitzar els vectors per a expressar magnituds fisiques vectorials del mon
quotidia, com la forca, I'acceleracio o la velocitat (CB1, CB2 i CB5).



— Reconeixer la utilitat de les representacions vectorials i saber interpretar-les
en multiples aspectes de la vida diaria: senyals de trafic, mapes meteorologics,
diagrames de flux, etc. (CB2,CB4, CB5 i CB6).

— Resoldre de manera clara, rigorosa i exacta, utilitzant vectors i representacions gra-
fiques, problemes propers tant de Geometria com de Fisica (CB2, CB3 i CB6).

— Utilitzar les noves tecnologies per a efectuar representacions precises de punts
i vectors (CB3 i CB5).

— Expressar de forma rigorosa i en llenguatge matematic (algebraic), de diferents
formes, la relacio que verifiquen els punts d’'una recta (CB1, CB4 i CB6).

— Reconeixer la utilitat de les diferents expressions de I'equacié d’una recta, i
usar en cada cas la més adequada (CB1, CB2, i CB6).

— Potenciar la creativitat dels alumnes permetent-los i suggerint-los diferents
metodes per a afrontar i resoldre un problema geometric (CB4 i CB6).

— Resoldre de manera clara, precisa i exacta, utilitzant elements geometrics i
representacions grafiques adequades, problemes geometrics en el planol mit-
jancant les noves tecnologies (CB2, CB3 i CB6).

— Calcular de forma rigorosa i en llenguatge algebraic, aplicant les formules adi-
ents, angles, distancies i condicions de perpendicularitat en el pla. (CB1 i CB4).

— Efectuar representacions grafiques precises, utilitzant el material adequat, de
cadascun dels elements geometrics en el pla (CB3, CB5 i CBO).

— Potenciar la creativitat dels alumnes, permetent-los i suggerint-los diferents meto-
des per a afrontar i resoldre problemes metrics de geometria plana (CB4 i CB6).

— Resoldre els problemes de manera clara i precisa, utilitzant elements geome-
trics i representacions grafiques adequades, mitjancant les noves tecnologies
(CB31i CB6).

BLOC Il. PROGRAMACIO LINEAL
Programacioé lineal

— Utilitzar diferents tipus de llenguatge, algebraic i grafic, en la descripcio i reso-
lucio de situacions problematiques en diversos contextos (CB1, CB3 i CB6).

— Descriure les possibles solucions d'un problema donat mitjan¢ant un conjunt
de condicions i restriccions (CB1, CB2, CB4 i CB6).

— Resoldre problemes de diferents materies mitjancant el plantejament i resolu-
ci6 de sistemes d'inequacions lineals i amb les tecniques propies de la progra-
macio lineal (CB2, CB3, CB4 i CB5).
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Interpretar i analitzar la regio factible associada a un problema de programa-
cio lineal, i escollir la que optimitza una determinada funcié objectiu (CB1,
CB2, CB4 i CB6, C8).

Utilitzar els mitjans tecnologics en la resolucié de problemes de programacio
lineal (CB3 1 CB4).

Coneixer el context historic en el que va sorgir i és va desenvolupar la pro-
gramacio lineal, i la gran influencia d’aquesta materia en la solucié de molts
problemes de la societat actual (CB2,CB4,CB5 i CB6).

Potenciar I'autonomia i la iniciativa personal a I'hora de buscar metodes nous
en la resolucio de problemes (CB4, CB5 i CB6).

BLOC lll. ANALISI

Limits i continuitat de funcions

Coneixer i operar correctament l'aritmetica de l'infinit, les indeterminacions i
els processos per a resoldre-les (CB4 i CB5).

Utilitzar la calculadora i els programes informatics, per tal d’obtenir expressi-
ons decimals per a estimar el valor d’'un limit i per a estudiar les discontinui-
tats i les asimptotes d’'una funcié (CB3 i CB6).

Utilitzar taules, el llenguatge algebraic i el llenguatge grafic per a transmetre
informacions referents a la dependencia, evoluci6 i tendencia d'una magnitud
fisica o social respecte d’altra (CB1, CB3, CB5 i CB6).

Utilitzar els conceptes de continuitat i discontinuitat en altres materies, sobre-
tot la Fisica on hi ha nombrosos exemples (CB2, CB4, CB5 i CB6).

Utilitzar les noves tecnologies per a obtenir, analitzar i difondre informacions,
relatives a temes cientifics que continguin taules de dades relacionades, o re-
presentacions grafiques dels mateixos (CB1, CB2, CB3, CB4, CB5 i CB6).

Utilitzar les noves tecnologies per a estudiar el comportament de certes variables
en les proximitats d'un punt i la seua tendencia a llarg termini (CB3, CB4 i CB6).

Expressar tendencies i comportaments a llarg termini de determinades va-
riables de la demografia, 'economia i altres ciencies, mitjancant el calcul de
limits (CB1, CB2, CB4 i CB5).

Derivades. Calcul. Aplicacions

Utilitzar el llenguatge algebraic i grafic per a descriure la relacio que existeix
entre les variacions que es produeixen en una magnitud i les variacions que,
com a consequencia d’aquestes, apareixen en altra (CB1, CB5 i CB6).



Coneixer 'evolucioé historica del problema del calcul de la tangent a una corba
en un punt (CB2, CB4 i CB5).

Utilitzar les funcions algebraicament i graficament per a analitzar i explicar el
comportament d’'un fenomen donat per una expressio algebraica (CB1, CB4
i CBO).

Interpretar de manera adequada les diverses informacions grafiques existents en
els mitjans de comunicacio o cientifics relatives a 'evolucio, en funcio del temps,
d’algunes variables de caracter cientific i d’altres (CB1, CB4, CB5 i CB6).

Utilitzar la derivada d'una funcié en un punt per a extraure i elaborar con-
clusions sobre el comportament d’aquesta funcio en les proximitats d’aquest
punt (CB1, CB2, CB5 i CB6).

Abordar la resolucio de problemes d’optimitzacio siguin de caracter cientific o
funcional amb I'ts de la terminologia adequada (CB2, CB5 i CB6).

Utilitzar aplicacions informatiques per a obtenir i representar funcions deri-
vades mitjancant les seves corresponents expressions algebraiques (CB3,CB5
i CBO).

Utilitzar aplicacions informatiques que ens permetin la resolucié de proble-
mes matematics i d’altres ciencies relacionats amb les derivades (CB3 i CB4).

Coneixer el desenvolupament historic dels conceptes de diferencial i de
derivada, apreciar 'aportacio de determinats matematics a aquest tema i la
seva influencia en el desenvolupament cientific i tecnologic posterior (CB4
i CB5).

Reconeixer a les matematiques i a les seves aplicacions tecnologiques el de-
senvolupament de la humanitat en el coneixement de les diferents ciencies
per a aconseguir una millora en les seves condicions de vida (CB5).

Representacié de funcions

Utilitzar les funcions i especialment les seves grafiques per a descriure, ana-
litzar i determinar el comportament d’un fenomen donat per una expressio
algebraica (CB1, CB3, CB4 i CBO).

Utilitzar aplicacions informatiques per a representar i analitzar el comporta-
ment local i global de les funcions i la seva posterior representacio grafica.
(CB3, CB4 i CB6).

Analitzar el comportament d'una funcié mitjancant l'analisi de les seves pro-
pietats globals i locals (CB4 i CB6).

Utilitzar les noves tecnologies per a representar i analitzar el comportament
local i global de les funcions. (CB3, CB4 i CB6)
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Matrius

L’escarabat d’or

[Juntament amb les restes d’un vaixell pirata, el protagonista va trobar
un pergami amb un missatge ple de signes:

(53+++305))6*:4826)4+.)4+);806*;48+876...

Va sospitar que indicava la posicié d’un tresor i va comencgar a desxi-
frar-lo.]

Vaig comptar tots els signes i vaig formar aquesta taula.
Signe 8/ ;14 £ ) * 56 (+1092:3;;mx -
Frequeéncia 33 26 1916 16 13121111 8 8 6 5 54 4 3 /211

La lletra més frequent en un text angles és la e. Després, la serie és la
segtient: aoidhnrstuycfglmwbkpqxz Laepredomina fins al
punt que és dificil trobar una frase d’alguna longitud de la qual no si-
gui el caracter principal. Com que el signe predominant és el 8, co-
mencarem per assignar-lo a la e de l'alfabet natural. [...] Ara, de totes
les paraules, the és la més usual; per tant, hem de veure si esta repetida
una combinacio de tres signes, I'altim dels quals sigui el 8. [...] Hi ha
ni més ni menys que set combinacions dels signes ; 4 8. Podem, per
tant, suposar que ; representa t, 4 representa h, i 8 representa e.

Acabem de fixar una sola paraula; pero aquesta paraula ens permet
també descobrir alguns principis i finals d’unes altres paraules. Vegem,
per exemple, el penultim cas en que apareix la combinaci6 ;48 gaire al
final del missatge. Sabem que el ; que ve immediatament després és el
principi d’'una paraula, i dels sis signes que segueixen a aquest the, en
coneixem, al menys, cinc. Substituim, doncs, aquests signes per les
lletres que representen, i deixem un espai per al desconegut: t_eeth.
Provem l'alfabet complet per trobar una lletra que es pugui adaptar
a aquest forat i formi una paraula amb sentit. Ens n’adonem que no
existeix. Per tant, hem de descartar el grup th com a part d’aquesta
paraula. Aixi doncs, reduim els signes a ¢_ee.
Emprem l'alfabet, si cal, com abans, i arribem a la paraula tree (arbre),
com I'inica intel ligible. Obtenim, aixi, una altra lletra, la r represen-
tada per (.

EDGAR ALLAN PoE



SOLUCIONARI

L’escarabat d’or
Edgar Allan Poe

A tots ens agradaria trobar un tresor que resolgués els nostres problemes. De vegades

no sabem exactament com hauria de ser. D'altres vegades ho sabem, perd no tenim

el mapa; o tenim un mapa amb les instruccions codificades. Aixo és el que va li va passar
aen Legrand, el protagonista de L'escarabat dor. Havia trobat el pergamf al costat

de les restes d'un vaixell pirata, I'havia posat al foc perqué surtis a la llum el missatge escrit
amb tinta invisible, perd només hi va apareixer el reguitzell de signes que veiem

en el paragraf seleccionat.

Per la firma, de seguida va adonar-se que aquest missatge amagava un text en angles.
Desxifrar-lo era el preu que en Legrand havia de pagar pel seu tresor. | ho va aconsequir.

En aquest paragraf explica a un amic com va comencar a desxifrar el missatge que el portaria
fins al tresor amagat pels pirates. La seva estrategia inicial va ser comparar la freqliencia dels
signes en el missatge amb la freqliencia de cada lletra en la llengua anglesa. El missatge
desxifrat en angles el podem trobar en qualsevol edicié del relat, i traduit al catala,
literalment, seria:

«Un bon got a I'hostal del bisbe a la cadira del diable quaranta-un graus i tretze minuts
Nord-est i des del Nord branca principal sete brot costat Est solar quart de l'ull esquerre
del cap de mort una linia recta des de l'arbre a través de la bala cinquanta peus cap a fora.

Podem veure que el missatge encara té un aire misterids i incomprensible, i, ara, el problema
consisteix a interpretar-lo. Amb imaginacié, constancia i una mica de sort, en Legrand va
entendre queé significa aquest aparent galimaties va aconseguir desenterrar un tresor fabulos.
Per saber com va fer-ho, s’ha d'acabar de llegir el relat, que és un dels més extraordinaris
d’Edgar Allan Poe.

341 2 3

01 7 2 1] és un exemple de matriu. Serveix

Una taula numérica com [

per codificar problemes o situacions com aquest: «Una empresa d'autobusos té tres linies:

A, Bi C. Dilluns van sortir 4 autobusos de la linia A, 5 de la Bi 3 de la C. Dimarts en van
sortir 1delaA,7delaBi3delaC Dimecres,4delaA 5delaBi6delaC Representa
en forma de matriu el trafic d'aquesta empresa durant els tres dies».

PN
(G RNl
o W W

A la matriu, les files representen els dies de la setmana, i les columnes cadascuna
de les linies d'autobus.
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Matrius

ABANS DE COMENCAR... RECORDA

001 | Resol aquests sistemes.

a x+ y+3z=0 b) —2y+ z=-1
2x —2y — z=4 2x+ y—3z=0
X—3y+2z=4 x —5y =7

a x4+ y+3z=0
2x =2y — z=4

X=—y—3z 2(7y732)72yfz=4}
X—3y+2z2=4

—y—3z-3y+2z=4
—4y—7z=4
774)/7 z=4
—6z=0
—z=0
z=0
—4y—z=4——>y=—1

=-1,z=0
x+y+32:0%x:1

La solucié del sistemaésx=1,y=—1iz=0.
b) —2y+ z=-1
=y — — —N= 2x =5y = =3
2x+ y—=3z=0 kAN y o, x4y =32y =) O—>f Xy }
— xX—=5y=7 x—=5y= 7
X — 5y =7 AR A
X =-10
x=-10 17
X—=5y=/—>y=——
5
y=—% 34 39
7=y 1— 7= =22
5 5
La solucié del sistema ésx = —10, y = 7 iz= —%.
002 | Resol aquests sistemes.
a) —x+2y=0 b) x— y=0
2x+ y=5 2x+ y=3
2x —3y =1 3x —4y = —1
—X —2y = —3
a) —x+2y=0 X =2y| x=2y
2x + y:S} 2x+y:5} sy Y
y:1ﬂ>x:2
=2,y=1
2x—3y=1 e L 4-3=1.n aquest cas, la solucié del sistema és valida.
b xX—y=0
)Jr y
2X+y=3
3x =3-ox=1-y=1
W—dy= 12273 4
x—y=—3X2MEL g o3

En aquest cas, la solucié del sistema és valida.



SOLUCIONARI

ACTIVITATS

001 | Escriu una matriu que compleixi les condicions segiients:
« Dimensi6é 3 x 2.

° 03 =—0y=0a; =1
¢ dp=0p=—05=—2
1T =2
Lamatriués:| -1 —2
2 1

002 | Venen llistons de dues qualitats i de dues longituds. Els llistons grans de baixa
qualitat costen 0,75 €, i els d'alta qualitat, 1 €, mentre que els llistons petits
de baixa qualitat costen 0,45 €, i els d'alta qualitat, 0,60 €. Escriu aquestes dades
en forma de matriu.

La matriu sera de dimensié 2 x 2. Les files nindiquen la qualitat; les columnes,
la mida, i els elements de la matriu, el preu.

0,45 0,75

0,60 1

003 | Troba el valor de cada incognita perqué les dues matrius siguin iguals:

x+1 3 0 2 y+1 0
z+1 x+2 z-1 y+2 3 vy

Perqueé les matrius siguin iguals han de tenir la mateixa dimensié i tots
els seus elements han de ser iguals.

Les dues matrius sén de dimensié 2 x 3.

X+1=2-x=1 Z+1=y+2>z=y+1—>2z=3
3=y+1-oy=2 X+2=3->x=1
0=0 Z—1l=y—>z=1+2=3

Lasoluci6 ésx=1,y=2iz=3.

004 | Escriu un exemple de les matrius seglients:

a) Una matriu fila amb quatre columnes.
b) Una matriu columna amb quatre files.
¢) Una matriu quadrada d'ordre 4.

Resposta oberta. Per exemple:

2 A= 3 —1 0
1
b) B=]| 2
—4
|
12 -3 4
N
5 2 20
1 1 1 1



Matrius

005 | Escriu matrius que compleixin les condicions seglients:
a) Matriu diagonal d'ordre 4 que compleixi que a; = 7.
b) Matriu identitat amb tres files.

a A= b) B=|0 1 0
0070 00 1
00 0 7

006 | Calcula (A - B)', si AiBsén les matrius segiients:

L 4 1
A=|0 3 B:[_S 8]
5 —4
. t 1 7(
0 3.[—4 1] :[74 1]f_o 3 :[—4 5].[1 0 5]:[3w 15 —40]
s 4l L 58 58 |, 18]°\7 3 4] |57 24 —27

007 | Efectua l'operacié amb matrius seglent:
—1 2 1 |=2 =2 3 n -1 4 0
0 —3 1 1 0 —1 2 21
—1 2.0 (=2 =2 3 4 -1 4 0| _|0 8 -2
0 -3 1 T 0 —1 221 1 -1 3
008 | Determina els elements que faltensiA + B =C.
3 45 2 ¢ d f 7 6
[5 a b] [e 3 —1] [1 —1 0]

P A L (R S el

5 a b e 3 —1 T =1 0 54e a+3 b-—1 1T =1 0
f=5 44c=7—c=3 5+d=6—->d=1
5+e=1—-e=—4 a+3=—-1—-a=-4 b—1=0—>b=1

009 | Fes aquesta operacié amb matrius:

3 3 1 4 0 4 -1 0 2

2-1—-1 2 0]—3-]—1 1 =2]— 2 3 1

-1 5 =2 0 -2 3 -1 10
33 1 4 0 4 -1 0 2 -5 6 —12
2-1=-1 2 0|—=3-] -1 T 21— 2 3 1j=|-1 =2 5
-1 5 =2 0 -2 3 -1 10 -1 15 =13



SOLUCIONARI

010 | Efectua aquestes operacions:
13 i 0 —2 3
A = = =
R
a) 2(A—B)+3C
b) (—=2)(A—C) —3(B+20)

(=1 3) (2 3 _(-8 15
a) 2(A78)+3C_2[ 5 3]+3[ : _2]_[7 o]

— (— . 3 O - . 72 6 =
b) (—=2)(A—C)—3(B+2C) = (—2) [_2 4] 3 [,1 75] [7 7

011 | Calcula I'operacié amb matrius seglient:

0 5
2-3 1 4)-5- 11—3-3 1 4)-[—1
-2 0
0 5 0 5
2-3 1 4)-5| 1[{—=3-3 1 4)-|=1|=(6 2 8)- 51— 3 12)-|-1|=
—2 0 —10 0
=6-0+2-5-8-10—9-54+3:1-12-0=10—-80—-45+3=—-112
012 | Troba el valor de x en aquesta igualtat de matrius:
3
(1 —1)-[’1(]—(1 x 9)-|—1l=0
0
3
(1 —1)-[?]—(1 X 9 |-1=05x-1-3B-x)=0>2x=4—>x=2
0

013 | Efectua els productes que siguin possibles entre les matrius A, Bi C.

30
A=[ 1o 2] B=|-1 2 c:[_1 4]
2 1 -3 5 3 2
3 0 6
A 3:[ / ’6] B-A=|-5 2 8
1311 A
3 1
B.C=| 7 o0 C.A:[’g 4 ’14]
120

A - Cno es poden multiplicar ja que la dimensid de Aés 2 x 3ilade Cés2 x 2.
C- Bnoes poden multiplicar ja que la dimensid de Cés 2 x 2ilade Bés3 x 2.
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Matrius

014 | Determina la dimensié de la matriu que resulta d’aquesta operacié i, després,
comprova-ho efectuant les operacions.

2 =10 2 —1) (4 5 1
2'[3 0 1]+3'[3 0]'[2 1 3]

La dimensid de la matriu que en resulta és 2 x 3.

2'2—1O+3_2—17451_4—20+3.6 9 -1 _
3 01 3 0J{2 13 |6 02 12 15 3

(22 25 =3
“l42 45 M

015 | Comprova si es compleixqueA-(B+C)=B-A+ C-A enqué:
ac| 17 _[-3 c_[ 30
—2 3 2 —1 -1 1
Si no és certa, aplica correctament la propietat.
-3 1+ 30 _ T 110 1 _ 1 1
2 =1 -1 1 -2 3/ 11 0 3 =2
-3 1 11 30 T 1 _[-5 0 3 3] |2
2 - '[—2 3]+[—1 1]'[—2 3]_[ 4 —1]+[—3 2]_[ 1

Laigualtat correctaés: A-(B+C)=A-B+ A-C

P S I e P g F

|

016 | Extreu en primer lloc factor comu de la matriu A i efectua l'operacié B- A+ C- A:

2 0 2 0 4 —1 3 2
A=|-1 =3 B=|-1 3 =5 C=] 2 0 -3
0 2 3.1 1 I 5

Quina propietat has aplicat quan has extret factor coma?

Per extreure factor comu apliquem la propietat distributiva per la dreta.
B-A+C-A=B+0)-A

2 0 4 —1 3 2 2 0 -1 3
B+C)-A=||—-1 3 =5|4+| 2 0 =3|-|-1 =3|=|-1 =25
31 1 T =1 5 0 2 8 12

017 | Completa els elements que falten a la matriu perqué les files siguin linealment

dependents:
3 -1 b 2
—-9 a 0 ¢



SOLUCIONARI

Perqué les dues files siguin dependents han de ser proporcionals, F, = \F,.

—9=3\] Xx=-3

a:—x%a:S N 3 -10 2% 3 -1 0 2
0=bx 0=0 -9 a 0 ¢ -9 3 0 -6
c=2X c=-6
Determina el rang de les matrius segiients:
-1 3 0 1 -1 3
1T =1 1 by[2 —2 6
-3 7 -1 3 -39

a) Cap de les tres files no és proporcional a una altra fila.
Comprovem si alguna fila és combinacié lineal de les altres dues:

= \=

2 2
1= 2 Ll L2

F=Nh+ph— - FE ’ > ’
] R TLI i B

O=X—p 2 2

1 1

0=_ _ =1

2 " h=5

Com que els valors de . son diferents, el sistema no té solucié. Cap fila
és combinacié lineal de les altres dues, aixi doncs, les tres files sén linealment
independents i, per tant, el rang de la matriu és 3.

I 30
rang |2 [ 11=3
0 -3 7 -1

b) Com que F, = 2F, i F; = 3F;, totes les files sén proporcionals. Aixi doncs, el nombre
de files linealment independents és 1 i, per tant, el rang de la matriu és 1.

T -1 3
rang|2 —2 6|=1
3 -39

-5

302 7 32 7

O 0 -1 2 0 -1 2
0 -1 2|——— SN

-5 3 0] A=hT3A o ]f %? E=R+26 10 0 %?
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Matrius

1 -3 5 7

020 | Troba el rang mitjangant el métode de Gauss:{8 —3 —2 14

1 -3 5 7

2 1 -4 0

1 =3 5 7 1 =3 5
8 -3 -2 14 T) 0 21 —42 —42 —1> 0 21 —42
2 1 -4 0Jf_f (0 7 14 —14fh=h-3h 0o 0 0
1 =3 5 7
rang|8 -3 -2 14|=2
2 T -4 0
021 | Calcula, si és possible, la inversa d’aquestes matrius mitjangant la definicio:
1 2 3 -5
o2 3 S
a+2c=1 a+2c=1
a) 1 2| |a b:1 O_)b+2d=0_> b+2d=0
2 4) |c d 0 1 20+ 4c=0 2a+2c)=0
2b+4d =1 2(b+2d) =1
El sistema no té solucio. Per tant, no existeix la matriu inversa.
3 —=5) (a b 1 0
b) . =
-1 2) \c d 0 1
3a—5¢c=1 3a—5c=1 a
3b—-5d=0 %3b75d=0 N 6c—5c=1 N b
—a+2c=0 a=2c 6d—3—-5d=0
—b+2d=1 b=2d-1 d

[2
Comprovem que

.
;

IRk
3 6

5] .. S
3 n'és la matriu inversa:

2 =31
022 | Determina, si és possible, la inversa d’aquesta matriu: |3 11
0 10

2 =3 1| fa b ¢ 1T 0 0

3 T 1-|d e f|=]|0 1 0

o 10/ 1lg n i] 00 1

7
—42
0



SOLUCIONARI

2a—3d+g=1
2b—3e+h=0 5 ., , _ .
-3+ j=0| <9T9= at+g= a=-
2b+h=0 3a4+9g=0 b=1
3a+d +g=0 ,
2c+ =3 2b+h=0 c=—4
—>3b+e +h=1t—> - -
34 f 4 i=0 3a+g=0 3b+h=1 g=3
deo| 3b+h=1 2+ i=3 h=-2
A 3¢+ i=-1 3c+ i=-1 =11
f=1
—1 1 —4
Comprovem que| 0 0 1| nés la matriu inversa:
3 =2 1
2 =3 1) (-1 1 —4 1 00
3 1T 11 0 0 =10 1 0
0 10 3 =2 N 0 0 1
—1 1T —4) (2 =3 1 1 00
0 0 1113 1 11=|0 1 0
3 =2 11)10 10 0 0 1

023 | Calcula, pel metode de Gauss-Jordan, la inversa d’aquestes matrius:

2 [ 6 2] b) [—3 7]
12 5 2 -5

6 2|1 0 6 21 10 6 0 5 =2
a) — _—
12 5|0 1)JAR=AHR=-2 {0 1|2 1) R=R=-2 (0 1|2 1

) R
— 6 6
fi=ghlo 1] -2 1
-3 7110 - e
b) — 2
2 =500 Mpope2p| O ——[= 1
3 313
=3 ]25 21 1 0[5 -7
Amh+2IE| 0 ——|= 1| o 1.7(0 1|-2 =3
3 3 1 31

024 | Troba, pel métode de Gauss-Jordan, la inversa de la matriu:

o N W
- W o
—_
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Matrius

30 =110 0 30 —51
23 10 1 0|———=—|0 3 |-
I i 3
0 1 1o 0 1) B=RgA )
3.0 —1
o 3 i —_
—_— 3
kE=HK-=Hk 0 0 i
9
300
— 50 3 0
R=ht+3h
4 4
F=h-127 |0 0 Y
100
— sl0 1 0]-
F=atf
3
f-lp [0 0 1
F=2F

025 | Classifica les matrius i determina’n la dimensio:

0 0o —2 3
A=(1 2 2) B=|1 C=|—-4 31
7 2 0 1
3 00 11 1
F=10 1 0 G:[_? (1) ;] H=|0 1 -3
0 11 0
A= 2 2)— Matriufiladedimensio 1 x 3
0
B = | 1| — Matriu columna de dimensi6 3 x 1
7
0 -2 3
C=|-4 3 1| — Matriu quadrada d'ordre 2
2 0 1

D

[é (2)] — Matriu diagonal d'ordre 2

E= [(]) ?] — Matriu unitat d'ordre 2

owlrn —
(@) —_ (@)
— (@) (@)

o
(@}

(@]

[vw o —

—

|
w

|
oloNn|wn|w O
wl-=nlor|w
|
- L‘GA‘@

S N SRR
|
sronsws]-
|
sloruns|w



SOLUCIONARI

300
F =10 1 0|— Matriu triangular inferior dordre 2
0 1 1
0 1 2 ) . -
G= 10 3™ Matriu rectangular de dimensié 2 x 3
11 1
H=|0 1 —3|— Matriu triangular superior d'ordre 3
0 0 2

3 0
J= [4 78] — Matriu triangular inferior d'ordre 2

026 | Son triangulars les matrius seglients? Per que?

320 300
01 4 [0 4 2] 010
01 1 100 9 0 1
3 0
0 1 4| No, perque nitots els elements situats per sobre de la diagonal
0 1 7 principal ni tots els que hi estan situats per sota sén zero.
0 4 2 No, perqué no és quadrada.
1 0
300
0 1 0 Si perqué tots els elements situats per sobre de la diagonal sén zero.
9 0 1

027 | Posa dos exemples d’aquestes matrius:
a) Matriu columna. ¢) Matriu diagonal. e) Matriu triangular superior.
b) Matriu fila. d) Matriu quadrada. f) Matriu triangular inferior.

Resposta oberta. Per exemple:

-8 2 00 3 =2 3
a) 1 0 l0 50 e) |0 31
0 0 0 7 0 0 1
4 9 300
by 3 =2 9) d) [7 ] |-2 3 0
0 2
311
028 | Calcula la matriu transposada de cadascuna d'aquestes matrius:
0 5 —4 3
A=07 2) B=]1 C=|-4 3.1
7 2 8 9
b_[4 0 e[ o017
0 4 -1 9 3
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Matrius

5 -4 2

=0 1 7) c'=|-4 3 8

3 19
0 -1
=1 9
7 3

029 | Una empresa d'autobusos té tres linies: A, Bi C.
Dilluns van sortir 5 autobusos a laliniaA,3alaBi4alaC.
Dimarts van sortir 2 autobusos a laliniaA,1alaBi4alaC.
Dimecres en van sortir 1alaliniaA,3alaBi5alaC
Representa-ho en forma de matriu.
Ho representem en una matriu de dimensié 3 x 3. Les files representen els dies
de la setmana: dilluns, dimarts i dimecres. Les columnes corresponen a les linies A,
Bi C, respectivament. Cada element de la matriu és el nombre d'autobusos.
53 4
2 1 4
135
030 | Una fabrica elabora dos tipus

de productes, Xi Y, que ven

a tres empreses, A, Bi C. Al principi
distribuia 1.000 unitats de cada
producte a cadascuna, pero aquest
mes l'empresa A va rebre 600 unitats
de Xi300 de Y; I'empresa B va rebre

400 unitats de Xi800 de Y,

i'empresa C va rebre 900 unitats de X'i 700 de Y. Representa mitjancant una matriu
les disminucions percentuals que s’han produit en la distribucié dels productes

a aquestes empreses.

Les files corresponen a cada tipus dempresa, A, Bi C, i les columnes corresponen
al tipus de producte, Xi Y. Cada element de la matriu és la disminucié percentual

de la produccio.

100f100~ﬂ:4O 1007100-ﬂ:70
1.000 1.000
40 70
1OO—1OO-LOO:6O 100—WOO-ﬂ:2O 60 20
1.000 1.000 10 30
100—100-ﬂ:1O 100—WOO-ﬂ:3O
000 1.000
031 | Considera les matrius: A = 0 16 B= 9 1 6
-1 4 3 1 8 —9

Comprova amb aquestes matrius la propietat commutativa de la suma.
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01 6 n 9 1 6| _[9 2
-1 4 3 1 8 -9 0 12
9 1 6, [0 16 _[9 2
18 -9 -1 4 3) (0 12
05
032 | Considerales matrius:A=|—4 1]|iB =
1 3
Quina relacié hihaentre A— BiB — A?
0 5 5 5 -5
A-—B=|—4 1|—|4 —2|=|-8
1 3 2 3 —1
5 5 0 5 5
B—A=|4 —2|—|-4 1|=|8
2 3 1 3 1

A — BiB — A sén matrius oposades.

033 | Considera les matrius: A:[; _1 ;]
Calcula.
a) A+B—-C ¢ —-A—B+C
b) A—B+C d —A+B+C
3 —1 4
A+B—-C=
a A+ [O s 3]
-1 -1 4
b)) A—B+C =
) * [ 0 3 J

-3 1 —4
—A—B+C=
@) + [05 ]

034 | Determina una matriu X que verifiquique A+ X=B enqué A=| "

iB:O12.
19 3

A+X=B—>X=87A=[

—
e

035 | Considera les matrius: A= [3 0]

4 -8

O w O

o W o

Efectua, si és possible, els productes seglients:
a) AB b) BA 4]

AC

SOLUCIONARI

3
0
6 1 2
1 0 4
0 0
9 -1
4
c=|0
1

o vl —
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301 (-2 1 1) (-6 3 3
2 AB’[4 —8]'[—1 0 3]’[ 0 4 —20]
b) No es pot multiplicar Bi A, ja que la dimensid de Bés2 x 3ilade Aés2 x 2.
¢) No es pot multiplicar Ai C, ja que la dimensi de Aés2 x 2ilade Cés3 x 3.

41 =2
d) BCz[:? (1) ;]o 5 -3 =[j _? 2]
00 2

036 | Comprova que, en general, el producte de matrius no compleix la propietat
commutativa multiplicant aquestes matrius:

2 0 =2 12 1

A=|1 5 -3 B=|5 1 -3

20 2 00 2
2 4 -2 6 10 —
AB=|26 7 —20 BA=|5 5 —19
2 4 6 4 0 4

037 | Comprova que es compleix la propietat distributiva del producte de matrius
respecte de la suma mitjancant aquestes matrius:

O A I K Y
wero=[; gl =13 =
T N
S I I B

038 | Considera les matrius: A = [? ; ?)]

w A

AB+AC=[

N

Alguna de les operacions seglients no es poden efectuar; raona per qué.
Efectua les que sigui possible de fer.

A+B A'+B AB AB

No es pot efectuar A + B, perque el nombre de files i columnes de A i B no coincideixen.

2 1 2 1 0 1 2 2
Al=[1 =2 A+B=|1 =2|4+|1 =2|=|2 —4
30 3 0 1 1 4 1

2 1 3 0 ! 4 3
AB = 1 =2 =
1 =2 0 -2 5
1 1
AB"no es pot efectuar, perqué el nombre de columnes de A no coincideix
amb el nombre de files de B".



SOLUCIONARI

039 | Amb les matrius A = [; _1], B= [2 0] iC= [_1 ?] calcula, si és possible:

-2 1 4 —4
a) 2A—3B b) 2A-3B ¢ AB+CQ) d) A—3B
—4 =2 4 —5
2A—3B = A(B =
J . [ 3 716] 9 AB+O) [9 710]
6 —24 -5
2A-3B = A—3B =
R M S
1 =10 -1 2 0 —1
040 Amblesmatriussegﬁents:A:[ - ],B: 0 5 iC:[ _],
.. . 0 —2 3 2 6
calcula, si és possible: 3 8
a) ABC b) 2AB < AB—-CQ) d) B-3C
_ (-1 =3) 0 -0 _(-6 17
J ABC_(AB)C_[ 9 14] [2 6]_[28 75]
2 =2 o) |7 2 2 —6
b) 2AB = N 0 5|=|.° _
0 —4 6 3 3 18 28

c) No es pot efectuar aquesta operacid, ja que Bi Cno es poden restar
perque no tenen la mateixa dimensio.

2 o 3 12 39
5]- 2l=130 90
g| 6 18

-1
d B-3C=| 0
3 48 135

041 | Amb les matrius A = [(2) _;] i B= [g _1] comprova que es compleixen

les propietats seglients:

a) (A=A
b) A+B'=A+8
c) (AB)'=BA*
2 -1 ¢ 2 0 ty\t 2 -1 —
a) Af[o 4]—>A [71 4]—>(A) =1 4],/\

> (A+B) =A +8
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042 | Determina quines matrius son simétriques o antisimétriques, i efectua els calculs
que indiquem, si és possible:

2.1 =2
A=l 15 3 B:[é g]
-2 3 2
01 =2 10
cC=|-10 -3 D=0 1
23 0 11
=[]
-1 1
a) A'C d) DD
b) CD' e) AC'
q B+E) f) GE)

Son simétriques les matrius A i B, i és antisimetrica la matriu C.

2 1 =2 01 =2 -5 -4 -7
a AC=| 1 5 3|-|-1 0 =3|=| 1 10 =17
-2 3 2 23 0 1 4 =5

b) No és possible, perqué C té 3 columnes i D' té dues files.

C 2 o 1) (3 1) (3 =
o wror=[3 S+ (5 3=

10 10 1
d)DDf:O]-[1O]]:o1w

R L

21 =2 (0 -1 2) (5 4 7
o AC=| 1 5 3| 1 o0 3/=[=1 —10 17

23 2/ |2 30 |=1 -4 s

043 | Respon aquestes preguntes:

a) Existeix sempre el producte A’ - A, en qué A és una matriu qualsevol?
Per que?

b) El producte de dues matrius simétriques de la mateixa dimensid,
també és una matriu simétrica? Per qué?

a) Sique existeix, perqué el nombre de columnes de A’ sempre és igual al nombre
de files de A.

b) En general no, perque (AB)' = B'A" = BA.



044 | Considera les matrius:

10
A= 2 1
Calcula AB. -10
10 31 (2 0 —
AB=| 2 1 of-13 =2
-1 0 =1 1 0
0 1
045 | Considera les matrius A=|—3 1{i
Calcula ABi BA. 21
0 1
AB=|-3 1] [; ? i] =
2] N

046 | Considera les matrius A = [2

a) Calcula A2+ 2AB + B2

-2

U

b) Calcula (A + B)>.

:[3

I-

3

15
3

-2

2+ [0

2
10

|

6

SOLUCIONARI

0 —1
-2 0

0 1
16

L

7
2

-3
10

|

|

10
2

11
15

|
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048 | Amb les matrius:

e I P S

Comprova la propietat associativa del producte de matrius.

2 -1 3 4 2 1 2 =11 (5 5 4 7
AB+C)= . - . _
(B+C) [5 3] l[4 4]+[2 —1]] [5 3] [6 3] [43 34]
2 —1] (3 4 2 =1 (2 1 2 4 2 3
AB + AC = . ) - _
AC [5 3] [4 4]+[5 3] [2 71] [27 32]+[16 2]
_ 4 7
43 34
500
049 | a) ConsideralamatriuD =|0 5 O0J.Escriu dues matrius d’ordre tres diferents
0 0 5

i multiplica cadascuna d'aquestes matrius per D.
b) Com actua D quan la multipliquem per una matriu A qualsevol?

a) 12 3)(5 00 510 15
21 0|10 5 Of=(10 5 0

-1 0 =110 0 5 -5 0 =5

2 =3 1) (5 00 10 =15 5

5 -4 2|10 5 0|=|25 =20 10

-1 0 3)10 0 5 -5 0 15

b) Actuaigual com si multipliquéssim la matriu pel nimero 5, ja que D = 51.

050 | Indica tots els productes de dues matrius diferents que podem efectuar
amb les matrius seglents:

a b a b a b c a
I i I TR S

Podem efectuar: AC, AD, BA, BC, BD, CB, DE, EA, EC, ED.

051 | Considera les matrius: : )
Bz[2 1] C=| 0 2

A=[(2) _21 (:] 2 2
- -2 0

a) Determina la dimensié de la matriu M perqué el producte AMC es pugui efectuar.
b) Determina la dimensié de N perque CN sigui una matriu quadrada.

a) La matriu M ha de tenir tantes files com columnes té A i tantes columnes
com files té C; per tant, sera de dimensié 3 x 3.

b) CCés3 x 2—C'és2 x 3;aixi doncs, Nsera 3 x 2.



SOLUCIONARI

052 | Considera A una matriu de dimensié 5 X 3, B una matriu de dimensié m X n
i C una matriu de dimensié 4 X 7. Si sabem que podem obtenir la matriu ABC,
quines son les dimensions de Bi de ABC?

Per poder obtenir el producte, B ha de tenir tantes files com columnes tingui A,
i tantes columnes com files tingui C. Es a dir, la dimensié de B és 3 x 4 i la dimensio
del producte ABCés 5 x 7.

053 | Donades dues matrius A i B de mida 2 x 2. Es certa la igualtat
(A4 B)(A — B) = A% — B?? Si és cert, prova-ho, i si és fals, busca’n
un contraexemple.

No és certa, perque el producte no és commutatiu.
12 0 -1
A= =
-6
(A+B)(A—B)=A> —AB+BA— B’ =
{7 A (4 s 3 2 36 5
6 7 2 0 m 7 6 7 25 21
Az_Bz:7 41 |2 —3:5 1
6 7 6 7 12 14

(A+ B)A—B)= A> — B?

0 0 —2 0 1 1
054 | Ambles matrius A=|1 4 —1|iB=|5 1 -=3],
2 0 0 00 2

calcula (A + B)?i A% + 2A - B + B2. Per qué no coincideixen els resultats?
Quina seria la férmula correcta per al quadrat d'una suma de matrius?

O 1 =110 1 =1 4 5 -6
(A+B? =|6 5 —4|-|6 5 —4|=[22 31 —34
2 0 212 0 2 4 2 2
-4 0 0 0 0 -8 5 1 =1 11 =9
A 4+2AB+B=| 2 16 —6|+]|40 10 —26|+|5 6 —4|=|47 32 —36
0 0 —4 0 4 4] oo 4 0 4 4
Com que el producte de matrius no és commutatiu, el calcul correcte és:
(A+BY =A +AB+BA+B’
Tornem a calcular el segon membre per comprovar-ho:

-4 0 0 00 —4
A+ AB+BA+B = 2 16 —6|+|20 5 —13|+
0 0 —4 0 2 2

34 1) (5 1 -1 4 5 —6
+—=5 4 —1|+|5 6 —4|=|2 31 —34
40 0o 00 4 4 2 2
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010
055 | ConsideralamatriuA=|0 O 1| Determina laregla del calcul de les poténcies
1 00
successives de A, és a dir, de A" per a qualsevol nombre natural n.
010 0O 1010 10 0 0 1
A=|0 0 1 A*=10 0 1[-|0 0 1|=|1 0 0
1700 1T 00)|1 00 010
00 1110 10 100
A =1 0 0[-[0 0 1|=[0 1 0|=1 At=TA=A
01 0/(1 00 0 01
Sidividim n entre 3 tenim que n = 3p + g, on g és el residu de dividir n entre 3
i és un nombre natural més petit que 3.
A sig=1
AT = AP = APAT = TAT = AT | AT =A% sig=2
I sig=0
1 0 1
056 | DonadalamatriuA=|0 1 0], troba A} A°iA"
0 0 1
10 1}(1r 0 1 (VO 2 10 2)(1 0 1) (10
A=|0 1 0[]0 1 0|=|0 1 0 A=|0 1 0[]0 1 0|=|0 1
00 10 0 1) |0 0 1 00 110 0 1 (0O
10 3)(1 0 1) (1 0 4 10 4)(1 0 1) (10
A*=10 1 0|0 1 O|=|0 1 O A=|0 1 0|0 1 0|=|0 1
00 1)l0 0 1) |0 0 1 00 110 0 1) |0 O
10 n
Engeneral:A"=|0 1 0
0 0 1
0 0 2
057 | Calcula A*®® siA=]0 2 0.
2 00
0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 00
A=2-0 1 0 A>=2-0 1 0|-2-]/0 1 0O|=2*:|]0 1 O
1 00 1 00 1 00 0 0 1
10 0 0 0 1 0 0 1
A =210 1 0/-2-/0 1 O|=2*]/0 1 0
0 0 1 100 1 00
En general: 10 0
+ Sinésunnombre parell, tenim que: A" =2"-10 1 0
0 0 1
0 0 1
« Sinésunnombre senar, tenim que: A” =2"-10 1 0
100

- o

— O WU



SOLUCIONARI

10
Aixi, tenim que: A" = 2200 .10 1
0 0

— O O

058 | Donada la matriu A = [(1) ?] troba A%%,

059 | Considera la matriu 1 x 3:
A=(1 2 a)
Calcula el valor de a si saps que AA"= 5.

A =V +22+a*=d"+5
M =5-a"+5=5-a=0

060 | Considera les matrius A = | ¥ ! iB=
1T x+1

i

a) Troba el valor, o els valors, de x de manera que B> = A.
b) Determina x perqué AB = I,.

_| X X 4+1
11 X+1 x+2
1 O]:[ X X+1

AB =1
2%[O 1 X+1 x4+2

] — No té solucié.

061 | Donadalamatriu2 x 2: A = [z _Z]

Calcula el valor de a si saps que AA" és una matriu diagonal.

AAf:[G —3],[a 2]:[02+9 2a—12]

2 4)|-3 4 2a —12 20
2
a+9 Za—WZZC O—>Za—12:0—>a:6
2a—12 20 0 d
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062 | Considera A = [X _1].
1 y

a) Calcula A%

b) Calcula tots els valors de x i y per als quals es verifica que A = [

X+1 =2
2 —1J

2 A2:x271 —X =y
x+y y =1
. X} —1=x+1
X" =1 —x—y Xx+1 =2
= =2
)[X+y yz]] [ 2 *1]% o
yP—1=-1-y=0

X+y:2y—:0>><:2
063 | Determina els valors de x i y que fan certa la igualtat seglent:
T =1 (x| x|.13
3 2y ly =1 |2
=1 X (1 ox) 3
32y v =2

1 1]_[X: X—y] -

329 ly) Bx+2y . xfy=3+2x}_>—x—y:3}_) =7

1T X (3 34 2x 3x+2y=3y -2 3X—y=-2
-6

064 | Considera les dues matrius, d'ordre 2 X 3, A = —121 iB= -1 x !
y 35 3 z x+z

en qué x, y i zdenoten valors numerics desconeguts.

a) Determina, de manera raonada, els valors de x, y i z € R de manera que A=B.
b) Es possible calcular AB? Raona la resposta.

2=x
) (=1 2 1) (=1 x 1 Y I
a = - Y -1y =3
y 35 3z x+z 3=2z S =3
X+z=5

b) No és possible, perque el nombre de columnes de A no coincideix
amb el nombre de files de B.
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065 | Considera les matrius:

A=* Yl 8= c=|Y| b=[0"¥
0 vy 1 ay 1—a
a) Considera x iy dues variables, i a un parametre. Troba el sistema
de dues equacions i dues incognites que resulta quan plantegem AB — C=D.

b) Estudia el sistema per als diferents valors de a.
c) Troba una solucié peraa=2.

3) AB—C:D%GX—FY— y :6—ay_> ax _[6—ay
y ay 1—a y(1—a) 1—a
ax =6 —ay
y(—a)=1—a
b) Escompatible indeterminat peraa = 1.
Es incompatible peraa = 0.
Per a la resta de valors de a és compatible determinat.

2Xx =6 —2y X=2
—
—y =1 y=1

066 | En cadascuna de les matrius segiients, determina mentalment quin és el nombre
més gran de files i de columnes linealment independents:

0 1 4 5
A=(1 2 3) B=]1 C=|2 5 7
3 36 9
1 3 4
2 0 2 0 6

D= E= _
[02] [—10—3] F=1000
2 6 8

A=(1 2 3)—1filailcolumna

0
B=|1|—=1filai 1 columna
3

— 2 columnes (1ai2a)i 2 files

(O )NV, NN
O N

o
Il
e
o N
N O

] — 2 columnesi 2 files
0
0

[ 2] — 1filai 1 columna
1 3 4

F=]0 0 0|—1columnailfila
2 6 8
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067 | Calcula el rang de les matrius seglents:

1 =2 140 01 =2
A=|-2 4 B=|—-1 3 2 C=|—-1 0 -3
3 6 2 20 2 3 0
2 10 1 2 3405
D=|—-1 0 1 E=[0 1 12 3
340 12 —1 3 4

10 0
140 100 1 7 0
B=|-13 2l ——>|-1 7 2|——> 12
220 77 | 26067635 2 -6 ~

01 =2 T 0 =2
23 0 3 2 0
1T 0 =2 T 0 =2
/__3:/:373/__‘ 0 —1 —BWO -1 =3 —>rang(C):2
0O 2 6 0O 0 O
210 1 20 1 20
34027714 307" o =5 0
1T 2 0
0 -1 1l—>rang (D) =3
F,=F,+5F, 0 0 —s 9
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
12 =1 3 4/ >0 0 =4 —1 —1

Com que aquesta matriu és escalonada, rang (£) = 3.

068 | Quin és el nombre més gran de columnes linealment independents

1 0 2
delamatriuA=]0 1 1)?
2 —1 3
1T 02 1T 00
2 =132 2 " 712 =10

Com que el rang per columnes és 2, només hi ha dues columnes linealment
independents.
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069 | Sisaps que el rang de la matriu seglient és 2, determina el valor de a.

1 0 1

A= 7 2 -1

-1 —4 a
1T 0 1 1 0 0 1 0 O
-1 =4 a2 7 7 |=11 =4 a+11 3 7 =1 —4 a-5

Perqueé el rang sigui 2, com que aquesta matriu és escalonada per columnes,
l'element a — 5 ha de ser zero, per tant a = 5.

-3 1 6
070 | Troba el valor de k, si existeix, perqué elrang delamatriuA=| 5 k —10
sigui 1. 113 =2

La tercera columna és proporcional a la primera; per tant, el rang és, com a molt, 2.
Perqueé el rang sigui 1, la segona columna ha de ser proporcional a la primera,

s . ] 1/3
pero aixo és impossible perque: —3 = -

Aixi doncs, no hiha cap valor de k per al qual el rang sigui 1.

071 | Una matriu quadrada d’'ordre 3 té rang 2.
a) Quin és el rang de la matriu que en resulta quan traiem una fila?
b) Quin és el rang de la matriu que en resulta si eliminem una columna?
c) Que passaria en els casos anteriors si el rang de la matriu inicial fos 3?

a) Elrang de la matriu és 2 si n'eliminem una fila que depen linealment
de les altres, i és 1 si les dues files que queden sén proporcionals.

b) Elrang de la matriu és 2 si n'eliminem una columna que depen linealment
de les altres, i és 1 si les dues columnes que queden sén proporcionals.

c) Enaquest cas, el rang sempre és 2, perque les dues linies que queden
son sempre linealment independents.

072 | Calcula la matriu inversa de les matrius seglents:

10 0

A=(1) ?] B:[_; _?] C:[_g ?J p=|—2 4 o

- - 01 =2
1211 1 -2 1 1 -1 o0
E=lo 2 —1| F=lo 4 =3 =3 4 &
0 0 —2 1 -2 0 0o 1 —2
10 0 100 300
H=lo 2 o I=lo 1 0 J=o 3 o
00 —2 00 1 00 3




Matrius

N

2 1
—> A=
Al

1
0

0
1

:

—
F,=—F,

d

1
0

0
-1

1
0

10
0 1) A=H+2h

2
-1

1
0

|

=hH+5h

)5

0
1

01 0
02 0
=210 0 1

0
0 4
1

0

F,—2F, [

1 0
0 OF
=210 0 1) °?

0
4
1

1
2
0

010 2
-210 0

=2F,—F,

F2
A

0

0

-210 0

0

26 +F,

010 2

0 4
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0

4 =3|0 1
-2

0

0/0 O

2
0 4

—_—

-3

21

7

49
=21

70

21

0 70 0
0 0 —20

A

10F,+3F,
10F, +3F,

h

Rth
F,—3F

ﬁ_
FZ

0

1

0

1
h=3h

0
0
1

10
1

0 3 010
0 0 3|0 O

|

0

0 0 1

5
h

1

3

3

F=
F=
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2

073 | a) Considerala matriu: A = [4 z] .Té inversa?

b) Calculalainversa de la matriu: B = [; i]

a) No téinversa, perque el seu rang és 1, ja que la segona fila és igual a la primera
multiplicada per 2.

b) 12|10 1 21 1 0 1T 0=21
34|10 1) A=K=3R 10 =2|-3 1Jh=A+FL |0 =2|-3 1
1 01-2 1 -2 1
- 1A= _
/:zzi 0 1 i —] i 7]
-2 2 2 2 2
074 | Considera aquesta matriu 2 X 2:
A= 2 0
0 5
CalculaA'iA™".
1
A[{Z O] A2
0 5 0 1
5
075 | Considera les matrius:
—1 0
12 3 I
A= B=| 2 2 C—[ ]
[2 1 1] 1 T 0
Troba:
a) C+AB b) C'+(AB)™! o (C+AB)!
o (123 |7 Y o o1 (10
- 2 2= B =
J [1 o]+[2 : 1] ] [1 O]Jr[q 1] [o 1]
1 0 1 =1 10
by " = —_—
RN R e L
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076 | Considera la matriu:

2 1
A:
.
Calcula A%i (A9~
, (73
3 4
L 7 3]1 0 ’3 0
(A%) —_— 19 3
3410 1) p_f 37 0 2|=-2 1
2 2 1 7 7
% _2
21; 19 19
A=fi-5h |0 2|2
7 7
4
T W e
—_— 0\-1 =
R P O TN Ao I B
2 7]—2 19 19 19 19

077 | Donades les matrius A = [_1 2

: 0] iB= [_(1) _i], calcula(A=)""iB7'B.
Per que obtenim aquest resultat?

Per la definicié de matriu inversa: (A~))'A™" = L. Si multipliquem a la dreta per A
els dos membres, obtenim: (A™")™' = A

Per la definicié de matriu inversa: 8~ 'B = 1.
078 | Considera les matrius

S ERIE MY

a) Comprovaque(A-B)'=B"".-A"".

b) Calcula (B%)™', de la manera més rapida possible.
—1
5 e 29 2 0
-1 2 174 1/2
g1 =2 (1 )12 0
o 1) s )

/4 1/2
et e [T =2) (1 =2} _[1 -4
b) (82)' = (BB)" = BB _[O 1] [O 1]_[0 1]
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079 | Donada la matriu A = [; i] calcula (A'A7")2 A.

(AA TV A= AATAATA= AATA
1 %721]

1 2[1 0 1 2] 10
—_— O . | —
3 40 1) FR=F-3 0 —2|=3 1) f=f+f |0 —2|=3 1

1ol=2 1) 2
1. 10 132 <12 32 —1/2
2 2 2

o =1 3] (=2 V)1 3| (52 —12) (1 3)_(32 2
T2 4) 32 =12) 12 4) |2 0 2 4/ 12 6

080 | Considera les matrius:

o I M

a) Troba el producte de A per B.
b) Calcula la matriu inversa del producte de A per B.

¢) Troba el producte de la inversa de B per la inversa de A. Quina relacié
hi ha entre aquesta matriu i la de I'apartat anterior? Justifica la resposta.

—_—
R=R+h

—>(AB>4:[‘T q

9 A4%[12‘1 ﬂ

2 3|10 1

B ——
F=R+2h & —1

Sén matrius iguals, ja que es verifica:
B'TAT-(AB)=B'AT'AB=BTIB=B"B=1—B"A"=(AB)"'
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081 | Considera les matrius: A:[ ; 1] B:[1 _2]

Calcula A7'(B — AY).

1
0 —| (=1 0)_|-—— -2
om0
1 1 0 4
082 | Considera les matrius: A=l 7] g=|" !
2 0 1 2

Calcula ((A'B — 21,)%)~" (I, és la matriu unitat d'ordre 2 i A’ és la transposada de A).

[ o AL R e
w-2-( 3 - 313 )
[ 56

(A'B — 21,)*)"" — No existeix, perqué el seurang és 1.

N

083 | Considera la matriu: A = [ 1 ;] .Calcula AA* — 547", en qué A"i A~ s6n les matrius

transposada i inversa de A, respectivament.

Y O A B e | N R

-1 3] 12 3 510
1211 0 12110 5 013 =2
- 0 5|1 1] A=5%A-2"10 5|1 1

—
1 310 1] L=E+h

[1 0‘3/5 2/5] . [3/5 2/5]
- A =

1/5 1/5 1/5 1/5

s[5 S| s 35 s _(2 7
5 s |49

73
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084 | Considerala matriu 2 x 2:

=k

Calcula el valor de a si saps que no existeix la matriu inversa de A.

Si no existeix la inversa, el rang de A és 1; per tant, les dues files sén proporcionals
i resulta que:

—:£—>a:2
2 4

1T 0
085 | Considerales matrius A=|2 k|iB = .
0 1 1 1 2

k0—1]

a) Estudia, en funcio dels valors reals de k, si la matriu BA té inversa.
b) Estudia el mateix per a la matriu AB.

10
a)BA:kO1-2k:k 1
11 2 0 1 3 k+2

No té inversa quan les files son proporcionals.

K:L—mz+2k:3%k2+2k—3:0—>{k:_3
3 k+2 k=1
Per a un valor de k diferent d'1 i —3, la matriu té inversa.
10 kK 0 1
b) AB=|2 k [ﬁ ? ;]: %k k242
01 112
k 0 1 |100 7%7501075
_
31k ﬁ 2+22k 8 g ? F=F (10 |2k—1 —1 0|0 1 —1-k
For b 1 1 210 0 1
2
0 0 0|1 =L LS
N 2 2
F_p_ B |2k=1 =1 0|0 1 —1-k
2 1 1 2|0 0 1

Com que el rang de la matriu és 2, la matriu AB mai no té inversa.

086 | Donada la matriu B = [1 0], calcula el valor de b perqué B? = I,.

b

L ftoy 1o (1 o - 10 (1o .,
g _[1 b] [w b]_[H-b bZ] s _Izﬁ[wb bZJ_[o 1]%b_ 1
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. . 1
087 | Calcula els valors de a per als quals la inversa de la matriu A = —[ a4 4]
o 5{—4 a
coincideix amb la seva transposada.

A:i~ a 4 A‘:i- a —4
5 |—4 a 5 |4 a

2
SiA’*:A‘ﬁl[a 4].i[a —4]:[1 0]_>ia +16 0 )
514 a) 0 1) " 250 0 a’+16

a=3

2
:[] O]AM—1—>GZ+16—ZSAGZ—9A{ 3
a=—

088 | Considerala matriu A = 2 x 1.
0 x+2

a) Troba els valors de x per als quals es verifica A = 2A.

b) Perax = —1,trobaA~". Comprova’n el resultat calculant AA~".
2
a) A2:4 X+ 4x 2A:4 2X
0 x*+4x+4 0 2x+ 4
A2:2A%4 X2+4X :4 2Xx
0 x’+4x+4] (0 2x+4

x? 4 4x = 2x
%

—x*+2x=0
X+ 4x +4=2x+ 4

, x=0
X +2x=0-
X =2
o a—(?
0 1
1
2 —1]1 0 2 0[1 1 I
0 10 1 A=RFR |0 1]0 1) R 2 2
> 010 1
a1
AT=12 2
0 1
0

ol

089 | Es possible que una matriu de mida 3 X 2 coincideixi amb la seva transposada?
| amb la seva inversa?

No pot coincidir amb la seva transposada, ja que no tenen el mateix nombre
de files i columnes. | no pot coincidir amb la seva inversa, perqué no té inversa:
només tenen inversa les matrius quadrades.
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090 | Donades les matrius:
(2 1 (1 «x (0o —
Sl IS M IS B
a) Troba el valor o els valors de x de manera que B> = A.

b) Igualment perqué B+ C=A".
c) Determina x perqué A+ B + C = 3I,.

a) BZ:Xer] X
X x?
2
A:BZA2 o X +1 X1 x=1
11 X x°

B+C=A"> Toox=I ]7]—>x:0
x—1 2 —1 2
0 A+B+C:[3 ;]

30
3L =
=6 5

3 X 30

A+B+C_312—>[X 3]_[0 3]—))(_0

091 | Considera les matrius:

A= Xy B— -1 0
-y X 1 2
a) Calcula, si existeix, la matriu inversa de B.
b) SiIAB=BA i A+ A'=3I,, calculaxiy.

-1 0]1 0 1T 0]1 0 ro
_
1210 1) Ah=R+AR"[ 0 2|1 1) A=-A"]0 1
)
ey
-1 0
B'=|1 1
2 2
o (1o
Bg_[o]]



092

093

094

SOLUCIONARI

b) AB:7X+y 2y
X4y 2x

BA:[’X’V ’y]
X—=2y y+2x

AB:BA—>[_X+V Zy]:[‘x_y — ]—>y:0

X+y 2x X—=2y y+2x
A_’_Arzxy_'_x—y:zxo
-y X y X 0 2x
30
3, =
=13
2x 0 30 3
A+ A =3 = ==
* 12%[0 2x] [o 3]_” 2

Suposa que A és una matriu 2 X 3B és una matriu 3 X 2.Té sentit escriure
(AB)'=B"T'AT"?

No té sentit, ja que, tot i que AB és una matriu quadrada 2 x 2 i si que pot tenir
inversa, les matrius A i B no son quadrades i no poden tenir inversa.

Considera les matrius A = [_1 2] iB= [ 2 g].CaIcuIa una matriu X

0 1 —1
que compleixi les igualtats segiients.
a) A+ X=8 Q) 2A+X=8B e) A+ X=2B g A—X=-B
b) A—X=B d) 2A—X=8B f) A—X=2B h) —A—X=8B
3 =2 5 =2
X=B—-A= X=28—A=
a) B [_] 2] e) B [_2 5]
b)x:A—B:[‘3 2] f) X=A—28=|" 2]
1T =2 2 =5

d x=24-g=|"% 4 W X=—A—B=|" ~2
[ 1 —4
0 1 -1 -1 2 1
Donades les matrius A = |2 0 1MMiB=| 0 1 0}
3 -1 0 -1 2
resol les equacions matricials segiients:
1
a) —2A—X=8B d) 2A+2X=8B g) ?A—X:B
b) A+2X=8 e) A+2X=2B
1 1
c A—2X=B f) A-I—?X:B h) ?A-FZX:B
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4 33
bl 28— A ’ 31
) X=-2A-B=|-4 —1 =2 e X= =1 1 —
-5 0 0 2 IR
2 2
-t 1 1
B—A ’ ? —1 22 4
by x=—"5"=1 — — fy X=28-A=| 4 2 =2
2 % 2 -8 3 0
-2 = 0
2
=1 ;== =3
22 22
g x=AZB_| ;1 1 9 x=2_p=1 1 L
2 22 2 2
) =3 0 ) 0
2 2
—] 3 -1 3 3
2 2 - 2 4 4
_ 2 -1 1 =1
g x=0"2A_1 , 1 h X = == - —
2 2 2 2 2 4
;7 2 0 ;5 i 0
2 4 4

-3 2 4 1

1 s) 1 4 1415 1 4
2X+[—3 2] :[4 1]_>2x+ -9 —11]:[4 1]
I R B CA VR
4 9 -1

13-

13 =11 p) p)

2X = X —

- 13 12]_> 13

L 6
2

096 | Considera 6A + 2I = B una expressié matricial, en que B denota una matriu quadrada

d'ordre 2 x 2,tal que B = [2 1] i I és la matriu unitat d'ordre corresponent.

Es demana:

a) Quinadimensié té la matriu A?

b) Determinar els elements que integren la matriu A, és a dir, a; € Apxq.
c) Calcular A+ 2I.



SOLUCIONARI

a) Lamatriu Até dimensid 2 x 2.

56 [
_ 3 2170 2] |3 %
b) 6A+20=B—A=l=2_ _|3 6
6 1
) 2
2 1 8 1
13 6|, (20 |3 6
o ATA= ;1+[0 z]*ii
2 2 ) 2

097 | Troba una matriu X que verifiqui X — B> = A - B, on:

T2 1 10 —1
A=|1 3 1 B=|2 2 2
0 0 2 00 6

(Nota: A - Bdenota el producte de A per B.)

X—B =AB—>X=AB+B - X=(A+B)B

2 20
A+B=|3 5 3
0 0 8
22 0] {1 0 -1 6 4 2
X=|3 5 3|2 2 2|=|13 10 25
0 0 8|0 0 6 0 0 48

098 | Resol els sistemes matricials segiients:
10
2X+Y =
a) + [_1 1]

vy |1 3]
5 —4

2 4
X+Y =
b) X+Y=| ) 2]

3y — X = -2 8]
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099 | Calcula dues matrius quadrades A i B si saps que 2A + 3B =

30
NE

iqueA—B:[_1

100

2A—B=[

Justifica la resposta.

101 | Sisapsque2A —B = [

5
4

12 7
2 7

Determina les matrius A i B que verifiquen:

—4 1 7]

6 0 =3

a) Quines son les dimensions de Ai B?
b) Calculales matrius Ai B.

]ique3A+ZB=[

11
20

25 0).
10 35)

=



SOLUCIONARI

a) AiBsoén matrius de dimensié 3 x 2.

b) 2A78:[i 122 ;] 21 49 14 37 2
1 25 0 _>7A:[28 14 49]_”\:[4 2 7]
At 28=
A+ 2B [20 10 35]

A:[372]
oh_pg=|5 127 427 p 37 2} (5127
4 2 7

102 | Ailla la matriu X de l'equacié AX =Bicalcula-lasi A = [(1) _i]
ig=|' 23|
0o —1 1
Multipliquem per l'esquerra els dos membres de I'equacio per la inversa de A,
que existeix perque rang (A) = 2.

ATAX =AB—>X=ATB

WU 23 v 23 (10 5

S0 -1 0 —1 1 0 =1J0 =1 1) {0 1 —1
103 | Calcula la matriu A que fa que:

A
3 el I M A

104 | Troba la matriu A que verifica[ ? 3] A= [ZZ]

5 -3
4 - =
23) (9 a2 3] (9|13 13| (9 4_[3
15 28 —15) “leg) |0 2| (28 5
13 13
5 -3
=1 e
2 31 _ (13 13
—1 5/ |1 i
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105 | Considera les matrius:
(2 3 B — 1 3
A_[1 2] [2 6

Esbrina si existeix una matriu C que verifiqui BC = A, i, si existeix, troba-la.

Si té solucio, es verificaque: BC = A — C = B7'A

Aix0 no és possible, ja que Bté rang 1, per tant, no té inversa i no hi ha solucio.

106 | Troba de manera raonada la matriu X que verifica AX = 2B — C, en que:
A 2 1 B — 3 —4 c— -2 —7
5 0 -1 1 13 2

AX=2-C—o>X=A"28-0C)

O -
AT = >
2
5
8 —1
2B—C=
[715 o]
0 = 8 —1 30
X=A"028-C)= 5. S X =
. 3 —15 0 2 -1
5
107 | Considera les matrius:
A= 2 1 B— 4 20
3 —1 16 5
a) Ailla X en l'equacié matricial A2X = B.
b) Calcula X.
a A= (A")'B
4
b) AZ — 7 W _>(A2)4 — 25 25
3 4 =7
25 25
i
_ 4 20 0 3
A6 3 7 e 574 -
25 25
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108 | Considera les matrius:

a) Calcula A™'(2B + 3L).
b) Determina la matriu X perque XA=A + I,.

(0
A _[—1 —z]

2 0 30 50
vs =2 2 9L

. (0 =N (3 0)_(-2 -7
A (2B+312)_[—1 =) 2 7)o 14
b) XA=A+L—>X=(A+L)A"
0 -1 3 -

-1 __ —
A —[_] _2] A-i—]z—[_1 ]

-1 1

X:(A—O—Iz)A’*eX:[ ; *1].[7? 71]9X:[,1 j]

109 | Troba una matriu X que verifiqui la igualtat AX=B,en que A = [4 6],

B= [2 2]. La matriu X també verifica la igualtat XA = B?

4 -2
1 ;3
AX=B->X=AB Al = w 2
- 1
2
1 ;3
X=AB=X= 2 112 Y x=[* >
L N G -3
2
w4 5[4 66 —4|_;
3 =312 4 6 6
No verifica la segona igualtat.
110 | Considera les matrius:
3 X
A=@2 1 —=1) B=|-2 X=\y c=|-2
1 z

a) Calculales matrius M = ABiN = BA.
b) CalculaP~',si P= (N — I), on/representa la matriu identitat.

c) Resol el sistema PX = C.
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a M=@2 1 =1-|-2|=3
1
3 6 3 -3
N=|-2[-2 1 =)=|-4 -2 2
1 2 I
3 =3
5 3 -3 Sl
b) P=N—-I=|-4 -3 2|opP'=|-2 -2 1
2 1 =2 L 13
2 2
3 =3
EEEIENE
O PX=CoX=PCoXx=|-2 -2 1| |-2|=|-4
1o =31Lo 3
2 2
111 | Calcula la matriu X tal que AX= A + B, en que:
A= 2 1 B— 3 3
0 1 11
AX=A+Bo>X=ATA+DB)
I
ey S A+B:[f 3]
0 1
2 2 s 4 201
X=A"A+B)— X= 2 YRE X =
1 2 1 2
0 1
112 | Considera les matrius:
A= 2 1 B— 4 20 c= 5 2
16 5 3 1

3 -1
Determina la matriu X que verifica l'equacié AX = BC. Justifica la resposta

AX = BC — X = A7BC
1
E s[4 )5 2)_(80 28
-2 “lie 5713 1] T |95 37
5
11
e |5 5|0 28 (35 13
X=A BC%X*; -2 [95 37750 2
5 5
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SOLUCIONARI

113 | Considera les matrius:

2 -1 1 T
Az[_1 _0 1] B=| 2 o0
- -2 1
a) Calculala matriu C=BA — A'B".
b) Troba la matriu X que verifiqui ABX = [i]
-1 =1 0
a) BA=|—-4 =2 2
3 2 -1
-2 -1 —4 3
AB =|-1 0 [_1 é _?]— -2 2
1 1 0o 2 -1
-1 =1 0 1 -4 3 03 =3
C=|-4 —2 2|-|-1 =2 2|=|-3 0 0
32 - 0 2 —1 30 0
(2 . 2
b) ABX7[4]eXf(AB) [4]
-2
= 3 sue =3 ]
-3 2
-1 2
;2 1 p) é
X=| 3 14713
-1 2 6
0 2 2
114 | ConsideralamatriuA=|[2 0 2|.Calcula:
2 20
a) A2—2A—8I
b) Xtal que AX =1 (I ésla matriu identitat 3 X 3).
8 4 4 0 4 4 8 0 O
a) A>=1|4 8 4|,2A=1|4 0 4|, 81=|0 8 0
4 4 8 4 4 0 0 0 8
0 0 0
A2 —2A—-8[=|0 0 O
0 0 0

b) AX=1—X=A"

L‘AL‘—-L"
b‘—'A‘LL‘—\
#‘L#\A#\A
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Matrius

115 | Troba una matriu X que verifiqui AX + B = I, amb:

(o =1 (1 2
O S H
I és la matriu identitat.

AX+B=1—-X=A"1-8B)

Lo (on, . (0 -2
A‘[—10'1 =15 3

R N

116 | Determina la matriu X de dimensi6 2 X 2 de manera que:

A R

117 | Troba la matriu X que verifica l'equacié matricial:

-2 1 N, (-1 =2) ,_ (0 12
[ 10 —1]+[ 1 —3]'X_[12 1

15
10

(2 114} _ 3
11 1) | =13

|



SOLUCIONARI

PREPARA LA SELECTIVITAT

En una clinica dental col-loquen tres tipus de protesis, P;, P, i P;, en dos models
diferents, M, i M. El nombre de protesis que tenen fetes esta reflectit a la matriu A.
El preu, en euros, de cada protesi esta reflectit a la matriu B.

M, M,

Pr P P

Al 2 M, (150 160 240

A=R116 12 B=M1[210 190 220]
Al 9 14 2

a) Troba, si és possible, les matriusC=A-BiD=B-A.

b) Quina informacioé proporcionen els elements ¢;, de la matriu C
i 'element d,, de D?

¢) Quin element de C o D proporciona el valor total de totes les protesis
del tipus P,?

11 21 6.060 5.750 7.260

a C=A-B=[16 12 [;?8 128 5‘2‘8]: 4920 4840 6480
9 14 4290 4100 5240
1 21
D_g.a_[150 160 240) | o | (6370 8430
— 7210 190 220)7| 0 T (7330 9770

b) L'element ¢, expressa el preu del total de protesis de tipus P; si es venguessin
al preu de les protesis de tipus Ps.

L'element d,, expressa el preu del total de protesis del model M..

c) Elvalor total de totes les protesis de tipus P, I'expressa l'element ¢y,.

Els preus, en euros, de les entrades a un parc tematic per a adults (AD) i nens
i jubilats (NJ) en temporada alta (TA), temporada mitjana (TM)

i temporada baixa (TB) sén a la matriu P. El nombre de visitants, en milers,
d'aquest parc al llarg d'un any és a la matriu N.

™™ T (500 e
S e I
TB {125 100

a) Troba, si és possible, les matriusR, =P-NiR,=N-P.

b) A quants euros puja la recaptacié total corresponent als nens i jubilats?
I la que correspon a la temporada baixa?

c) Quin element de R, o de R, ens proporciona informacié sobre la recaptaci6 total
corresponent als adults?

d) A quants euros puja la recaptacio total?

87



88

Matrius

D R_p N_[25 20 14] 228 288 _[21.250 224400]
= PN = : -
20 15 9)7| 7 o] 116375 17400
500 600 24500 19000 12400

Ry =N-P =350 300 [5(5) ?2 ]g]: 14.750 11.500  7.600
125 100 5125 4000 2650

b) La recaptacio total corresponent als nens i jubilats puja 17.400 €. La recaptacié
total corresponent a la temporada baixa puja 2.650 €.

c) Aquesta informacié ve donada per l'element a;; de la matriu R;.

d) La recaptacio total puja 38.650 €, que es correspon amb la suma dels elements
de la diagonal principal de qualsevol de les dues matrius, R; 0 R..

3 | Considera les matrius A = [3 i] iB= [ g ?] Resol I'equacié matricial

AX + B'= B, on X és una matriu quadrada d'ordre 2.

A +B =B—>AX=B-B8 —-X=A"(B-8)

Calculem la matriu inversa de A:

3 2110 3 2] 1 0 12 0] 6 -3
— —_
2 4|0 1BE=% _2nl0o 8|-2 3JA=4-RK |0 8|-2 3
S L 11
: 2 4 S AT = 2 4
PRI 13 13
o |0 T — = -— =
57%5 4 8 4 8
11
X=AB-B)—>x=| 2 4| 2 °=|? 3=
3= )Tl
4 8
11
S A (o8 _[2 2
1 38 0T 2
4 8

1 00 1
4 | Troba una matriu A que verifiqui:{0 2 0|-A=|0
1 0 3 9

3 5
100 10 —1 111
02 0l-A=|0 0 ol+2:]2 3 0
10 3 9 3 -3 3 4 5

100 1 0o = 11

—>A=|0 2 0| -Jlo 0o o|+2-]2 3

103 o 3 =3 3 4

wun O —



SOLUCIONARI

Calculem la matriu inversa:

|

0
1
0

1
0
—1

0
2
0 0 3

0 0|1 0 0
020010

Iy

0 30 0 1] P7FA

1
1

1

—(A+ BC), en qué:

2

Determina la matriu X en l'equacié matricial A%X

5
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Sistemes d’equacions lineals

L’oncle Petros i la conjectura de Goldbach

En la nostra primera nit junts, mentre sopavem al menjador de la
universitat per coneixer-nos millor, i vaig dir amb naturalitat [al meu
company d’habitacio]:

—Com que ets un geni de les matematiques, Sammy, estic segur que
podras provar facilment que qualsevol nombre parell més gran que 2
és la suma de dos nombres primers.

Es va posar a riure.

—Si pogués demostrar aixd, company, no seria aqui sopant amb tu; ja
seria catedratic, potser fins i tot tindria la medalla Fields, el Nobel de
les matematiques.

Abans que acabés de parlar, en un instant de revelacio, vaig endevinar
horrible veritat. En Sammy ho va confirmar amb el que va dir tot se-
guit:
—Lafirmaci6 que acabes de fer és la conjectura de Goldbach, un dels
problemes irresolts més dificils de tots els camps de les matemati-
ques!

Les meves reaccions van passar per les fases anomenades (si no recor-
do malament el que vaig aprendre en Psicologia elemental a la univer-
sitat) les quatre etapes del dol: negacio, ira, depressio i acceptacio.

De totes quatre, la primera va ser la que va durar menys.
—No... no és possible! [...]

—Que vols dir, que no és possible? —va preguntar—. Ho és! La conjectu-
ra de Goldbach, que aixi s'anomena la hipotesi, ja que no sha demos-
trat mai, és que tots els nombres parells son la suma de dos nombres
primers. Ho va afirmar per primera vegada un matematic anomenat
Goldbach en una carta que va escriure a Euler. Tot i que s’ha demos-
trat que és veritat fins i tot en nombres primers altissims, ninga n’ha
aconseguit formular una prova general. [...]
—Maleit! —vaig exclamar en grec—. Que Déu el condemni! Que es
podreixi a l'infern!
El meu nou company d’habitacio, totalment al-lucinat davant del fet
que una hipotesi de teoria de nombres pogués provocar un rampell de
passi6 mediterrania semblant, em va pregar que li expliqués que em
passava; perd jo no estava en condicions de donar explicacions.
CONSTANTINOS APOSTULU DOXIADIS



SOLUCIONARI

L’oncle Petros i la conjectura de Goldbach
Constantinos Apostulu Doxiadis

Petros Papachristos vivia en una casa als afores d’Atenes, retirat del mon, sense dona ni fills;

les seves Uniques ocupacions eren tenir cura del jardi i jugar a escacs. Havia estat un matematic
notable, tot i que en opinid dels seus dos germans petits, que mantenien amb el seu esforg
I'empresa heretada del pare, era el «fiasco de la familia». En canvi, un dels seus nebots,

el narrador de la historia que hi ha dins d'aquesta novel-la, I'admirava per 'antiga reputacié

que havia tingut. Quan va acabar el penultim curs del batxillerat, un dia li va preguntar si ell
també podria arribar a ser un bon matematic.

El noi accepta la prova que li proposa el seu oncle i que consisteix a resoldre al llarg de l'estiu,
sense consultar els llibres, el problema seglient: demostrar que tot enter parell més gran
que 2 ésigual a la suma de dos primers.

Després demplenar durant els mesos estivals centenars de quartilles que van acabar

a la paperera, el noi no va aconseguir demostrar aquella «senzilla» conjectura. Va admetre
que era incapag de fer-ho i va complir la seva promesa, es va matricular en la llicenciatura
d’Economiques, en una de les millors universitats nord-americanes. Al tercer any

li va tocar compartir habitacié amb Sammy Epstein, un noi famos entre els estudiants

del primer cicle perqué era un prodigi de les matematiques. Durant la seva primera trobada,
li demana que resolgui el problema que li havia proposat I'oncle Petros. Aquesta conversa
és la que recull el text seleccionat.

Quan descobreix la «bromay, el jove grec decideix venjar-se'n, i aquesta és la trama de la segona

part d'aquesta novella, en la qual es narra la lluita d'una persona per construir les matematiques:

els temptejos, els desanims, els exits i els fracassos.

Comprova que la conjectura de Goldbach es compleix per a tots els nombres parells
més petits que 20. Troba un nombre parell que sigui, alhora, suma d’'un nombre
primer amb 11 i d’un altre nombre primer amb 17; els dos nombres primers son més
petits que 30.

Resposta oberta. Per exemple:

4=242
6=3+3
8=3+5
10=3+47
12=5+7
14=3411
16="5+11
18=7+11

Resposta oberta. Per exemple:

11+29=40
17 +23=40
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Sistemes d’'equacions lineals

ABANS DE COMENCAR... RECORDA

001 | Resol aquests sistemes:

a x+ y=0 b x—2y=-
2x—2y=4 2x— y=0
a x+ y=0 =l B x =2y = —>><:i,y:g
2x =2y =4 y=-1 2x— y=0 3 3

002 | Escriu tres equacions equivalents a aquestes:
a) x—2=7 b) 2x=—3 c)§—4:6
a) Resposta oberta. Per exemple:
x—9=0 2x—4=14 2—x=-7
b) Resposta oberta. Per exemple:
4x+6=0 1T—6x=10 10x4+15=0

c) Resposta oberta. Per exemple:
X—8=12 16 —2x=—-24 3x =60

003 | Escriu dos sistemes equivalents a aquest.

a) —x+2y:0} b) x— y=0
2x+ y=5 2x —2y =3

a) Resposta oberta. Per exemple:

x—2y=0 x—2y=0
2x+ y=5 3x— y=5

b) Encara que el sistema és incompatible, podem considerar sistemes equivalents.
Hem obtingut els sistemes seglents multiplicant les equacions
per una constant:
—x+ y=0 x— y=0
2x—2y =3 4x —4y =6

ACTIVITATS

001 | Escriu una equacié amb tres incognites de coeficients 4, —1 i 1, respectivament,
iamb terme independent —2.

Calcula tres solucions d'aquesta equacié.

L'equacio és 4x — y + z= —2, i tres solucions son:
x=1,y=6iz=0

x=—=1,y=0iz=2

x=0,y=2iz=0



SOLUCIONARI

002 | Determina una solucié d’aquest sistema:

—X—y+z=0
—2x=0
y—z=0

Resposta oberta. Per exemple: x=0, y=2, z=2

003 | Classifica aquests sistemes segons el nombre de solucions que tenen:
a) —2x+y=2 b) —x+2y=14 0 3x+2y=1
2x —y =-2 2x —4y =1 2x— y=3
a) Téinfinites solucions. El sistema és compatible indeterminat.
b) No té solucié. El sistema és incompatible.
C = =
) 3x+2y=1 o x=T
2x— y =3 y=-1
Té solucié Unica. El sistema és compatible determinat.
004 | Converteix aquest sistema en un d'escalonat i troba'n la solucié:
xX+y—z=1
—y+2z=1
—x =5
X+y— z=1 X+y— z=1 X+y— z=1 X =-=5
—y+2z2=1—> —y+2z=1—> —y+2z=1->1y=13
—X =5 -y — z=6 z=7 z=17
005 | Resol aquests sistemes d’equacions lineals per mitja del métode de Gauss:
a) x+2y—2z=1 b) y— z=1
—X—y+ z=0 2x =2y + z=3
y—z=1 3x —2z=7
1 2 =211 12 =211 12 =21
a) |—1 1 110]—=(0 1 —=1{1]—=(0 1 —=1{1
0 T =111 o 1 =11 0 0 0]}0

y=14+X amb X eR

2 2z=1 X ]
X+ 2y — }
Z=X

2 =2 1|3 2 =2 1] 3 2 =2 1|3
by |2 =2 1[3|—>|0 1711—>O1711—>O T =11
3 0 =2|7 3 =217 0 -6 7|5 0 0 11
2X =2y +z=3 X=3
- y—z=1t—>y=2
z=1 z=1
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Sistemes d’'equacions lineals

006 | Resol mitjancant el métode de Gauss:
a) y4+z=-5 b) —x— y+ z+ t=4
2x —y =0 3x =2y — t=-2
X +z=—4 X+2y—2z— t=0
y+ z—4t=—-4
0 1 1]-5 T 0 1|4 T 0 1|-4 1T 0 1]-4
a2 =1 0] 0|—=|0 1 1|=5|->|0 1 T[=5|—|0 1 11=5
T 0 1|-4 2 =1 0| 0 0 -1 =2| 8 0 0 —1] 3
X +z=-4 X = —1
- y+z=-5—>yy=-2
—-z= 3 z=-3
T =1 1 1| 4 T2 =2 -1 0 T2 =2 -1 0
3 -2 0 —1|=2 0 1 1 —4|-4 o 1 1 —4|-4
b) -
T2 =2 -1 0 3 -2 0 —1|=2 0 -8 6 2|2
0 1 1 —4|—-4 -1 =1 1 11 4 0 1T =1 0] 4
12 =2 - 0 172 =2 - 0
_>O1W—4—4 o1 1 —4| -4
00 14 —30|-34 00 14 —30|-34
00 2 —4|-8 00 0 =2| 22
X+2y— 2z—- t=0 x=-=19
N y+ z-— 4t=—-4 y=-=22
14z — 30t =-34 z=-26
—2t=2 t=-11
007 | Discuteix aquests sistemes d’equacions lineals per mitja del metode de Gauss:
a) x+2y—-2z=1 b) —2x+ y— z=1
—X— y+ z=0 2x =2y —z=3
y— z=1 —y —2z=17
T2 =21 12 =211 T2 =21
a) -1 -1 110[—=(0 1 =1|1f—>(0 1 =111
o 1 =11 0 1 =11 00 0/0
Sistema compatible indeterminat
-2 1 =11 -2 1 =11 -2 1 =11
b) 2 =2 —=1{3|—=| 0 =1 =2|4|—>] 0 =1 =24
0 -1 =2|7 0 -1 =217 0 0 013

Sistema incompatible




SOLUCIONARI

008 | Discuteix mitjancant el métode de Gauss: ~ —X+y+ z—2t=-5
2x—y+ — t=0
X + z—3t=-2

—X+y—2z+ t=0

—1 1 1 =2|-5 1 0 1 =3|=-2
2 =1 0 —1] O —1 1 1 =2|-5
%
1 0 1 =3|-2 2 =1 0 —=1] 0
—1 1 =2 11 0 —1 1T =2 11 0
1 0 1 =3|-2 10 1 —=3|-2
0 1 2 =5|—7 01 2 —5|-7
- -
0o -1 =2 51 4 000 0|3
0 T =1 =2|=-2 0 0 3 -3|-5

Sistema incompatible

009 | Escriu mitjancant equacions aquest sistema i soluciona’l amb el metode de Gauss:

1 2 2| |x 1
-2 1T =1-ly|=|-2
0 —2 1 |z —1

X+2y—-2z= 1 T 2 =2] 1 T2 =2 1
22X+ y— z==-2t—|-2 T =1|-2|—=|0 5 =5| O
=2y + z= -1 0 -2 1| 0 -2 1|-1

12 =2] 1 X+2y—2z= 1 x=1

-0 5 =5| 0|—> 5y =5z= 0p—>qy=1

00 —=5|-5 -5z =-5 z=1

010 | Determina I'expressié matricial d'aquest sistema i soluciona’l com si fos
una equacié matricial:

—3x+ y+2z= 0
—X—=2y+ z=-2
X— y+ z= 1

3 12 X 0
A=|-1 =2 1|oXx=|y|>B=|-2
111 z 1

-1 -3 5

AX=B—>X=AB Al=11=05A"=—| 2 -5 1

M3 27
=1 =3 s (o) i X =1
X=—| 2 =5 |- |=2|=|1|={y =1
s 2 71 1] | 7 =1
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Sistemes d’'equacions lineals

011 | Discuteix els sistemes per mitja del teorema de Rouché-Frobenius i troba'n la solucié

2x =3y + z=-2
a) —x— y+2z=0
X—4y +3z=-2 —X

a) Treballem amb la matriu ampliada:

2 =3 1|=2|R+2Rh>Fk (2 =3
1 -1 2| o|lfz2E2hilg 5
1 —4 3|-=2 0 5 =5

Per tant, rang (A) = rang (A*) = 2 — Sistema compatible indeterminat:

—2+5X
X:f
X—4y +3z=-2
%
—5y+52:—2} y=2E3
Z=X\

b) Treballem amb la matriu ampliada:

1 3 2|1 2°r+B5H (1 3 =2
2 -3 1|o|LEE=2hBy0 3 -3
10 1|7 03 -3

Per tant, rang (A) = 2 i rang (A*) = 3 — Sistema incompatible

012 | Discuteix el sistema utilitzant el teorema de Rouché-Frobenius i troba’n la solucié.

2x+ y— z4+t=1

5

x+3y—2z=1
b) —2x —3y+ z=0
—z=7

-2

2

| RtE=A

2

ambXxeR

X—3y+ z—t=0

3x — 2y =1

y —2z =4

Treballem amb la matriu ampliada:

2 1T =1 111 F ) > F 21 =11
1T =3 1 =110|3/r-2>F_|0 7 =3 3
3 -2 0 01 07 -3 3
0O 1 -2 0|4 01 -20

0

Per tant, rang (A) = rang (A*) = 3 < 4 — Sistema compatible indeterminat: si

anomenemt =X\

—3—4X
X=—"
11
2 1 =1 1=x 1046t
10 7 =3 1=-3|->{7T 7
00 1 [-27-3\ | _ -27-3
T
t=X

amb X eR

1]-2

5{-2

0] O
1
2
10

1

1

0

=27



SOLUCIONARI

013 | Resol aquest sistema: 5x—y+2z=0
—2x+y—z=0
—Xx—y—2z=0

5 —1 2|2A+5H > FH |5 —1 2 5 —1 2
A=l—2 1 q|AEt5E2hB000 3 _q|22tB26B000 3
-1 =1 =1 0 -6 -3 0 0 -5

x =0
Pertant,rang(A) =3 >4y =0
z=0

014 | Escriu un sistema d’equacions lineals homogeni amb quatre equacions i que tingui:

a) Soluci6 unica. b) Infinites solucions.

a) Resposta oberta. Per exemple: b) Resposta oberta. Per exemple:
X+y+z+t=0 X+y+z+t=0
xX+y—z—-t=0 xX+y—z—-t=0
X+y—z =0 X+y =0

y+z+t=0 y+z4+t=0

015 | Planteja un sistema per al problema seglent:

«En Joan, en Pere i en Xavier volen aconseguir 26 € per comprar un regal. Han decidit
que en Joan n'hi ha de posar el doble que en Pere i que en Xavier n'hi ha de posar
les dues terceres parts del que hi posi en Joan. Quant ha de posar cadascun?».

Considerem X, y, z les quantitats que han de posar en Joan, en Pere i en Xavier,
respectivament.

=26

x—O—y—O—)Z(_z X+ y+ z=2
72y - x =2y =0
ZZ;X 2x —3z=0

016 | En una fabrica treballen 22 persones entre obrers, oficinistes i directius.
El doble del nombre d'oficinistes més el triple del nombre de directius
és igual al doble del nombre d’obrers.

Amb aquestes dades, és possible saber el nombre d'obrers que hi ha a la fabrica?

Considerem x, y, z els obrers, els oficinistes i els directius que treballen a la fabrica,
respectivament.

X+y+z=22 _)x—Q— y+ z=22
2y + 3z = 2x 2x —2y —3z=0
El nombre d'equacions és més petit que el nombre d'incognites, per la qual cosa

el sistema no pot ser compatible determinat. Amb aquestes dades, no podem
determinar el nombre d'obrers.
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Sistemes d’'equacions lineals

017 | El preu de I'estada diaria en un hotel és de 30 € per persona. Els nens paguen el 50 %
d'aquest preu, i els jubilats paguen el 70 % d’aquest preu.
Determina el nombre de nens i de jubilats que hi havia un dia a I'hotel si saps que:
hi havia 200 persones, el nombre de jubilats era igual al 25 % del nombre
de nens i que van recaptar 4.620 € per l'estada de tots.

Considerem ¥, y, z el nombre de persones que no sén ni nens ni jubilats, el nombre
de nens i el nombre de jubilats, respectivament.

X+y+2z=200 X+ y+ z=200
z=0,25y1— 0,25y — z=0

30x 4+ 15y + 21z = 4.620 30x + 15y + 21z = 4620
T 1 1| 200 1 1 T 200 11 1 200
0 025 -1 0f—|0 1T -4 0o|—|0 1 —4 0
30 15 21| 4620 0 —15 =9 1380 0 0 —69|—-1380
X+y+ z=200 x =100

y— 4z=0 -1y =280

—69z =—1380 z=20

Hi havia 80 nens, 20 jubilats i 100 persones que no eren ni nens ni jubilats.

018 | El pressupost per a mobles d'un institut és cinc vegades la suma del de llibres
més el del material d’oficina. El pressupost per a llibres és el triple del de material
d’oficina. La suma del pressupost per a mobles i material d'oficina és 7 vegades
el pressupost de llibres.

a) Amb aquestes dades, podem saber els diners destinats a cada compra?
b) Determina’n les quantitats si per a llibres hi ha 1.800 €.

a) Considerem x, y, z els pressupostos per a mobles, llibres i material d'oficina,
respectivament.

x =5+ 2) x—5y—52=0

y =3z - y—3z=0
X+z=7y x—=7y+ z=0
1 =5 =5 1T =5 =5 1T =5 =5
0 1 3| f=h=2hlg 1 3|2zhofly 1 _3
T =7 1 0 2 -6 0O 0 O

Per tant, rang (A) = 2 i és un sistema és compatible indeterminat, per la qual
cosa no podem saber quant han destinat a cada compra.

b) Siy =1800— z =600 x =5-2400 = 12.000
Per a mobles destinen 12.000 €, i per a material d'oficina, 600 €.

019 | Una persona va a la bodega i compra tres classes de vi, A, Bi C. En total, en compra
20 ampolles i gasta 100 €.
L'ampolladeAval3€,ladeB7€iladeC8<£.
Troba el nombre d’ampolles de cada classe que ha comprat si saps que, almenys,
n’ha comprat una de cada.



SOLUCIONARI

Anomenem x, y i z el nombre d'ampolles de cada classe. Les condicions
del problema son:

X+y+z =20

3x+7y+8z =100

X >1

Y 21

z >1

Resolem per Gauss: N
x =10+ —

[1 1 1‘ 20] 3 —F o h [1 1 1‘20]_) P TN

3 7 81100 0 4 5|40 4 4
zZ=X

Com que les variables han d'agafar valors enters positius, z ha de ser multiple de 4:
« z=4—>y=>5ix=11.50luci¢ valida.
« z=8— y=0.5Solucié no valida, i per a qualsevol valor més gran que 8,

la y agafaria valors negatius, i aleshores no compliria les hipotesis del problema;
per tant, I'tnica solucié possible ész=4,y =5ix=11.

020 | De tres nombres, A, Bi C, sabem que si al doble del segon li restem el primer,
el resultat és 3; que si al triple del segon li restem C — A, el resultat és 4,
i que si al quintuple de A + Bli restem el triple del tercer, el resultat és 6.

a) Demostra que no tenim prou dades per determinar els tres nombres.
b) SiC=3,determinaAiB.

a) Les condicions del problema sén:

B-A=3 “A+28 =3
B (C—A)=4—Ts  A438- C=4
S(A+B)—3C=6 SA+58-3C=6

Resolem per Gauss:

-1 2 03| Ai+thh=FH =1 2 0] 3

13 1 SF+E=R g 5 36 —F o F

55 =3|6 0 15 =321
-1 2 03
0 5 -1
00 —-01|0

Per tant, rang (A) = rang (A*) = 2 i es tracta d'un sistema indeterminat,
per la qual cosa no podem determinar els nombres.

b) SiC= 3, obtenim el sistema:
A=1
—A+28 = 3}

— B=2
58—-3=7 C—3



Sistemes d’'equacions lineals

021 | Resol mitjangant el métode de Gauss.

a) 2x+3y+ 5z=1 d) 3y+ z=3 9) 3x— y+ 2z=7
Ax+7y +13z=—1 3x + 4y =1 —X+2y+ 5z2=-2
2x+3y+ 7z=-3 —2X +2z=-8 3x+4y+19z2=38

b) x+2y+z=1 e) x—2y— z=-1 h) 2a—4b—c=-7
X+ y—z=1 X— y+2z=2 —3a+4+2b—3c=—-4
2x+3y+z=1 xX+2y+ z=3 —a—3b—8c=-12

Q) 5x+2y+3z=5 f) -p+3g— r=12
—Xx+3y—2z=12 3p +2r=7
X+ y+ z=2 5p—6g+4r=>5

2 3 5| 1 2 3 5] 1 2x+3y+5z=1 x =1
a) (4 7 13|=1|->|0 1 3|-3|-> y+3z=-3—>1y=3
2 3 7|-3 00 2|4 2z2=—4 z=-2
T2 11 T2 11 T2 1)
by (1 1 —=1}1|—>|0 =1 =2 0|—>|0 —1 =2 O
2 3 11 0 -1 =1 -1 0 O 11 =1
X+2y+ z=1 X ==2
- —y—=2z2=0 [ =1y =
z=-1 z=—]
5 2 315 11 11 2 1 1 1 2
Q |—-1 3 =2|12|—>|-1 3 =2|12|—>|0 4 —1| 14
11 1 2 52 3|5 0 -3 -2|-5
11 1 2 X+ y+ z=2 x =1
-0 4 =1]14|-> 4y — z=14r >y =3
0 0 —11]22 —1z=22 z=-2
0 3 1] 3 3 4 0N 3.4 0] 11 3 4 0 N
d| 3 4 0 1Mf{—>] 0 3 1 3|—>|0 3 1| 3]—>|0 3 1 3
-2 0 2|-8 -2 0 2|-8 0 8 6|2 0 0 10|-30
3x + 4y =11 x=1
- 3y+ z= =iy =2
10z =-30 z 3
1T =2 =11 -1 1T =2 =1 1 1T -2 =1
e |1 =1 2| 2[—>|0 1 3| 3|—>|0 1 31 3
T2 13 0 4 2 4 0 0 —-10|-8
x=1
x—=2y — z=-1 _3
- y+ 3z=3 > Y 5
—10z=-8 4
z=—
5

100



SOLUCIONARI

—1 3 =112 -1 3 =1]12 -1 3 —=1]12
fy] 3 0 2|7|->] 0 9 —1|43|>| 0 9 —-1|43
5 -6 4|5 0 9 —1]65 00 0|22
Sistema incompatible
3 =1 2| 7 -1 2 5]|=2 -1 2 5|=2
g (-1 2 5|=2->|3 =1 2| 7|>| 0 5 17| 1
3 4 19| 8 3 4 19| 8 0 10 34, 2
~12-9x
-1 2 5]=2 T s
S0 o5 7| X+§Y+1§Z:1_2 S 1S e
00 0| o0 y+l/z= = amb A €
zZ=X
2 -4 =1 =7 1 3 8112 1 3 8| 12
h (-3 2 3| —4|—>|-3 2 —=3|—-4|—-10 1 21 32
-1 -3 =8|-12 2 =4 =117 0 =10 =17 =31
123
13 8| 12) x+ 3y+ 8z=12 =
(0 11 21| 32|—> My 4+21z=32 { 5y =——
0 0 23|-21 237 =21 23
__2
23
022 | Discuteix els sistemes d’equacions seglients.
a) 6x—3y=9 e 2x— y+ 3z=4 i) 3a4+ b— c=2
—4x 4+ 2y =—6 —Xx+ 3y+ 4z=6 —2a+ 3b+2c=5
—2x+ 1y +19z2 =128 1 + 4c =19
b) —x —3y =2 f) —4p+2q=-8 ) 3a+2b—c)=9—c
2x + y=-—1 6p —3g=>5 —a+5b-2)=b—-4
2(7b —c)=5—c
O x— y+2z=4 g) 3x —3y=3
2x =2y + z=6 2x =0
5x —5y +4z=16
d 3a+2b+2c=1 h) 2x4+ 3y — z=3

2a4+ b+ c=0

3x+4y+2z=5

3b 4+ 2c=—1 5x+7y+ z=1
3 6 —3 9_}6 -319

-4 2|6 0 0]0

-1 =3] 2 -1 =312
b)[z 1—1]%[0 —5‘3

] — Sistema compatible indeterminat

] — Sistema compatible determinat
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Sistemes d’'equacions lineals

1T =1 2|4 I 21 4 I 2| 4
2 =2 1]6|—>|0 0 =-3|-2[—>|0 0 —3|-=2
5 =5 41|16 0 0 —-6|-4 0 0 0] O
Sistema compatible indeterminat
32 2|1 32 2|1 3 2 21 1
2 1 11 0|—=|0 1 1] 2|—=]0 1 1 2
0 3 2[-1 0 3 2|1 00 —1|-7
Sistema compatible determinat
2 -1 3| 4 —1 3 416 -1 3 4] 6
—1 3 4| 6|—>| 2 =1 3| 4/—=| 0 5 11}]16
—2 11 19|28 —2 11 19|28 0 5 11|16
-1 3 4] 6
-1 0 5 11116
00 0|0

Sistema compatible indeterminat

-1

—4  2]-8) (-4 2|-8
_)

6 73‘ 5] [o 0‘77
3 =313 N 2 0]0 N 2
2 0]0 3 =313 0
2 3 —113 2 3 =1
3 4 2|5|—>|0 —1 7
5 7 111 0 -1 7
Sistema incompatible

31 =112 31
-2 3 2|1 5|—=10 N

0 N 4119 0 N

0
=3

2
4119
4119

Sistema compatible indeterminat

3a4+2b—-c=9
—a+ 4b =6

14b—-c=5
3 2 —=1|9
-1 4 016
0 14 -—-1|5

-1 4

- 3 2
0 14

-1 4

- 0 14
0 0

—1
—1

] — Sistema incompatible

‘ 2] — Sistema compatible determinat

—14

31
0N
0 0

—

4
14
14

0] 6
1127
—11 5

0
0

-

Ul O O

6
27| — Sistema incompatible
22



SOLUCIONARI

Troba totes les solucions del sistema d’equacions lineals segiient:

023
X+ y+z=-1

2x— y+2z=0
—2x+7y+z=—-4

1 1] -1 1 1 1] =1

1 1T 1] -1 1
2 =11 0|->|0 =3 —=1| 2|—>|0 =3 —=1| 2
—2 7 1|—4 0 9 31—6 0 0 0] O
_ x=1+2X
%X“'B)H'Z:z_}% Y=\ amb X € R
A z=-2-3\
024 | Discuteix pel métode de Gauss el sistema:
X+2y+z=2
—x+3y4+2z=0
—Xx+ y+z=1
12 1|2 12 12 12 112
—1 3 1|0|—>|0 5 2|2|—>|0 5 2 |2|— Sistema compatible determinat
1T 1)1 0 3 2|3 00 419

Resol i classifica el sistema d’equacions:

025
x+y=14z
2x+z=2+y
y=12
X+y—z=1 1 T =11 1 T =11 1 T =11
2X—y+z=2y—>1|2 -1 12|—»|0 =3 3|0|—=>|0 =3 3]0
y—z=0 0 1 =10 0 1 —=1|0 0 0 0]jo0
X+ y 2—1} o=
ST i iy=Xx ambXeR
—3y+3z=0 PN
026 | Resol el sistema:
X+y+z=1
X—y+z=1
xX+y—z=1

Canvia'n només un signe i transforma'l, si és possible, en compatible indeterminat.
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Sistemes d’'equacions lineals

1 1 1 111
11—=10 =2 0]0|— Sistema compatible determinat
1

T 1 =1 0 0 =2]|0
X+ y+ z=1 x=1
=2y =0y —=>1y=0

—272=0 z=0

Resposta oberta. Per exemple:

X+y+z=1

X—y+z=1

X+y+z=1

1 1T 11 1 1T 11

T =1 1]1|—>|0 =2 0 |0|— Sistema compatible indeterminat
1 1T 111 0 0 010

027 | Considera les matrius A = 3,B=(x m), C = 1,D= ! L E = Y +2m+2 .
1 5 9 —2x—my +5

a) Si(A - B)(2C — D) = E, planteja un sistema de dues equacions i dues incognites
(representades per x, y) en funcié de m.

b) Per a quins valors de m el sistema té solucié? Quan és Unica? Resol el sistema
sim=4.

2 (AB)(ZC—D)—EA{[?](X m)]_[2[1]_[1]]_[—y+2m+2]

5 9 —2X—my +5
3x 3m|
X m

3X+3m=—-y+2m+2 _>3x+ y=—m-+2
X+m=-=2x—my+5 3X+my=-m+5

W_[-y+2m+2 N 3X+3m|_|—y+2m+2
1 —2X —my +5 X+m —2x—my + 5

b) Resolem per Gauss:

3 1 |—-m+2| F-AH-FA 3 1 -m -+ 2
_
3 m|—-m+5 0 —m+1 -3
Pertant,sim=1-—rang (A) = 1irang (A*) = 2,1 el sistema sera incompatible,

per tant per a valors m # 1 el sistema tindra solucio:

Sim=4 Xt y==20  [x=-1
3x+4y =1 y=1



SOLUCIONARI

028 | Escriu mitjangant equacions aquests sistemes.

. 1 4 -1
23 5[] _(3 2 3| (a)_| 4
) [1 2 —1] )z’_[—1] 2 I '[b] 2
6 7 5

a) 2x+3y+57=3 b a+4b=-1
X+2y— z=-1 20+3b=4
a+5b=2

—6a+7b=5

029 | Escriu en forma matricial aquests sistemes d’equacions lineals.

a) x+2y—3z=-2 0 x+y— z+t— v=-—1
—X— y+2z=3 2x —3z +6v=2_8
3y —5z=0
b) p+g+ r— s=3 d x4+ y— z=3
2p—q +25s=5 —X + z=-7
g+ 3r—5s=-—1 2x+ y+4z=5
3y —9z=-1
X
O d I ol I (I TS R Rt | 4 1
a |-1 =1 2|-|lyl=] 3 q - _]-z:[i]
o 3 | |2 0 2030 o 8
v
o =P (3 _11(1)_]1x_§
|2 -1 0 2/ |9=]>s d) Ayl=
0 13 = || |- B N FT I
s 0 3 -9 -1
2 21 1
030 | Considera [2 3 1| la matriu dels coeficients d’un sistema d'equacions lineals i | 1
2 51 1
la matriu dels seus termes independents.
a) Escriu les tres equacions que formen el sistema.
b) Troba totes les solucions del sistema.
2X+2y+z=1 2 2 1)1 2 2 111 2 2 11
a) 2x+3y+z=1 b) |2 3 1{1]—=[0 1 0|0|—=|0 1 010
2x+5y4+z=1 2 5 1)1 0 3 010 0 0 0]0
2x +2 I e
X y+z:0}% y=0 amb \ € R
Y o z=1-—2X\
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Sistemes d’'equacions lineals

031 | Escriu aquests sistemes en forma matricial i troba’n la solucié a partir de la matriu

inversa.
a) 4x— y=18 b) x —z=-7
3x+2y=28 2x+y—3z=-26
4y +2z2=0
4 —1] |x 18
a) . =
3 2 ly 8
AX=B—>X=A"B
2 1
A=11=0->A"=| 11 T
3 A
11 N
2 1
¥ = 11 11 18: 4%X—4
3 48] (2] Tly==2
11 1
1T 0 =1] |x -7
0 4 2] |z 0
AX=B->X=A8B
7z 2 1
3 3 6
W=6=0a=|-2 L 1
3 3 6
4 2 1
3 3 6
72 1
3 f? -7 1 X =1
4 21 0 8 z=28
3 3 6

032 | Considera el sistema:

2x —y =2
X—y+z=2
y—z=-1

expressa’l matricialment, AX = B, calcula la matriu inversa de A i troba'n la solucid.
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SOLUCIONARI

Definim: A=|1 —1 1 B=| 2

2 =1 0 (x 2
1 =1 l-yl=] 2
o 1 =1 |z] [

AX=B—>X=ATB

0 1 1
A=-1=0-5A"=|-1 2 2
-1 2 1
0 11 2 1 x =1
X=|-1 2 2 2|=|0|>iy=0
-1 2 1 —1 1 z=1
033 | Considera I'equacié matricial seglient:
3 =2 X —10
X
-2 1 [ ]+ yl=| 6
0 1| Vv z 3
Troba de manera raonada els valors de x, y, z.
3x—=2y) (x] (=10 4x =2y -10
=2x+y|+|y|l= 6| > |—2x+2y|= 6
y z 3 y+z 3
4x — 2y =-10 X ==2
—2Xx + 2y =6 =y =1
y+z=3 z=2

034 | Discuteix els sistemes d’equacions lineals utilitzant el teorema
de Rouché-Frobenius:

a) x+3y— 5z=-8 d) 3a+2b—6¢c+3d=7
3x+6y— 5z=0 a— b+2c— d=6
4x+9y —10z = -8 6a— b =3

b) 8x —6y +2z=—1 e) 2(x+y)—3y+5=0
3x+ y— z=10 3=x—-2(x+2y)
—Xx+3y—2z=5 3(x+y+2)+2=0

Q) 3a+2b—6c+3d=7 f) a+5b =7
a— b+2c— d=6 —2a+2b+3c= -2
7a+ b—6c+3d=32 —a+3b+2c=1

4b+ c=4
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Sistemes d’'equacions lineals

a)

d)

e)

1 3 =5
A=|3 6 =5 A* =
4 9 =10
Apliguem Gauss:
1 3 —5|=8|3k-FR—>FKH |1
3 6 —5| 0|2=b2FBig
4 9 —-10|-8 0

3 =5
6 -5
9 —-10

oW

w

-5
—10
—10

-8
24
—24

w w

-8

—8

Per tant, rang (A) = rang (A*) = 2 — sistema compatible indeterminat

8§ -6 2
A=l 3 1T =1
-1 3 =2

Apliqguem Gauss:

8§ —6 2|-1
3 T —=1]10
—1 3 =2 5

8 —6
Ac=| 3 1

-1 3
3h—-8HL—>FH |8 —6 2
Er8R2hl0 —26 14
0 18 —14

-2

0
1 3 =5 =8
—|0 3 —10| 24
0 0 0 0
211
—-1110
5
-1 8 —6 2| -
—82|—=|0 =26 14|-82
39 0O -8 0|-43

Per tant, rang (A) = rang (A*) = 3 — sistema compatible determinat

3 2 -6
A=|1 =1 2
7 1 -6
32 -6 3
[ 2 =1
7 1T -6 3

3 32
- A =1 -
3 71
7\ F-3koh (3 2 —6
6| =362 6000 5 12
32 0 11 -2

—6

2

—6

3
6
12

Ja es veu que la 3a fila no és multiple de la 23, per tant:

3| 7
1| 6
3|32
7
-1
—47

rang (A) = rang (A*) = 3 < nre. d'incdgnites — sistema compatible indeterminat

3 2 -6
A=|1 =1 2
6 -1 0

3 2 -6 3
T =1 2 =
6 =1 0 O

71 F-3RL—>FH

6| 2i-FhoF
3

3 2
A* L
6 -1
32 -6 3
05 =12 6
05 12 6

-6 317
2 =116
0 013
7

11| -

11

Per tant, rang (A) = 2 i rang (A*) = 3 — sistema incompatible

2x— y=-5
X+ 4y =-3
3x+3y =-8

-1
4

2
A=|1
3 3
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SOLUCIONARI

2x — y =-5
Ordenem el sistema: —x — 4y = 3
3x + 3y = -8

Apliguem Gauss:

2 —1|-=5| Ah+2H>FH (2 —1|-=5
1 4| 3|EEB2RG ol g

3 3|-8 0 =9 1
Per tant, rang (A) = rang (A*) = 2 = nre. d'incodgnites — sistema compatible
determinat
1T 50 1T 5 0| 7
;) A= -2 2 3 pra -2 2 3|2
-1 3 2 -1 3 2 1
0 4 1 0 4 1 4
22 3| | B2E2E o 3| EESE o 5|
- - h+h—oHR F+3h ok
-1 3 2] 1 0 8 2|38 0 0 0]O
0 4 1] 4 0 4 1| 4 0 0 0|0

Per tant, rang (A) = 2 = rang (A*) = 2 < nre. d'incognites — sistema compatible
indeterminat

Resol, aplicant el teorema de Rouché-Frobenius, aquests sistemes compatibles
indeterminats.

4x =2y =6 A x+2y+ z=6 e 2a— b =0
—6X+3y=—9} —3x+ y—2z=-3 Ma— b—3c=0
2x =3y + z=-3 a—2b+ c=0

X+2y+ z=6 } d x+y+z+t=4 f) 3p—3g+11r=0

—3x+ y—2z=-3 x—y+z =1 4p + 7r=0
y—z+t=1 5p+3q+ 3r=0

—6p—6g+ r=0
a) Plantegem el sistema de la manera segiient:

X+2y=6-2 g+ EpoEp X+2Yy=6—27
—3Xx+y=-3+4+2z 7y =15—-2z

D'on obtenim la solucié:

N y:]57>\ x= 27N ambaeR
7 7
3+ X
b -2 =6 | s ioeoem 4x—2y=6| ERERR
—6x +3y = —9 0=0 y*XZ
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Sistemes d’'equacions lineals

c) Apliquem Gauss:

12 1] 6l3F+REoR (1 2 1] 6
-3 1 —2|-3|Z=E2B00 7 1|15
2 -3 1]-3 07 1]15

X+2y=6—-2

que ens déna un sistema compatible indeterminat:
7y =15—-z

d'on obtenim la solucio:

7=\ y:15_>\ X:M ambXxeR
7 7
d) Apliquem Gauss:
1 1 1114 11 1114 1
(I TR B I et s 3N , R B OB [ | QS B RN
0 1 =101 01 =1 1|1 0
Que ens permet escriure el sistema equivalent segient:
X=2—=X\
X+y+z=4—t y:737>\
2y = 3—tt—> 32>\ ambXx € R
27 = 1+t 7=="
2
t=X\
e) Estraca d'un sistema homogeni. Apliquem Gauss:
2 =1 0| WA-2h->FKH (2 =1 O 2 =1
N -1 3|28 10 9 | LE3E2B0 9
T =2 1 0 3 =2 0 0
Que ens permet escriure el sistema equivalent segient:
A
x==
3
2X_y: 0 N y:& ambXxeR
—9y = -6z 3
=X
f) Estracta d'un sistema homogeni. Apliquem Gauss:
3 =3 1| 4-3h->HKL(3 =3 T 3 =3
2h—F - F
5F—3F = F 1=
4 0 7|2 277210 =12 23 4R >R |0 =12
2F+F - F i lE B IN
5 3 37/ |0 -4 4% 0 0
-6 -6 1 0 —-12 23 0 0

Que ens permet escriure el sistema equivalent seglent:

p:Q
4
3p—3Q:—HI’ 723>\ ambXeR
—12g = 723r}% 9= 12
r=2x

|

o —

o o O

11
23
0
0

N O —

—_

— w N
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a) x+2y+ z=3
X+ y—3z=3
2x+3y+ z=3

b) x4+y+2z=3
2y +3z=2
3x+y+3z=7

¢ 5x+ 4y+2z=0
2x+ 3y+ z=0
16x+17y +7z2=0

4x — y+4z=1
d) a +c=0
b—c=1
a+3b+c=5

a) Apliquem Gauss:

1 2 113 Ai-R=hH
11 -3 3| b h
23 1|3

SOLUCIONARI

Discuteix i resol aquests sistemes d’equacions lineals:

e a + ¢c=0
b— c=1
a+3b—2c=5

flax—y + t=0
X+2y —z+ 4t = -1
3x —4y+z—-2t=1

9)2a— b+ c=7
3a+2b—2c=1

h) 2x— 4y+ z=7
—3x+4+ 6y —2z=4
Mx —22y + 6z =24

12 13 12 1| 3
01 4ol L=5E26510 1 4] 0
01 113 00 3|[-3

que ens déna el sistema equivalent seglent:

X+2y+z= 3 X =—4
y+4z= 0p—>y=4
3z=-3 z=-1
b) Apliqguem Gauss:
T 1 23 T 1 213
02 3|2[3E=L=2E500 2 3 2|; per tant, es tracta d'un sistema
31 317 0 2 3|2

indeterminat, que ens dona el sistema equivalent segient:

4\
X ==
2
x+y=3-2z 2 -3\
-y = ambXx e R
y =2-3 |
Z=\
o) Apliquem Gauss:
5 4 210|2R-5,>F |5 4 2] o0 g 5 4 )
2 3 0|0| 5 EDR |0 =7 <1 0| hrRonR |0 =7
4 =1 41 0 21 —12|-5 0 0 —15|—

per tant, rang (A) = rang (A*) = 3 i el sistema és compatible determinat.
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Un sistema equivalent és:

__2
Sx+4y+2z2= 0 21]
—7y—z= 0> y=——
—15z = =5 121
7=—
3
Apliqguem Gauss:
10 110 1 0 1 0
01 1| h=E=2hbilo 1 1] )
1 3 115 0 -3 0|-5
per tant, es tracta d'un sistema compatible determinat. Un sistema equivalent és:
2
a:—g
a+c= 0 5
b—c= 11— b:§
—3b = -5
2
c=—
3
Apliqguem Gauss:
10 110 1 0 1 0 1 0 1
01 =11 h=b=byle g | g 2EEE2Ai0
17 3 =215 0 -3 3|-5 00 O

per tant, rang (A) =2 i rang (A*) = 3, i es tracta d'un sistema incompatible.

Apliquem Gauss:

2 1 0 1]0)A-265K{2 =1 0 1| 0
12 -1 4| —|h=22hilg 5 2 7| 2f
3 -4 1 2|1 0 5 -2 7|=2

per tant, rang (A) = rang (A*) = 2 < nre. d'incognites = 4, i es tracta
d'un sistema compatible indeterminat. Un sistema equivalent és:

‘ -1+ XN—6p
5
2X —y =—t 24N —
y — M amb >\' B c R
5y =2-27+7 5
Z=X
=p
Es tracta d'un sistema indeterminat. Plantegem el sistema de la manera segtient:
15
a=—
7
2a—b=7—c| 3 -fpoEp 20—b=7-cC 7¢c—19
— T - -
3a42b =14 2c 7b=19—-"7c 7
c=X
ambX e R



SOLUCIONARI

h) Apliqguem Gauss:

2 —4 1| 7\3R+2kok (2 —4 1| 7
3 6 —2|4|BaEB2RIg o 1|20
N -2 6|2 0 0 —1]|29

per tant, rang (A) = rang (A*) = 2 < nre. d'incognites. Plantegem el sistema
de la manera seglent:

2X—4y+Z_7} X:18+2>\
_)

y=X ambXx e R
-z=29

z=-29

037 | Considera les equacions: 3x+2y—z=5 X+ y+z=3
Afegeix una equacié lineal de manera que el sistema que en resulti sigui:
i) Compatible determinat. Troba'n la solucié.
ii) Compatible indeterminat. Troba'n la solucid.
iii) Incompatible. Justifica-ho.

i) Resposta oberta. Per exemple:

3Xx4+2y—z=5 3Xx4+2y—z=5 3X+2y—z=5 X =2
X+ y+z=3=> x+ y+z=3;—>4x+ 3y =8 —>1y=0
X— y—z=]1 2X =4 2X = z=1

ii) Resposta oberta. Per exemple:
3Xx+2y—z=5 3x+2y—z=5 3X+2y—z=5

X+ y+z=3;>4x+ 3y =8t = 4x + 3y =8
4x + 3y =38 4x + 3y =38 0=0
X =—=14+3X
—>{y=4—4x amb X eR

Z=X\

iii) Resposta oberta. Per exemple:

3Xx+2y—2z=5 3X+2y—z=5
X+ y+z=3}—> x4+ y+ z=3}— Sistema incompatible
3x+2y—z=1 0=4

038 | Classifica i resol el sistema format per les tres equacions seglients:
X—3y+2z=0 —2Xx+y—z=0 xX—8y—z=0

Com que és un sistema homogeni:

1 =3 2| 2h+FH—>FH |1 =3 2 1 =5 =5
o 1 | AtE2E g 5 3| 2Zb2B g 5 3
1 =8 -1 0 5 3 0 0 6

Elrang (A) = 3, o0 sigui, és un sistema compatible determinat, i la solucié
éslatriviax=0,y=0,z=0.
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2 3

Calcula dos nombres reals x i y de manera que es verifiqui que A + xA + yI =0, en
que I és la matriu unitat d'ordre 2 i 0 és la matriu nul-la d'ordre 2.

b o)
i

039 | Considera la matriu A = [2 1].

A+ XA+ yI=0

21 21 10
C el o)
242x+y T+ x

2+ 2x 343x+y

24204y =0 5,5
1+ x=0 x =—1
=0 [0 =220

3 4y =3
343x4y=0] TV

040 | L'administrador de la comunitat de veins vol saber qué cobra a I'hora un electricista,

un lampista i un paleta. Sap que:

» Al 4t A, I'electricista hi va estar 1 hora i el paleta 2 hores, i van haver de pagar 78 €
de ma d'obra.

« Al 3r D, van pagar 85 € per les 2 hores que hi va ser el lampista i 'hora
que hi va ser el paleta.

« A casa meva hiva ser 1 hora el lampista, 1 hora l'electricista i 3 hores el paleta,
i ens van cobrar 133 €.

Quant cobra per hora cada professional?

Considerem x, y, z els preus per hora de feina de l'electricista, del lampista
i del paleta, respectivament.

X+2z=78 X+y+3z=133 X+y+3z=133
2y +2z2=2851— 2y +z2=85— 2y +2z=285
X+y+3z=133 X+2z=78 —y—2z=-55

X+y+3z=133 x =28
- 2y +z=85 >4y =30
y =30 z=125

L'electricista cobra 28 €, el lampista, 30 €, i el paleta, 25 €.

041 | Als astronautes de la nau Enterprise, se'ls preparen dosis amb o
dos tipus de complements. Cada gram del complement A
conté 2 unitats de riboflavina, 3 de ferro i 2 de carbohidrats.
Cada gram del complement B conté 2 unitats de riboflavina,
1 de ferro i 4 de carbohidrats. Quants grams de cada
complement sén necessaris per produir exactament
una dosi amb 12 unitats de riboflavina, 16 de ferro
i 14 de carbohidrats?
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Considerem x i y els grams de cada tipus de complement.

X =05

3Xx+ y=16;>3x+ y=16y— =1

2+2y=12] 2 +2y=12 {
2+ 4y =14 2y =2

Soén necessaris 5 grams del complement Ai 1 gram del complement B.

042 | Un grup de 20 persones, entre homes, dones i nens, es troba per anar d'excursié.
Si comptem els homes i les dones junts, resulta que n’hi ha el triple
que de nens. A més, si hi anés una dona més, el nombre de dones seria igual
al nombre d’homes.

a) Planteja un sistema per esbrinar quants homes, dones i nens van d’excursié.

b) Resol el problema.

a) Considerem x, y, z els homes, les dones i els nens que s'han trobat,
respectivament.

X+y+z=20
x+y=3z
y+1=x
b) x+y+ z=20 X+y+z=20 X+y=15
X+y—-3z2=0 = —4z=-20f—>4iz=5
X —y =1 x—y=1 x—y=1
x+y=15 x=28
z=5 1—=>iy="7
2y =14 z=5

043 | Una ovella, una cabra i un vedell valen,
junts, 870 €. Pel preu d'un vedell, podem
comprar 4 ovelles. A més, sabem que 5 ovelles
i una cabra valen 620 €. Calcula el preu
de cada animal i explica’n els resultats.

Considerem x, y, z els preus d'una ovella,
d'una cabra i d'un vedell, respectivament.

X+y+z=28/0 X+ y+2z=2870 X+ y+2z=2870
Z=4x = 4x —z=0 —5x+y =870
5x +y =620 5x +y =620 S5x 4y =620

El sistema és incompatible. Amb aquestes dades, no podem calcular
els preus dels animals.
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045

Tres treballadors, A, Bi G, a final d'un mes, presenten a I'empresa una plantilla

de seguiment, corresponent a les hores de feina, dietes de manutencié

i quilometres de desplagament que han fet cadascun d'ells.

Si saps que I'empresa paga el mateix a cada treballador: x euros per hora
treballada, y euros per cada dieta i z euros per quilometre de desplacament

Hores de feina Dietes Quilometres
A 40 10 150
60 15 250
C 30 6 100

i que aquest mes ha pagat un total de 924 € al treballador A, 1.390 € al Bi 646 €
al C, calculax, y, z.

40x + 10y + 1502 = 924
60X + 15y + 2507 = 1.390
30x 4+ 6y + 100z = 646

Resolem per Gauss:

40 10 150
60 15 250 |1
30 6 100

924

646

—3h+2RL >k

300| 3A+AREF

Que ens dodna el sistema associat seglent:

40x 4 10y + 150 = 924

50z =8

6y = 180

— 1y =30
z=0,16

40 10 150|924
0 0 50| 8| fthzhy
0 6 50|188
40
0
0

150 | 924
50| 8
01180

La Pilar compra 200 accions de I'empresa A, 150 de Bi 100 de C, i en paga 3.300 €,

mentre que en Joan es gasta 3.750 € per la compra de 50 accions de A,

120 de Bi 240 de C. Amb aquestes dades, és possible saber el preu de cada accié?
I si et diem que cada accié té un preu enter comprés entre 1€i12 €,
tots dos inclosos?

Considerem x, y, z els preus de les accions de les empreses A, Bi C,
respectivament.

200x + 150y + 100z = 3.300
50x + 120y + 240z = 3.750

200
50

150
120

100
240

3300
3750

—F+4RoF [

200

150

100

0 330 860

3300
11700
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Es tracta d'un sistema indeterminat:
16X —111
X=——
1"

200x + 150y = 3300 — 100z _ 708X phyeR
860y = 11700 — 860z 33

Z=X\

Amb aquestes dades, no és possible determinar els preus de les accions.

Siles accions tenen un preu enter, el valor de I'accié de l'empresa C només
pot ser de 9 €; aixi, les accions de I'empresa A valen 3 € i les de Bvalen 12 €.

En Max ven roba en una botiga. . L
A més d'un sou fix, cobra una comissié 4 4‘ -
d’1 € per cada camisa venuda; 1,50 € per cada ‘ y N

pantalé i 2 € per cada jaqueta. Ahir, com
que va vendre el doble de pantalons

de que jaquetes i 5 pantalons

més que camises, va guanyar 40,50 €.
Quantes peces va vendre?

;

Considerem x, y, z els preus d'una camisa,
uns pantalons i una jaqueta,
respectivament.

y=2z y— 2z= 0 y —2z= 0
y=x+5-> x— vy =-5;—> 25y 4 20z =455
X+15y+2z=405 10x + 15y + 20z = 405 10x +15y + 20z = 405
70z = 455 x=28
- 25y 4+ 20z = 455} —» jy =13

10x + 15y + 20z = 405 z=265

La solucié no té sentit, perqué no es poden vendre 6,5 jaquetes.

Tenim el triple de peres que de taronges. Si decidim donar 5 taronges a cada un dels
nois d'un grup, ens sobraran només 21 peres. Quantes taronges i peres tenim?
Quants nois hi ha al grup?

Considerem x el nombre de peres, y el de taronges i z el de nois que hi ha al grup.

X =3y X —3y =0 X — 3y =0
y =5z - y—52=0—> y—52=20
x=8z+2] X —8z=21 3y —8z=21

X — 3y =0 x =45

- y—52= 0—>4y=15

7z =21 z=3

Tenim 45 peres i 15 taronges. Al grup hi ha 3 nois.
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Una immobiliaria ha venut un total de 65 places de garatge en tres urbanitzacions
diferents. Els guanys obtinguts per la venda d'una plaga de garatge a la
urbanitzacié A sén de 2.000 €, 4.000 € per una a la urbanitzacié B i 6.000 € per una
a la urbanitzacié C. Sabem que ha venut un 50% més de places a la urbanitzacié A
que a la urbanitzacié C. Calcula el nombre de places de garatge venudes a cada
urbanitzacié si saps que el guany obtingut per les venudes a la urbanitzaci6 C

és igual a la suma dels beneficis obtinguts per les venudes a les urbanitzacions A i B.

Considerem ¥, y, z el nombre de places de garatge venudes a cada urbanitzacio,
respectivament.

X+y+z=065 X+ y+ z=65 X+ y+ z= 65
X =15z — 2x —-3z= 0= 2y +5z= 130
6.000z = 2.000x + 4.000y Xx+2y—-3z2= 0 y —4z=—65

X+ y+ z= 65 x =30
- 2y + 52=130y >4y =15
13z = 260 z=20

Han venut 30 places de garatge a la urbanitzacio A, 15alaBi20ala C.

La Monica i I'Eva parlen per telefon per comprovar si els sistemes que han resolt
els donen els mateixos resultats. Només hi ha un resultat diferent.

La Monica diu que les solucions del sistema sén x = A+8 Ly = 1\ +18 L, Z= N\,
7 7
mentre que I'Eva diu que sén x = p+10 Y= zZ= n=l8 . Després
11 11

d'assegurar-se que totes dues han escrit I'enunciat del problema de la mateixa
manera, comencen a pensar que potser es tracta de dues maneres de resoldre
el mateix sistema d'equacions. Decideix-ho tu.

A+8
X =
/ Ix=2z+8 /Xx—z=28
-0 - _ 0t
y:w 7y=11z+18} 7nyz:W8}
Z=X\
_ p+10
11
1x=y+10 1x =y =10
= -
y @718 11Z:7y—18}%7y—11z:18}

Si formem un sistema amb les tres equacions:

/x—z=28
7y =11z =18
1x —y =10

comprovem que les dues solucions sén correctes.
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SOLUCIONARI

L’encarregat d’'un magatzem d’electrodomeéstics vol saber quant pesen una nevera
i una rentadora. Com que no té bascula, demana algunes informacions a altres
treballadors:

« Sr. Castany: Una nevera i una rentadora juntes pesen 120 kg.

« Sr. Arcot: L'altre dia vaig portar amb la furgoneta 3 neveres i 4 rentadores.
La furgoneta buida pesa 1.250 kg, i amb la carrega pesava 1.550 kg.

« Sr. Pontons: Jo vaig portar 4 neveres i 5 rentadores, i tot junt pesava 480 kg.

Fes els calculs per determinar-ne els pesos. Que passa? Busca alguna explicacié
d’aquests resultats.

Considerem x el pes d'una nevera i y el pes d'una rentadora.

X+y=120 x+y=120
3x + 4y =1.550 — 12501 — 3x + 4y = 300
4x 4+ 5y = 480 4x 45y = 480

Intentem resoldre el problema per Gauss:

1 1]1120) 35-R oA (1 1]120 1 1]120
3 4(300]2=E2R00g 1| 60| 2=£2E5510 —1] 60
4 51480 0 -1 0 0 0| 60

Per tant, rang (A) = 2 i rang (A*) = 3, 0 sigui, el sistema és incompatible i les dades
recollides no poden ser correctes.

Planteja, sense resoldre’l, el sistema d’equacions que permeti trobar la solucié
del problema segiient:

«En un examen de Matematiques que constava de tres problemes,

un alumne va obtenir una qualificacio total de 7,2. La puntuacio del primer
problema va ser un 40% més que la del segon, i la del tercer va ser el doble
de la suma de les puntuacions del primer i el segon. Quina va ser la puntuacié
de cada problema?».

Considerem x, y, z el valor de les puntuacions de cadascun dels tres problemes.

x+y+z=72
x =14y
z=2Ax+y)

La Julia, la Clara i en Miquel reparteixen fulls de propaganda. La Clara sempre en
reparteix el 20% del total, en Miquel reparteix 100 fulls més la Julia i entre la Clara

i la Julia en reparteixen 850 fulls.

Planteja un sistema d'equacions que permeti saber quants fulls reparteix cadascun.
Si saps que I'empresa paga 1 centim per cada full repartit, calcula els diners que han
cobrat cada un dels tres.
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054

Considerem x, y, z el nombre de fulls de propaganda que reparteix cadascu.

y=02x+y+2 XxX—4y +z=0 XxX—4y +z=0
z=x+100 — X —z=-100f = 2x — 4y = —100
X+ y =850 X+ y =850 X+ y =850
X—4y+2z=0 x =550
— 2x — 4y =—100p = {y =300
6X = 3300 z =650

La Julia reparteix 550 fulls; per tant, ha cobrat 550 cent. = 5,50 €.
La Clara reparteix 300 fulls i cobra 300 cént. =3 €.
En Miquel reparteix 650 fulls, per aixd cobra 650 cént. = 6,50 €.

Una empresa ha invertit 73.000 € en la compra d'ordinadors portatils de tres classes,
A, BiC, els costos per unitat dels quals son de 2.400 €, 1.200 € i 1.000 €,
respectivament. Si saps que, en total, ha comprat 55 ordinadors i que la quantitat
invertida en els de tipus A ha estat la mateixa que la invertida en els de tipus B,
esbrina quants aparells ha comprat de cada classe.

Considerem x, y, z el nombre d'ordinadors de cada tipus que ha comprat.

2400x 4 1.200y + 1.000z = 73.000 12x + 6y + 52 = 365
X+ y+ z=>55 - x+ y+ z= 5

2400x =1.200y 2Xx—y = 0
12x + 6y + 52 = 365 12x + 6y + 52 = 365 x =10
- /x4 y = 0 =>7x + y = 0r—=yy=20
2X — y = 0 9x = 90 z=25

'empresa ha comprat 10 ordinadors de classe A, 20 de classe Bi 25 de classe C.

El caixer d'un banc només diposa de bitllets de 10,20 i 50 €. Hem tret 290 €

del banci el caixer ens ha donat exactament 8 bitllets. El nombre de bitllets de 10 €
que ens ha donat és el doble del de 20 €.

Planteja i resol el sistema d'equacions lineals associat a aquest problema per obtenir
el nombre de bitllets de cada tipus que ens ha donat el caixer.

Considerem x, y, z el nombre de bitllets de 10, 20 i 50 €, respectivament.

10x 4 20y 4 50z = 290 X+ 2y +52=29 X+ 2y +52=29
X+ y+ z=8 ;—>x+ y+ z= 8y —>4x+ 3y =1

X =2y X =2y =0 X —2y =0
X+2y+52=29 X =2
— 4x + 3y =1r—>qy=1
11x =22 z=5

El caixer ens ha donat 2 bitllets de 10 €, 1 bitllet de 20 € i 5 bitllets de 50 €.
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Una persona fa fotografies amb una camera digital. Sap que cada fotografia

de qualitat normal sempre ocupa 0,2 megabytes de memoria. Cada

fotografia de qualitat optima sempre ocupa una quantitat A de megabytes,

pero desconeix aquesta quantitat. Aquesta setmana ha portat a imprimir

24 fotografies, que li han ocupat un total de 9,2 megabytes de memoria.

a) Planteja un sistema d'equacions (en funcié de A) en que les incognites siguin
el nombre de fotos de cada classe que ha fet. Estudia la compatibilitat del sistema.

b) Hiha alguna quantitat de megabytes que és impossible que ocupi una foto
de qualitat Optima?

c) Lasetmana passada també va fer 24 copies, que li van ocupar 9,2 megabytes
de memoria en total. Es possible que el nombre de fotos de cada tipus fos
diferent al d'aquesta setmana?

a) 1T 1] 24| —F+5m5F |1 1 24
02 A]92 0 5A—-1]22
5A-1=0—-A=0.2

Per tant, siA = 0,2 el sistema és incompatible, i si A = 0,2 el sistema sera
incompatible determinat.

b) Pel context del problema, no pot ser una quantitat negativa, i perque hi hagi
solucié ha de ser diferent de 0,2.

c) Com que és un sistema compatible determinat, excepte pera A= 0,2, el
nombre de fotografies de cada tipus per a un valor de A és Unic, per aixo no
podria ser un altre nombre de fotos.

Un museu té tres sales
d’exposicions: A, Bi C.

Els preus de les entrades son,
respectivament, 2,4i7 €.

Un dia determinat, van entrar
a les tres sales un total

de 210 persones, i la recaptacio
conjunta va ser igual

a la setena part dels visitants
de la sala B. Determina

el nombre de visitants de cada
sala i justifica la resposta.

Considerem x, y, z el nombre de visitants de cada sala.

X+ y+ z:2y10 X + y+ ZIZ]O}

_)
2X+4y+7z:7 14x + 27y +49z2= 0

El sistema té dues equacions i tres incognites; per tant, no pot ser compatible
determinat. No tenim prou dades per poder determinar els visitants de cada sala.
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A primera hora del mati, volem que en un caixer automatic hi hagi 800 bitllets
(de 10,20 50 €), amb un valor total de 16.000 €. Si saps que per cada

3 bitllets de 50 € en calen 4 de 20 €, planteja un sistema d’equacions lineals
per esbrinar quants bitllets de cada quantitat hi ha d’haver i troba’n la solucié
mitjancant el métode de Gauss.

Considerem x, y, z el nombre de bitllets de 10, 20 i 50 €, respectivament.

X+ y+ z=2800 11 11 800 11 11800
10x + 20y + 50z =16000f = |1 2  5|1600{—={0 1 4800
4z =3y 0 3 —4 0 03 -4 O

11 1 800

-0 1 4 800

0 0 —16|—-2400

x+y+ z= 800 x =450
y+ 4z= 800y - {y =200
—16z = —2400 z =150

Hi ha 450 bitllets de 10 €, 200 bitllets de 20 € i 150 bitllets de 50 €.

Un tren transporta 70 viatgers i la recaptacié de I'import dels bitllets és de 999 €.
Calcula quants viatgers han pagat lI'import total del bitllet, que val 27 € ,

quants han pagat el 30% del bitllet i quants el 50%, si saps que el nombre

de viatgers que han pagat el 30% és el doble del nombre de viatgers que paguen
el bitllet sencer.

Considerem x, y, z el nombre de viatgers que n'han pagat l'import total, el 30%
del bitllet i el 50% del bitllet, respectivament.

X+y+2z=70 X+ y+ z= 70
27x40,3-27y +0,5-272 =999 — 90x + 27y + 45z = 3330
y = 2x 2X — y = 0

x+ y+z=70 X+ y+z=70 x =20

— 45x — 18y =180t — 45x — 18y =180 => 1y =40

2X — y = 0 9x =180 z=10

L'import total del bitllet I'han pagat 20 viatgers, 40 viatgers n'han pagat el 30%
i 10 viatgers n'han pagat el 50%.

Una companyia aéria de baix cost ofereix vols des de Girona fins a tres ciutats, A, Bi
C. Calcula el preu dels bitllets a cada ciutat amb la informacié segilient: si ven

10 bitllets per anar a la ciutat A, 15 per a la Bi cap per ala C, ingressa 925 €; si ven
12 bitllets per a A, 8 per a Bi cap per a C, ingressa 760 €; si ven 6 bitllets pera A,
5peraBi8peradC, ingressa 855 <.
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Anomenem x, y i z els preus dels bitllets a les ciutats A, Bi C, respectivament,
i plantegem el sistema:

2x + 3y =925

3X + 8y = 760
6x + 5y + 8z = 855

Podem resoldre les dues primeres de manera independent, i obtenim x =401y = 35.
Substituim a la tercera i obtenim: z = 55.

Un trajecte de 200 km s’ha de fer combinant taxi, ferrocarril i autobus. El cost
del taxi és de 5 €/km; el del ferrocarril, de 2 €/km, i el de I'autobus, de 3 €/km.
El recorregut ens ha costat 500 €, per haver fet el doble de quilometres

amb ferrocarril que amb taxi i autobus junts. Determina les distancies

que hem recorregut amb cada mitja de transport.

Anomenem x, y iz les distancies que hem recorregut en taxi, ferrocarril i autobus,
respectivament. Les condicions del problema ens donen el sistema segient:

x+ y+ z=200 x+ y+ z=200
5x + 2y + 3z = 500 — 5x 4+ 2y 4+ 3z =500
y=2x+2) —2x+4+ y—2z2=0

Apliquem Gauss:

11 1|20y s5+R—>F (1 1 1] 200 11 1] 200
5 2 3|s00|28rxE2hBlg 3 2| —s500| 2EE2 R 10 —3 2| 500
21 22| 0 0 3 0 400 0 0 —2[-100

que ensddnalasolucio:z=50km y=13333km x=1667km

Una persona va invertir 6.000 € comprant accions de dues empreses, A i B.

Al cap d'un any, el valor de les accions de I'empresa A ha pujat un 5% i, en canvi,
el valor de les accions de I'empresa B ha baixat un 10%. Tot i aix0, si vengués
ara les accions guanyaria 150 €. Determina quants diners va invertir en accions
de cada empresa.

Anomenem x i y els diners invertits en accions de les empreses A i B,
respectivament.

Les condicions del problema ens donen el sistema segient:

X + y = 6000
0,05x — 0,1y =150

Apliquem Gauss:

6000
150

1 1
[0,0S —0,1 0 33000

Fi+20F, > F, [1 1 ‘6000]

Donresulta:y=1.000€ x=5000€
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Sistemes d’'equacions lineals

PREPARA LA SELECTIVITAT

1 | Enuna fabrica d'articles esportius tenen 10 caixes de mides diferents, Grans, Mitjanes
i Petites, per envasar les samarretes d’atletisme que produeixen i amb capacitat per a
50, 30 i 25 samarretes, respectivament. Si una caixa gran fos mitjana, aleshores hi
hauria el mateix nombre de caixes grans i mitjanes. En total, envasen 390 samarretes.
Determina el nombre de caixes que hi ha de cada classe.

Considerem x, y, z el nombre de caixes per a samarretes grans, mitjanes i petites,
respectivament.

x+ y+ z=10 X+ y+ z=10 X+y+2z=10
50x 430y +252 =390 t —>10x+ 6y +52=78t = 5x+y =28
Xx—1=y+1 X—y =2 X —y =2

X+y+z=10 X=5

—>5x +y =28 —>iy=3

6x =30 z=2

Hi ha 5 caixes de samarretes grans, 3 de mitjanes i 2 de petites.

2 | Discuteix, en funcié del parametre g, la solucié del sistema d'equacions lineals
seguents. Troba'n la solucié quan sigui possible.

x+4y+ z=2
3Xx— y+2z=1
2x —5y+az=—a

1 4 1 1 4 1
A=|3 -1 2 A=|3 =1 2
2 =5 a 2 =5 a
Apliquem Gauss:
1T 4 1] 2|3k-R=>FRH |1 4 1 2
3 -1 2112826281013 1 5 | bbb,
2 =5 a|-a 013 2—al4+a
1 4 1 2
0 —13 1 5
0 0 a—1|1—-a
Per tant:

« Sia# 1 —rang(A) = rang(A*) = 3 — sistema compatible determinat. El sistema
equivalent és:

15

X=—

X+4y+z=2 13
By+z=5 - y:i
(a—Tz=—(a—-1) 13
z=-1
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SOLUCIONARI

« Sia=1-rang (A) = rang (A*) = 2 — Sistema compatible indeterminat.
El sistema equivalent és:

6 — 9N
X =
13
X+4y=2-2 5-X amb xeR
13y =5—-2 )/:T
Z=\

Considera el sistema d'equacions seglient:

X+ y+ z=5
2x+ 3y+ z=3
ax +10y +4z=2
a) Troba els valors de a per als quals el sistema no és compatible determinat.

b) Troba el valor de a per al qual x = 2. Determina també els valors de y i de z
en aquest cas.

a) Canviem l'ordre de les incognites i apliquem Gauss:

zZy X

1 1 1|5 -Ah+h-=>FH 11 1

1 3 213 —4h+ FBEoFK 0 2 1 5 —3h+ k>R

4 10 a|2 0 6 a—4|-18
11 1
0 2 1
00 a—-7

« Sia=7—rang (A) = 2irang (A*) = 3 — Sistema incompatible
« Sia#7 —rang (A) = rang (A*) = 3 — Sistema compatible determinat

b) Elsistema equivalenti la solucié son:

Z4+y+x=5 z b
2y +x=-=2 =1y Six=2—-> =—-2->a=1
(a7 =-12) | _ —12 a=7

a—7

ialeshores: 2y =—2—-2—>y=-2iz=5—-(-2)—2=5

Discuteix i resol el sistema segiient per a tots els valors del parametre a.
(Empra el metode de Gauss per a la resolucid).

4x + ay — 2z=-1
X+ y— az = —1
X+ y+Q2a+2z=6—a
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4 a -2 4 a -2 —1
A=|1 1 —a Af=11 1 —a —1
11 2a+2 1 1 2a+2|6—a

Apliguem Gauss:

4 q -2 —1 f—4F > F (4 a -2 —1
11 —a | 1 [ A2 2E00 a-4 402 3 | L=hehy
1 1 2a4+2|6—a 0 a—4 —-8a—10|4a—25

4 a -2 —1

0 a—4 4a-2 3

0 0 12a+8 | —4a+ 28
a) Sil2a+8=0—>a= _Tz — rang(A) = 2 irang (A*) = 3 — incompatible.

b) Sia= -2 — rang(A) = rang(A*), i el sistema sera compatible.
3
Un sistema equivalent és:

4x +ay —2z = —1 | da4®

(a—4)y+(4a—-2)z =3 — Z=——"——jamb aquest valor
(12a+8)z = —4a + 28 12a +8
passem a la segona equacio:
(0—dy+(da—2. AT 5 4 (4a-2)(4a+2)
(12a + 8) (a—4)12a+ 8)

per tant, tampoc és valid el valor a = 4. Aleshores:

b1) Sia=4,lamatriu és:

4 4 2|1 4 4 2|
0 0 14| 322262800 0 14| 3| ¢sadi
0 0 56|12 00 0| 0

a =4 —rang (A) = rang (A*) = 2 — sistema compatible indeterminat:

R

7
-S>y =X amb X e R
3

T4

Ax + 4y — 2z = —1
14z =13
z

) 2 ) . ) ) )
b2) IsiaeR — { 4}, el sistema és compatible determinat: el sistema

equivalent
3-a’
X =
4x +ay —2z = —1 3a+2
(a—4)y+4a—-2)z=3 - y:40_5
(12a+8) 4a+ 28 a0+
a = —4a
‘ _—4a+28 7-—a
12a +8 3a+2



SOLUCIONARI

5 | El sistema de quatre equacions amb quatre incognites:

5x+3y=1
5u+43v=2
3x+2y=—1
3u4+2v=3

es pot expressar en la foma AX = B, en qué A, Xi B sé6n matrius quadrades 2 X 2.
Troba aquesta expressid i resol matricialment el sistema.

5 3| {x ul_[ 12

3 2)ly v (-1 3
AX=B—>X=AB

Calculem A™" pel métode Gauss-Jordan:

5 3|1 0|3r-s5-/(5 3|1 0] 3p+FA-H
[3 z‘o 1] ;[o —w‘a —5] ’

5 0110 —15\ 6 CY5E (1 0] 2 -3 2 -3
—15) F- (o) > - . -
A —

| a partir d'aquf:

6 | Resol el sistema segiient:
X+y+z=-1
—3X+y—z=7
2Xx—3y+z=-12

Apliquem Gauss:

11 1| ) FE+Eose (101 1] = 11 1] =
3 1 1| 7| =B Bilo 4 2| 4|E=tE2B0l0 4 2| 4
2 -3 1|-12 05 1]10 0 0 6|20

que ens ddna el sistema equivalent i la solucié:

X+y+z=-1 83
4y +2z= 4 - y:;
6z = —
z 20 10
Z=——
3
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Sistemes d’'equacions lineals

7 | Tres entitats financeres, A, B i C, ofereixen, respectivament, per a diposits superiors
a2.000 €, un interés anual del 2%, 3% i k% (que no coneixem).

La Joana, en Manel i en Dani decideixen invertir els estalvis en aquestes entitats
durant un any. Sabem que si tots ho fessin a l'entitat A, obtindrien en total uns
beneficis de 164 €; pero si la Joana optés per A, en Manel per Ci en Dani per B,
obtindrien 192 €; finalment, si la Joana i en Manel es decidissin per Bien Dani
per C, obtindrien 218 €.

a) Escriu un sistema d'equacions que descrigui la situacio.

b) Sense resoldre el sistema, determina la quantitat total de diners invertida
entre les tres persones.

c) Troba, si existeix, un valor de k per al qual hi hagi infinites solucions. Resol
el sistema per a aquest valor de k, i déna'n tres solucions diferents.

a) Sianomenem x, yizels diners de la Joana, en Manel i en Dani, respectivament,
podem plantejar el sistema d'equacions:

0,02(x +y + 2) = 164 X+y+z=8200

0,02 + ——y + 0,032 = 192 | 5 2x + ky + 37 = 19200

0”7 3x + 3y + kz = 21.800

0,03 + 0,03y + ——7 = 218
100

b) Del sistema, la primera equacié ens déna directament aquesta quantitat:
8200 €.

c) Resolem per Gauss:

11 1] 8200) —2h+Fh ok (1 1 1 8.200
2 k 3|19200] =2EFE2 B g k-2 2800
33 k21800 0 0 k—3|-280

Tenim que:
« Sik=3 —rang (A) = 2irang (A*) = 3 — sistema incompatible

« Si k=2, obtenim la matriu:

11 1] 8200 11 18200
00 1] 2800 2EE2F010 0 12800
0 0 —1|-2800 00 0 0

per tant, rang (A) = rang (A*) = 2, i el sistema sera indeterminat, o sigui,
amb infinites solucions.

El sistema i la solucié general son:

X+ y+2z=28200 X =5400 — X
z=2800r >1{y =X\
z = 2800
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| algunes solucions sén les seglients (fixeu-vos que han de ser més grans

de 2.000):

SOLUCIONARI

2400 2.900 3400
3.000 2.500 2.000
2.800 2.800 2.800
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Vectors i coordenades en el pla

La caricia de lescorpi

Vam continuar, doncs, en aquell pis calamitos de Delicias, eixugant
inundacions domestiques, martellejant les canonades. Tots aquests
desordres em crispaven tant com a ella, pero I'energia que consumiem
per combatre’ls ens deslliurava de discutir altres problemes més im-
portants. A més d’amant i d’amic seu, em convertia en enguixador, en
lampista, fuster, electricista i no sé quantes coses més. [...] Vaig resol-
dre un problema d’unié de dues canonades en creu sense coneixer
lofici, basant-me en el que sé de geometria euclidiana i aplicant-hi el
teorema de Cavalieri. [...]

Depeniem 'un de laltre; ella de mi per reparar les destrosses i jo d’ella
per tenir una missié per acontentar-la, o, millor dit, per acontentar el
meu amor per ella i aixi, de tornada, estimar-me més. Ja se sap: un
hipoteca 'amor a si mateix perque la persona estimada estigui d’acord
a concedir-te’l. Anteposem la conviccio que laltra persona estigui de
gust amb nosaltres perque ella també es pugui sentir comoda. Quan
estimes no uneixes el cor: el divideixes. [...]

Tal com es baixa per Delicias, per entrar al nostre antic carrer cal tra-
vessar la placeta Luca de Tena, girar una cantonada a I'esquerra, i és
alli on un ensopega amb I'enorme respirador del suburba. Per ser
exactes, no és una cantonada, sind un xamfra (triedre en el qual dos
plans normalment perpendiculars son tallats per una interseccio). La
placa metal-lica que aireja les emanacions del metro esta composta de
cinc petites cel-les d’amplada per nou de llargada, d’'un metre quadrat
cadascuna (en total, quaranta-cinc metres quadrats). Es dificil evitar
aquest pas, perque més enlla hi ha un parterre amb arbres, tret que
fem marrada pel costat més llarg, primer a 'esquerra i després a la
dreta. El més habitual en aquests casos és abreujar travessant el respi-
rador per la diagonal. La Candela, en canvi, recorre els dos catets del
triangle rectangle en lloc de la hipotenusa (o diagonal del rectangle),
de manera que comet una imperdonable infracci6 pitagorica. Més que
repugnancia a l'aire que en surt, jo quasi crec que és per por que la
placa cedeixi sota el seu pes, o alguna cosa. Una mania com qualsevol
altra; les meves son pitjors.

IGNACIO GARCIA-VALINO [text adaptat]



SOLUCIONARI

La caricia de I'escorpi
Ignacio Garcia-Valino

El protagonista i narrador, un jove professor de Matematiques, viu amb Candela,
amb la qual manté una complicada relacié amorosa, que la novel-la retrata amb fluidesa
i sentit de I'numor.

Sobre la seva tasca com a professor, el protagonista escriu el seglent:

A hores d’ara sembla clar que als meus alumnes, excepte alguns casos no del tot diafans,

no els interessen les matematiques. En els meus temps aixd no passava, vull dir

que si una assignatura ens era pesada o avorrida, ens esforcavem a treure-la endavant

com fos. Molts d’aquests nois, no tots, m'escolten adormits darrere dels pupitres, segueixen
les meves traces a la pissarra com si veiessin mosques, no sé quina immensa llosa ha aixafat
els seus encefalogrames. Recordo la primera vegada que vaig parlar de Pitagores en una aula.
Vaig comencar ple d’il-lusio, perd quan vaig arribar als catets, hi va haver una esbarriada

tal que vaig perdre del tot el control de la classe.

Calcula els moduls dels vectors que defineixen la Candela i el seu xicot quan travessen
la placa metal-lica que aireja les emanacions del metro. Quina relacié hi ha entre
els moduls?

Prenem com a origen la cantonada per on comencen a travessar la placa metal-lica.

Amb el seu moviment, la Candela defineix els vectors (5, 0) i (0, 9). Per tant, els moduls
fan 14 metres. El xicot de la Candela defineix el vector (5, 9). Aquest vector té per modul:

52492 =106 =10,30 metres

Es més gran la distancia que recorre la Candela.
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Vectors i coordenades en el pla

ABANS DE COMENCAR... RECORDA

001 | Dibuixa els quadrants en qué queda Y
dividit el pla en funcié dels dos eixos
i digues quin signe tenen els nombres S oty
en cada un dels quadrants.
0 X
&y oty
002 | Representa en aquests eixos Y4
el punt D(—1, 3).
4..
De
2 4
Be
4 20l 5.6 | x
21 C
—4+ A

003 | Com sén aquests punts per parelles respecte dels eixos? Es a dir, com sén Ai B
respecte dels eixos? |Ai C...?
A'i B son simetrics respecte de la bisectriu del 1r-3r quadrant.
A1 Cson simetrics respecte de la bisectriu del 2n-4t quadrant.
A D sén simetrics respecte de l'origen.
B i Cson simétrics respecte de l'origen.
BiD soén simetrics respecte de la bisectriu del 2n-4t quadrant.
Ci D son simetrics respecte de la bisectriu del 1r-3r quadrant.

004 | Posa uns quants exemples de magnituds escalars i vectorials.

Sén magnituds escalars: la capacitat, el volum, la superficie. ..
Sén magnituds vectorials: el pes, I'acceleracio. ..

ACTIVITATS

001 | Raona l'equivaléncia o no
de la parella de vectors segiient:

A————> 5

No sén equivalents perque tenen direccié diferent.
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SOLUCIONARI

002 | Considera el paral-lelogram EFGH de la figura i digues si les afirmacions segiients
sén correctes o no.

GEF
H E
a) EF ~GF b) EF ~GH ) GF ~ HE

a) Falsa. Tenen direccions diferents.
b) Falsa. Tenen sentits oposats.
c) Certa.

003 | Efectua les sumes de vectors seglients:

m

a) @+V)+W >
b) T+ (V+ W) \

004 | Copiaels vectorsd, b iC,iefectua graficament les operacions segtients:

a) 3+2E a ______E_)
b) —C+3d —2b 5
0 b+(T +3)
a) Q c+a
b b+(CT +7)

Sy
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005 | Escriu el vector @ com a combinacié lineal dels vectors b i .
Expressa b en funcio ded iC,itambéc enfuncioded ib.

a

al]

006 | Donada la figura seglient, raona quina parella de vectors és linealment dependent
i escriu-ne l'expressio analitica.

Sén dependents U, i Us. Expressio analitica: Us = 3 - U; .

007 | Comprova que els vectors U iV formen una base i expressa el vector w en funcié
d’aquests vectors.

008 | Donadalabase B= {u,v}:
a) Calculad=u+ Vvib=1u— V.
b) Comprova qued ib formen una base.

o
<¢l\

¢) ExpressaU iV en combinacid linealded ib.



SOLUCIONARI

a) Elsvectors @i b tenen diferent direccié i, per tant, formen una base.

Sepmeooe -
_ ” _ S
v/ 0" L T -V
,
,

Vv v
b) Els vectors ﬁi b tenen diferent direccid i, per tant, formen una base.

a_b
2 2 2 2

009 | Dibuixa els punts A(2, 1) i B(1, 2) i calcula:

a) Les coordenades dels vectors AB i BA. b) Els moduls.
a) AB=(1-22-1)=(-1,1)
BA=02-1,1-2=(,-1)

) |AB| = (<P +1 = \F
|BA|:\/1 + (=1 =

Y
1 Be
W AB
BRE
A
I X
010 | Determina quins vectors sén paral-lels:
a=(21) b=(—2,-1) c=(=21)
d=(2,-1 e=(42 f=(-6,3)
- 2 -2 4
Els vectors d, b i €'sén parallels perqué: T = - = Bl
2 —6
Els vectors ¢, d i fson paral-lels perqué: — = - = 3

011 | Donats els punts A(0, 3), B(2, 1), C(—2, 2) i D(— 3, 4), troba els vectors:

a) AB— (D b) AC + DC c) BD—CA
a 2—-01-3)—=(-3—-(=2,4—2)=02,-2)—(—1,2) =3, —4)
b) (=2—-0,2—-3)+(-2—-(=3),2—-4)=(-2-1)+0,-2)=(-1,-3)
Q) (-3—24—-—1)—0—-(=2,3—-2)=(=53)—2,1N=(=7,2)

012 | Donatsu = (2, —1) iV = (0, 3), efectua les operacions de vectors segiients:
a) U — 3v b) 50 +V Q —u+2v
Q) U—3v=02-1)—-(0,-9 =18
10, =5) + (0, 3) = (10, =2
=(-2,7)

o
|
<
+
N
<
Il
|
N
+
S
1))
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013

014

015

016

017

A partir dels vectors ' = (0,2), v=(1,—1)iw = (0, —1). Calcula.

a) u-v cQ w-v e) u-(v—2w)

by t-(V+w) d)u-w f) —2u-3v
a ut-v=02-01,-1)=-2
b) U-(V+w)=(0,2-((1,-1)+0-1)=(0,2-01,-2)=—4
A w-v=0-1-01=1)=1
d T-w=(0,2-0-1)=-2
e) U-(Vv-=2w=(02-(1,-=1)=0-2)=0,2-0,1)=2
f) —20-3v=(0,-4)-3,-3)=12

El producte escalar de dos vectors coincideix amb el producte dels seus moduls.
Que pots dir dels vectors?
T-v=|U|-|V| -cosa
Perque el producte escalar de dos vectors coincideixi amb els producte
dels seus moduls, s'ha de verificar que cos aw = 1. Per tant, els vectors han de tenir
la mateixa direccié i el mateix sentit.

Determina el producte escalar dels vectors U = (3,2) iV = (4, —6).
Qué dedueixes del resultat?

U-V=(032-@-6)=12-12=0.El producte de vectors no nuls pot ser zero.

Calcula I'angle que formen aquests vectors expressats en coordenades:
a) u=(01,-3) V=(3)
b) t=(-1,2 v=(423)

u-v -7

a) cosa= = =—-0,61— o =127°52"29,9"
|7|-|v] 1013
= 5

b) cosa=—4"Y — — 0,18 = o = 79° 47 42,55"
17| [v] 5-v25

Troba tres vectors perpendiculars i tres més de paral-lels als vectors seglients:
a) a=(1,1) ¢c=(0,1)
b) b =3,2) d) d=(1,-5)

Resposta oberta.
a) a=(@1,1)

Vectors paral-lels: (2, 2), (3, 3) i (4, 4)

Vectors perpendiculars: (=1, 1), (=2, 2) i (=3, 3)
b) b=(32

Vectors paral-lels: (6,4), (9, 6) i (12, 8)

Vectors perpendiculars: (2, —3), (4, —6) i (6, —9)
o c=(01

Vectors paralels: (0, 2), (0, 3) i (0, 4)

Vectors perpendiculars: (1, 0), (2, 0) i (3, 0)



SOLUCIONARI

d) d =(1,-5)
Vectors parallels: (2, —10), (3, —15) i (4, —20)
Vectors perpendiculars: (5, 1), (10, 2) i (15, 3)

018 | Troba les projeccions del vector (7, 5) sobre els vectors (1,0) i (0, 1).
Representa graficament tots els vectors.

Sianomenem els vectors U= (7,5), &, = (1,0) i &; = (0, 1):
El producte escalar del vector U = (7, 5) sobre els dos vectors és:
U-e=(75-00=7

- =

u-e,=(7,5-0,1=5

Els moduls dels vectors e, = (1,0) i g, = (0, 1) sén | e | = || = 1.
. U - Y
Proje () = ——--€ =5-(0,1)=(0,5)
[ 7,5)
. Ok T :
R ‘8 — |
Proju(U) = ——=-& =5-(0,) = (0, 5) |
[ !
(CH0) V% |
O{a,0) 7,00 X

019 | Donats els punts A(2, 3), B(—1, —6), C(4, —1) i D(0, 5), calcula el vector projeccid
de AB sobre CD.
Vector AB = (—1—2, —6 — 3) = (=3, —9)
Vector(D = (0—4,5—(=1) = (-4, 6)
Producte escalar:AB -CD = (—3) - (—4) 4 (=9)- 6 = 12 — 54 = —42

Modul del vector CD: CD = V(4P + 62 =452

5 _ MDD =_ 4 21 ).[84 126]

Projep(AB) = —=——-(D = (—4,6)=——-(=4,6 ,
|CD| 52 26 26 26

020 | Calcula el perimetre d’un triangle que té els vertexs situats als punts A(1, 2), B(3, 2)
iC(—1,3).

Calculem els vectors A_E, BAiCA:
AB=(2,0),BC=(-41)iCA=( —1)
Trobem el modul dels vectors:

|AB| =22 +0* =2

|BC| =(=47 +12 =17

|CA| =22 + (=) =5

El perimetre fa:

2417 +5 =836 u
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021

022

Donats A(—2, 3) i B(1, —2), troba el punt mitja de AB i els simétrics de A respecte de B

ide Brespecte de A.

Anomenem M el punt mitja de Ai B.

Mz[_ZH, 3_2]—[_1, 1]
2 2 22

Anomenem A'(x, y) el punt simétric de A respecte de B.

—24+x 34y

(1,-2)= [
2 2

] =X, y)=(4,-7)

Anomenem B'(x’, y") el punt simétric de B respecte de A.

(-2,3) = [”ZX 22“] (X, y) = (=5, 8)

Fixa't en aquesta figura i efectua les operacions seglients:
a) AB+ Bl

b) BC — EF

¢ IH + 2BC

d) AB+ JF +DC

e) HG + 20 + 2CB

f) AB+ 2DC
9) BF —IE
h) 2HI + 2CD
i) AE —AC
)

j) 2IE +18 —BC
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023 | Fes les operacions seglients:

a) u+v

<

by 2v+u—w

<

Q) 2w— u+ 3v
dv—2u—w

e) 2U+w

S

; 20 —U+3v
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024

025

026

027

B e

Expressa els vectors AC, AF, EB, AE i FC de la figura com a combinacid lineal
dels vectors AB i BC.

AC = AB + BC D ¢
AF = —AB + BC
EB = 2AB — 2BC . 5
AE = —AB + 2BC
FC = 24B

F A

Determina tots els vectors no nuls que siguin equivalents entre ells quan agafem
els vértexs d'un quadrat de dos en dos.
A B

Sén equivalents:

AB~ CDi AC~ BD

Observa el rombe ABCD i determina si les afirmacions segiients sén certes o no.

B
¢ a) AB ~ DC (@] AC ~ BD
b) AD~ BC d) BC ~AD
A
D
a) Certa. c) Falsa. Tenen direccions diferents.
b) Certa. d) Certa.

Donats els vectors u'i v de la figura,
calcula graficament els vectors P
U+2Vi—u+5v.

<i

<

a) Representacié grafica - 1
del vector U+ 2v. Poud 2



028

029

030

SOLUCIONARI

b) Representaci6 grafica del vector —u + 5v°

}(

—U +5v

<

Troba les coordenades d'un punt P tal que en unir-lo al punt Q(4, —5), resulta
el vector PQ = (—2, —6).

P(a, b)
Q(4, -5

a==6

}—>Ej:(4—a,—5—b)z(—2,—6)%{b_1

Considera els punts P(3, —3) i Q(—5, 1). Troba les coordenades del vector PQ.

P(3, —3)

QL5 1 } ->PQ=(-5-31-(=-3)=(-84)

Donats els vectors U= (2, —1), Vv = (—2,4) i w= (0, 3), calcula, graficament
i analiticament, U + 2v — 3w.

[=U0+2V—3w=(2,—-1)+2-(-2,4)—3-(0,3)=Q2—-4—0,—14+8—-9) =

=(-2,-2)

Representacié grafica:

Yv

17

il

031 | Troba un vector paral-lel al vector AB, amb A(2, 1) i B(3, —4), amb origen

al punt C(0, 4) i tal que el seu modul sigui el doble que el de AB.

Considerem D(a, b) I'extrem del vector que ens demanen. Sabem que:
(D=2-AB—(a—0,b—4)=2-(3-2,—-4—1)=2-(I, =5 = (2, —10) -

N a=?2
b=-6
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032 | Comprova si les seglients parelles de vectors sén dependents o no.
a) U=(0,1)iv=(1,0) Q U=(=34iv=(43)
b) U=, —6)iv=(—2-3)

a) Sénindependents ja que % = il

b) Sén independents ja que % = _—2

) Sénindependents ja que _73 = g

033 | Raona quins parells de vectors formen una base:
a) U=(2,-3)iv=(54 b) U=(0,—-2iv=(41)

a) Els vectors Ui vson linealment independents, perqué no sén proporcionals.

2, -3)=1(54) - > L5 Noson proporcionals.

b) De manera analoga, tenim que:
t=0

0,-2)=1t4,1)—> 2} — No sén proporcionals.

034 | Si, respecte d'una base, els vectors U i Vv sonu = (2, —3)iv = (5, 4), troba
les coordenades dels vectors seglients:
a) 2u+Vv Q —u+2v e) —3uU—V
1

— 2
u+ — v

b) 57 + 2V 4 W+ v f -
2 2 3

a) 2U0+V=@4 —6)+(54=0 -2
b) 50 + 2v = (10, —15) + (10, 8) = (20, —7)
Q) 77+277(72,3)+(10,8):(8,H)

d) 27+ % V=(4,-6)+ (252 = (65 —4)

e) —3U—-V=(=6,9+(=5—-4=(-11,5)
1, 2~ 3 10 8 7 25
oo dep PR3
2 3 2 33 3 6

035 | CalculaXi uperque elsvectorsu = (5,1),v = (—1,4) iw= (13, 11) verifiquin que:
AU+ pv =w.

NG, )+ (=1, 4) = (13,11)
S\—p=13

A=11—4p
——5(11—=4p)—p=1B>p=2—>xXx=3
x+4p=11} ( ) —p B
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036 Trobaelmoduldelsvectorsa b a+b|2b—c donats @ = (—3, 4),
b—( 5 —12)ic =3, —1).

7| =3P+ 4 =5 7+b=(-8-9
61 =9 +(=127 =13 |T+b] =8 +(8 =128 =8V2
|E>| _ 32+(7])2 :m 26)7?2(710,*24)4’(*3:”:(7]3'723)

126 — €| = (=137 + (=23) = /698

037 | Siu=(3,1)yv=(2 —1),calcula.
a) u-v o QU +3v)-v
b) u-2v d u-U—V)
a) U-v=@E"N"2-"=6-1=5
by U -2v =(31-(4-2)=12-2=10
Q QUHA3IV)-Vv=(62+6-3)-2-1)=012-1)-2,-1)=2441=25
dT-@-V)=@B1D-(BN+(=21)=E"1-0,2)=3+2=5

038 | Donats els punts A(3, 7), B(4, 9), C(—4, 3) i D(4, 9), sén paral-lels els vectors ABiCD?
AB=(1,2)
CD = (86)

. .8 6

No soén paral-lels, perqué: T = 5

039 | Trobaels vectors U i V sisapsqueu + vV = (2,6)iquetd — 2V = (4, —6).

Considerem U= (uy, u5) i V= (v, o).

Sabem que:

u+v, =2

u,+v, =6

u—2v, =4
U, —2v, = —6

U+v=(26)=(u~+v;, U +Vz>%{

U+2v= (4, —6) = (u; — 2v;, Uy — 2v5) — {

Ordenem les quatre equacions i obtenim un sistema de quatre equacions
amb quatre incognites, que resolem com dos sistemes:

U +v,i=2
h—2v,=4
U, +v, =6
U, —2v, = —6
8
U =— 8
. 2 3
Solucié: {vi = —— — 5
7 =(-2.4)
U2*2 3
v, =4
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040 | Donats els vectors U = (—1,5)iv = (8, a), calcula el valor de a que fa
que els dos vectors siguin dependents.

Perque siguin dependents, s’ha de complir que: % =—->a=-40
a

041 | Calcula els dos vectors unitaris linealment dependents amb el vector.

Considerem vV'= (q, b) aquest vector. S'ha de complir:

a b
11 —>b:—120—>az+(120)z:1—>a:i$ab:¢ 12

Nal +b> =1

. 1 12 ). 1 12
Solucions: Vi = | ——, ————|iv, = | - ——,
1 [vms \/ﬁ] ’ [ 145 \/145]

042 | Esbrina el producte escalar dels vectors u = (2, —5)iv = (—1,4).
Calcula I'angle que formen.

Producteescalar: - v= (2, =5)- (=1, 4) =2 - (=N 4+ (=5)- 4 =—-2—-20 = —-22

Angle:
u-v —22 —22 —22
Cos o = = = — v = arc cos =172°14'5"
17]-v| V2o N7 Va93 [ 493 ]

043 | Calcula el producte escalar dels vectors U i v, si saps que U = (2, 4) i que el vector v’
té com a origen l'origen de coordenades i com a extrem el punt B(8, 4).
Calcula I'angle que formen.

El vector v = (8,4) — (0,0)
V=

Producte escalar: U - (2,—4)-(8,4)=2-84+(—4)-4=16-16=0

<{

A, SN

Angle: cos oo =

<i

al|

044 | Calcula el producte escalar dels dos vectors i/ i v de la figura si saps que |t | =3

i|v|=5.
Y
T _
Vv
115°
,
¢ X

Producte escalar:

ENCEEENA

U-V:|U|-|7|~cosoa:3-5-cos135°:15-7: ;
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045 | Donats dos vectors U i v, sabem que |7 | = 5i que V té la mateixa direccié, sentit
contrari i modul la meitat que u. Calcula’n el producte escalar.

5
— L vl==
V=— B
2 =180°
Producte escalar: U - v=|u| - |V] - cos a = 5~£-cos 180":&-(71) S
2 2 2
046 | Calculaelvalorde tperquéu - v =7, siud = (—1,2)iv = (3, t). Troba el modul
dels dos vectors.
u-v=7
(-1,2)-3,0)=7— 3+2r77et—5
== +20 =
|7| =3 +5 =34
047 | Siu=(a,b),v=/(cd)iw= (e f), prova que es verifiquen les igualtats segiients:
A u+v=v+u o W+V)-W+V)=u-U+20-V+V-V
b)u-(V+w)=u-V+u-w d U+v)-W—-V)=u-U—-V-V
a) U+Vv=0@b+Ccd=@+cb+d)=Cc+ad+b=cd)+@b=v+i7
b) T-(V+w)=1(ab) (cd)+(f)=1(ab) - (c+ed+f)=ac+ ae+ bd+ bf
U-V+U-w=(@ab) (cd+b)-(ef)=ac+ bd+ ae+ bf
o W+V)-@+V)=(ab+(d)- (ab+(d)=
=@+cb+d -(@+cb+d =d+c+2ac+b>+d + 2bd

T+2U0-V+V-V= (a b)-(a,b)+ (2a,2b) - (c,d)+ (c,d) - (¢, d) =
=a’+ b’ +2ac+2bd + I+ &
d) T+V)-@—-V)=(ab+d) - (ab)—(d)=
=@a+cb+d)-a—cb—dy=a>—-+b>—d’
T—=V-v=1(@ab- @b —-cd-cd=a+b—-c*—d

<

048 | Determina si els vectors seglients sén perpendiculars o paral-lels:
a) a=(-24ib=02 b) T=(4,—3) i d=1(6,8)

-2 4
a) — = —
3 2
No sén parallels.
a-b=(-24-32=-6+8=0
No sén perpendiculars.
4 _
b) — = —3
6 8
No sén paral-lels.
C-d=(4-3-68=24-24=0
Soén perpendiculars.

145



146

Vectors i coordenades en el pla

049 | Troba un vector U = (g, b) que sigui perpendicularaVv = (3, 5) i que tingui
comamodul |T] = 2v34.

U-V=I(ab)-35=3a+5b= Oﬁa*—%

— Sb 2 2 2

Tl=\|-5| +0 =30 5 B0 3 3ab = 124
ab:\/?) — 46

Sib=6—>a=-10
Sib=—-6—a=10

050 | Donat el vector p = (6, 2), troba un vector g amb modul \/89 i que compleixi

quep - g = 14.
p-G=6,2-@b=6a+2b=14—b=7—3a
4
=Ja’+(7—-3a =89 100> —42a—40=0— {7 "%
a,=>5
Sa=-2 5p=2L
5 5

Sia=5—->b=-8

051 | Troba min perque els vectors U = (3, m) iv = (n, — 1) siguin perpendiculars
i es verifiquique |U | = 5.

[T =3 +m =5594+m’ =25>m==44

Sim=4:
(3,4)~(m,—1):0%3r7—4:0—>m:i
Sim=—4 3
(3,74)-(n,f1):0—>3n+4:0—>n:fg

052 | Calculam perquéVv = (7, —2)iw = (m, 6):
a) Siguin perpendiculars.
b) Siguin paral-lels.

c) Tinguin el mateix modul.

a) (7,2)~(m,6):7m—H2:O%m:—%

b) l:——)m—fﬂ
m
V| =7+ (=2 =53
|W| =~m?+ 6

53=m’4+36—>m=+17
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053 | Donats E:_)(6, —2)i E:Q 6, 12), calcula el valor de m perque els vectors
U=md + b iv=md — b siguin perpendiculars. Hi ha una solucié unica?
U=m®, —2)+(16,12)= (16 +6m, 12 — 2m)
V=m(6 —-2)—(16,12) = (=16 +6m,—12 — 2m)
Perque els vectors siguin perpendiculars, el seu producte escalar ha de ser zero.
(16 4+6m, 12 —2m) - (=16 + 6m, —12 — 2m) = 36m’ — 256 +4m* — 144 =0

—>m:i\/ﬁ

La solucié no és unica.

054 | Podries aconseguir un vector d que verifiqui que d - b=5,en que b=@21),
i que sigui perpendiculara’c = (2, 6)?
T-b=5-(b)-21)=5-2a+b=5
a-c=0-(ab)-26=0->2a+6b=0
Resolem el sistema:
a=3b=-1

055 | Considera que A, B, Ci D sén els vertexs d'un quadrat d’'1 cm de costat.
Calcula els productes escalars segiients:

a)A_E-B_E c)A_B-C_E
b) AC - DB d) AC-CB

Agafem el punt A com a origen i obtenim les coordenades segients:
A(0,0), B(1,0),C(1, 1) i D(O, 1).
a) AB=(1,0,BC=(0,1)

(1,00-(0,1)=0

—

b) AC=(1,1),D8=(1,—-1)

d) AC=(1,1),CB=1(0—1)
(1,10, =1) = —1

056 | Peruna translacid, el punt (1, —3) es transforma en (3, 7). Quina és la imatge
del punt (—2, 5) per la mateixa translacié? | la imatge de (4, —6)?
Calculem el vector de la translacio:
A1, -3),B3,7)
AB =(2,10)
Trobem la imatge de (-2, 5):
(=2,5) 4+ (2,10)=(0,15)
Determinem la imatge de (4, —6):
(4, —6) 4+ (2,10) = (6,4)
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057 | Donat el vector AB, on A(1, 4) i B(—1, 0), calcula’n un vector perpendicular que tingui
modul 5.

Un vector perpendicular aAB= (=2, —4) sera de la forma U= k(4, —2).
Modul: | 7] = k20 =55 k= —2— = —>_
Jo o 25
_ [ 20 10 ] [ 10 5 ]
S>V=|—, ——F|=|—, ——F
w5 oads) (s s
058 | Calcula un vector de modul 4 que formi un angle de 45° amb el vector i = (3, 4).
Considerem V= (x, y) el vector que ens demanen.
Moduls: |[T] =32+ 42 =51 |V]=yx*+y* =4
Producte escalar: - V= |U| - | V] - cos o = 5- 4 - cos 45° = 20\/25 —10v2

Expressié analitica: U+ V = 3x + 4y = 1072

Obtenim el sistema:

3X+4y_1o\5}_>x_ 10V2 — 4y _)[10\/—4)/
3 3

X’ +y’ =16

2
+y? =16,

que ddna l'equacio de segon grau segiient: 25y? — 80\/?)/ +5 =0,

1442
. B 5
que té dues solucions: y =
202
5
o[22 142 _ (142 22
Solucions: v; = T v, = — T

059 | Calcula el valor de a perqué els vectors ' = (1, —3) iV = (a, 5) formin un angle de 30°.

Moduls: |T] = VTP + (=37 =10 i |7] = o + 5

Producte escalar:

U-7:af1S=\/W~\/az+25 - cos 30° = +/10(a* + 25) \/E

2
2
Fquacié: a — 15 = w — (2a—30) = 30(d” + 25)
. 253 —30 2543 =30
Solucions: a, = ? a, = T

060 | Calculal'angle que formen aquests vectors:
a) d=(—1,5ib=(32 Q €=(—6,4)if =(—9,6)

b) c=(1v3)id=(-13) d g=@ —5ih =46
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a) cosu:;)':%: \@?Jﬁ =038 = o= 67°37"11,51"
b) cosa= |§|;_j)g| = \/12\/2 =05—=a =60
Q) cosa= |§|:|??| = \/5727% =lsa=0
d) cosa= ;':'Fm = \/2_9_235 = —0,56 — o = 124° 30' 30,6"

061 | Calcula m perqueé els vectors @ = (8, —6) ib = (m, 3) formin un angle de 60°.

cos60°=a+b_,—>i:ﬁ% m?+9 =16m—46
l@l-16] 2 10+m*+9
9255m2—W,472m+2,107:0—>m:ﬁ:|: 4411
255 255

062 | Troba un vector @ que formi un angle de 30° amb b= (3, —4) i que verifiqui
que |@| = V3 -|b].

—

g-b J3 3a—4b
- =
la|-|b] 2 5345
Jo+02 =53 5 +62 =75
Resolem el sistema:

60—8b=15+5v3
a+b =75

cos 30° = —>15+5\/§:6a—8b

2

154 5v3 +8b s

6

} g 15+5V3+8b

5062 + 403 (V3 +1)b+75v3 —1200 = 0

W3(3+1) | [1206—2743
—0= 5 - 50

063 | Calculaaib, sielsvectors U = (a,4) iV = (b, 14) formen un angle de 45°i |U'| = 5.

cos45°:A—>£:ﬁ—>5\/§+\/2bz+39 —2ab+112
|7 |V] 2 54U +1%

Ja>+16 =5

Resolem el sistema:

3v2 (5612 —5) ECEE 5602

5V2 +207 +392 =2ab+112] ams3 O 17 289
5
Ja?+16 =5 , 3W2(56v2 —5)  [9629— 56042
2 = -
17 289
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064 | Calcula el valor de I'angle que formen els vectors U = (x, x) iV = (—2x, 2x)
si x és un valor real qualsevol.
T-v -2 -2 —4x°
cosa= 2V XE20FXE20 A g g

TV Vaxeodax a4

065 | Calcula quant ha de valer x perqué el valor de I'angle que formen els vectors
U= (x,x)iV = (2x, —3x) sigui de 30°.
u-v Xx(2x) 4+ x(—3x) —x? -1
Cos o = = = = — a =101°18"' 36"
TV VaxVizx o Ve V6
que és I'angle que formaran sigui quin sigui el valor de x. Per tant, no hi ha cap
valor que faci que aquests dos vectors formin un angle de 30°.

066 | Troba el punt mitja dels segments d'extrems:
a) A(3,5)iB(9,11) c) A(4,5)iB(7,1)
b) A(—3,1)iB(7,—4) d) A(—6,—1)iB(—9,—3)

Anomenem M el punt mitjade A B.

D M= 3+915+11]:(618)
2 2
b) M= 3+7,14] ZV_E
2 2 2
g M=|2F7 2T 11T
2 2 2
@ m—|=6=2 —1—3]:[15’2]
2 2 2

067 | Siel punt mitja del segment AB és M(3, 5), donat A(9, 7), calcula el punt B.
Després calcula Aamb M(—1, 5) i B(4, —9).

Si B, y):
_ 9+x
(3'5)_[94—)(’74—)/]_) 2 _)x:_a}
2 2 s_ TtV y=3
2
SiAKX, y):
L At
(1,5):[4+X,—9+y]% 2 %x=f6}
2 2 s_ 9yl y=19

2

068 | Calcula el punt mitja del vector PQ siP(7,2)iQ(—11,0).

V= [M m] M.
2 2
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069 | Troba les coordenades del punt simetric de P(—4, 2) respecte del punt Q(5, —1).
Determina també el punt simetric de A(3, —2) respecte de B(—3, 4).

Com que P(—4, 2) és el punt mitja de Q(5, —1) i Q'(x, y):
. 54 x
_ - =1
(4/2):[5+X,HY]_> 2 [ 3
2 2 ,_—lty | y=5
2
I com que B(—3, 4) és el punt mitja de A3, —2) i A'(x, y):
s 34X
(3]4)_[-’>+X,—2+y]% 2 | x=-9
2 2 4 —2+y y =10
2

070 | Calcula el punt mitja dels segments segtients:
a) AB,siA(0,0)iB(6,4) b) CD, si C(—2,4)iD(6, —3)
0+ 6 0+4 ]
2

S el

a) M@:[ Ew)

b) M;D:[

071 | Considera el segment AB,amb A(0, 6) i B(—3, 4). Y

Representa’l graficament i divideix-lo M ::A
en tres parts iguals. 5

Considerem M, = (a;, by) iM, = (a,, b,) 3
els punts que ens han demanat.

Es compleix: AM, = iA_é —(a;—0,b6,—6)= [ﬂ ﬂ]
3 3 3
5 a, =-—1
(a, b —6):[—1,——]%
! ! 3 b1 :E

. AM, = %KE —(a,—0,b,—6)= 2[—1 _72]

4 02:_2
(@, 0, —6)=|-2,——|—>
2 0y [ 3] b2—1:

Punts: M, = [—1, 1] iM, = [_ 4]
3 3
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072 | Considera el segment AB, amb A(—2, 3) i B(0, —1). Dibuixa'l i esbrina quins punts
el divideixen en tres parts iguals.

Considerem M, = (a,, by) i M, = (a,, b,) els punts que ens han demanat.

vy 0—(-2) —1-3
Es compleix: AM, = gAB —(a,—(=2),b,-3) = [%

3
g 2
2 4 R
WV+Z@—3)[,— 3
3703 5
by==
3
A, = 228 = (@, — (—2), b — 3) = [2’ 4]
373
g =2
4 8 ? 3
(%+Zbrﬁ)[,_] 3
373 1
by = ——
3
Punts: M, = [—i i] iM, = [_2, _1J
33 3703

073 | SiA(3,1),B(5,7)iC(6,4) son tres vertexs consecutius d’'un paral-lelogram,
quin és el quart vértex?

Calculem el punt mitja del segment AC:

M= [3+6 1+4] _ [9, 5]
2 2 2 2

El quart vertex, D(x, y), és simetric de B respecte de M.
[95][5+x7+x] XZ4}
=l

22 2 2 y=-2

074 | Dos vertexs consecutius d'un hexagon regular centrat a I'origen de coordenades
son (4,0)i (2, 2\/§) . Calcula les coordenades dels altres vertexs.
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Calculem els vertexs A'(a, b) i B'(c, d), que sén simétrics de A i B respecte de O.
—2

b

El vertex C s'obté amb una translacié amb origen a B i vector (—4, 0):
C=(22V3)+(=4,0=(-22V3)
El vertex C' sobté amb una translacié amb origen a B i vector (4, 0):

C=(=2,2v3)+ 4,0 =(2-2V3)

(O,O):(4+a,0+b)—>aia4} (0,0):(2+a,2£+b)—>2i

075 | Tres vértexs consecutius d’'un hexagon regular sén (0, 0), (2, 0) i (3, \/;) .
Troba els altres vertexs.

Sabern que A0, 0), B(2,0)i C(3, v/3 ).

Calculem el vertex D, amb una translacié amb origen a Ci vector guia (71, \/g)

D=(33)+(=1v3)=(22V3)
Trobem el vertex £, amb una translacié amb origen a D i vector guia (—2, 0):

F=(22v3)+ (=20 =(02V3)

Determinem el vertex F,amb una translacio amb origen a £ i vector guia (—1, —\/g)

F=(0.243)+ (-1 3) = (133)

076 | Calcula les coordenades dels punts que divideixen el segment d’extrems A(5, —1)

iB(17, 8) en tres parts iguals.

Calculem el vector AB: AB = (12,9)

1
El primer punt estara situat a 3 de distancia d'un dels extrems del segment,

2
ielsegon, a 3 de distancia.

1

Pi= A+ L AB=(5—1) 4+~ (12,9 =02
3 3
2 — 2
P2:A+gAB:(5,—1)+§(12,9):(13,5)

077 | Determina el valor de g, si saps que la distancia entre Q(—6, 2) i P(a, 7) és 13.
Escriu també les coordenades i el modul del vector PQ.

Jc6—ay +2-77 =13 536 +12a+a*+25 =13

02:

—>az+1207108=0—>a*:g]8}

Calculem les dues solucions:

PQ = (—12, —5)
PQ = (12, -5)
|PQ|=13
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078 | Demostra que el triangle de vértexs A(3, 1), B(9, —1) i C(5, —5) és isosceles.
Es equilater? Quins son els costats iguals? Calcula’n I'area.

Trobem els vectors formats pels vértexs del triangle:
AB = (6,—2), BC = (—4,—4) i AC = (2, —6)
Calculem els moduls dels vectors:

|AB| =36 +4 =40 u
1BC| =\16+16 =+/32 u
|AC| =J4+36 =40 u

Com que el triangle té dos costats iguals, AB i AC, és un triangle isosceles.

Per trobar I'area calculem I'altura, h, sobre el costat BC aplicant el teorema
de Pitagores:

h— (\/%)2—[\/?2]2 —Jao—8 =32 u
J32 32

a=Bh_ : =16 u?
2 2

079 | Determina si el triangle de vértexs A(12, 10), B(20, 16) i C(8, 32) és rectangle.

Calculem els vectors formats pels vertexs del triangle:
AB = (8,6),BC=(~12,16) i AC= (—4,22)

Trobem els moduls dels vectors:

| AB| =J64+36 =10u

|BC| = ~/144 + 256 = /400 =20 u
|AC| =16+ 484 = /500 u

Siel triangle és rectangle, ha de verificar el teorema de Pitagores.
|AC|*= |AB|*+ |BC|?
10? + 20% = 500

Aixi doncs, el triangle és rectangle.

080 | Troba la longitud de la mitjana que surt de A al triangle de vértexs A(—1, 4), B(6, 5)
i C(10, —3). En aquest cas, la mitjana coincideix amb l'altura? Justifica-ho.

C Calculem el punt mitja, M, del segment CB:
M= [ﬂ g] _ 6
2 2

Per trobar la longitud de la mitjana, determinem
el modul del vector AM:

AM =9 -3  |AM|=+81+9 =0

A B
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Perque la mitjana, AM, coincideixi amb l'altura sobre el costat CB, els costats ACi AB
han de ser iguals.

AC=(11,-7)

AB=(7,1)

|AC| =121+ 49 =170
|AB| = 49 +1 =50

Aixi doncs, la mitjana no coincideix amb l'altura.

081 | Esbrina el vector unitari corresponent al vector (6, —7). Troba la projeccié del primer
vector sobre el segon i representa-ho graficament.

Anomenem V= (g, b) el vector unitari en la mateixa direccid i sentit
que el vector U= (6, —7).

Y..
BN REEERE R
21
]
—64
T 7
-84
—~ 1T = 6 7
% —-u:— 6, 7)) =|—/—, —
@ T NFS 85]

Projecci6 del vector U sobre v
V85 [ 6 7 ]
Jas ' 8s

proj, (V) = —— V= =(6,-7)=0

A
082 | Comprova si els punts A(0, —2), B(3, 2) i C(7, 8) estan alineats.
S'ha de complir que AB || AC:

AB=(3-0,2—(=2)=(3,4)iAC=(7—0,8—(—

3 7 .
Com que " = o els punts no estan alineats.

083 | Calcula el valor de k perqué els punts A(1, 1), B(3, 5) i C(11, k) estiguin alineats.

S'ha de complir que AB || AC:

AB=(3—-15-1)=(24)iAC=(1-1k—1=(10,k—1)
2t k)4 k=
10 k-1
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084 | Calcula, graficament i analiticament, la projecci6 ortogonal del vector t = (5, 4)
sobre el vector v = (1, —1).

Moduls: T= 52 + 47 =41 iv=P + (=1 =2

FT0)(T) = —— .7 = 5'W+4'2(*1) .(1,_1):i(1,_w):[l,_i]
V] (v2) 2 20 2
Y..
5..
l T
3..
21 o

4
t
N

R RE

085 | Considera els vectors de l'activitat anterior. Calcula la projeccié ortogonal
del vector v sobre el vector u.

5-14+4-(=1) 1 [5 4]

Y v (5, 4) = —(5,4) =
4]

[af (War)

Y

projs(v) =

ENEENC |
| |
t t
<

w
|
t

086 | Troba la resta de vertexs d'un quadrat si dos d'aquests vertexs no consecutius
son (3,1)i (9, —7).

A3, 1), C(9, —7),Bla, b)iD(c, d).

Calculem la longitud de la diagonal formada pels vértexs donats:
IDl= (937 + (-7 -1 =36 +64 =10u

Trobem la longitud dels costats, 1: 100 = 2¢ — [ = \/%
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La longitud dels vectors AB, CB, CD i AD ha de ser igual a la longitud del costat.
J50 =J(a—37+ (b1 >50=0a"—6a+9+b>—2b+1

J50 = J(a—97 +(b+7) — 50 =a? —18a + 81+ b” + 14b + 49

J50 = J(c— 97 +(d+ 77 —50 =c? —18c + 81+ d* + 14d + 49

J50 =J(c=3P +(d -1 »50=c—6c+9+d" —2d +1

Resolem el sistema: B(2, —6) i D(10, 0).

087 | D'un quadrat ABCD coneixem dos vertexs consecutius: A(0, 0) i B(4,2).
Calcula els altres vértexs de les dues solucions possibles.
Representa-ho graficament.

Hem de trobar un punt C(a, b) de manera que |AB| = |BC| i AB L BC<«>AB-BC=0
BC=(a—4,b—2):(42) (a—4b—-2=4a—16+2b—4=0—->b=10-2a

Com que \/(a — 4P +(b—2) = \/42 + 22 =+/20, substituim

(a—4) + (10— 2a — 2 = 20 — 5 —400+6O=O—>{Z‘ :é/
, =

per la qual cosa apareixen dos punts: C, = (2, 6)iC, = (6, —2).

Per a cadascun dels vertexs C hem d'obtenir I'altre D; com que sabem

que CD = AB, obtenim els dos punts D:

Dy=(=2,4)iD, =(2,—4)

Y
G
.R
e A
_ S
N
Dy, - Iy
e .
\ \
X 8
Yl W5
T \
0 .
:?) *
1A A X
\ 3=
N G
A
Prad
Dx
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088 | Donat el quadrilater de la figura, calcula els punts mitjans de cada costat i demostra
que si els unim obtenim un paral-lelogram.

Y

© D X

Per tant, és un paral-lelogram ja que: /\/1742 = M:/Tﬂg i /\/Ij@ = Mj/h

158



SOLUCIONARI

089 | Donats els punts A(1, 3) i B(—5, 8), troba els punts Ci D de manera que estiguin
alineats amb A i Bi que la distancia de A a C o D sigui el triple que lade A a B.

Els punts C(c,, ¢,) i D(d}, d,) han de complir que AC || AB || AD
id(A C)=d(A D)= 3d(A, B).Pertant:

AC=3.AB=3 (-
AD=—3-AB=

6,5) = (—18,15) 12, c(—17,18)

—3.(=6,5) = (18, —15) 213 5 pr19, —12)

201

My

090 | SiA(2,4)iB(3,8), determina un punt situat al segment AB de manera que la seva
distancia a B sigui la tercera part que la seva distancia a A.

Hem de trobar un punt C(c,, ¢,) que ha de complir que

¢—3=2=C 1
- 1 = 1 3 G =—
BC=—(CA—=(—-3,6-8)=—2—-¢,4—¢)—> - 4
3 3 4—q
¢, —8= G =7
. 11 3
Elpuntés C|—, 7|
4
091 | Els vértexs d'un triangle sén (—7, 3), (1, 1) i (—1, —5). Troba els punts mitjans
dels costats. Comprova que el triangle que determinen té els costats paral-lels
al primer i que la mida dels costats és la meitat.
Calculem el punt mitja, C', del costat AB, en qué A(—7,3)iB(1,1):C'=(-3,2)
Trobem el punt mitja, B, del costat AC, en que A(—7,3) i C(—1, —=5):B'= (—4, —1)

Determinem el punt mitja, A’, del costat CB, en qué B(1, 1) i C(—1, =5): A"'= (0, —2)
Calculem els vectors formats pels vertexs dels triangles:

AB = (8,—2),AC= (6, —8)1BC = (2, —6)

AB' = (—4,1),AC' = (=3,4)iBC' = (1,3)

Com que les coordenades son proporcionals, els costats son paral-lels.
Determinem la longitud dels costats:

|4B| =64+ 4 =68 =217 |AB'| =16
|AC] =36 +64 =10 |AT | V9
|BC| =4 +36 =40 =2v10 |B_'E'|:\/1+9 Jﬁ
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092 | Donats els punts A(3, 0) i B(—3, 0), troba un punt C sobre I'eix de coordenades,
de manera que el triangle que descriguin sigui equilater. Hi ha una solucié unica?
Troba I'area dels triangles que en resulten.

Els vectors formats pels vertexs han de tenir la mateixa longitud.
SiC(0, ¢):

|CA| =V9+ ¢ |CB| =9+ ¢ |AB| =6
6=V9+c 5> c=v27

Els punts que ens demanen son: G (O/ 3\/§) i CZ(O/ 73\/5)
Calculem l'area dels triangles:

A

_M_6'32\E_9\/§u2

2

093 | Quines condicions han de complir els vectors u i v perqué (U + V) - (U — v) =0?

Amb aquest resultat, demostra que, si un paral-lelogram té les diagonals
perpendiculars, només pot ser un quadrat o un rombe.

U=(@b) V=I(d

@+cb+d)-la—cb—d=0-a -+ —-d=0>a+b=C+d
- U] =1|V]

SiT iV son els costats d'un parallelogram, U4 Vit —V en sén les diagonals.

Aixi doncs, si les diagonals son perpendiculars, els moduls tenen la mateixa mida;

per tant, només pot ser un quadrat o un rombe.

094 | El costat gran d'aquest triangle és un diametre
de la circumferéncia.

Expressa el vector AC com a combinacié lineal de U i de V. c 5
Efectua el producte escalar AB - AC i simplifica \
tant com puguis. Quin resultat obtens?

- — A
AC=U-V AB=U+V

Els moduls de T iV son iguals, ja que sén radis de la circumferéncia.
AB-AC=@T-7V)-@+V)=|T|>— |[V|*=0

095 | Calcula els vertexs d’un triangle si saps que els punts M(0, 0), N(1, —3) i P(4, 1) sén els
punts mitjans dels seus costats.




SOLUCIONARI

Hem de trobar tres punts A(a;, a,), B(b,, b,) i C(c, ¢,), de manera que els punts M, N
i P siguin els punts mitjans de cada un dels segments. Per tant:

a, + b, _0
Ala,, - b, = —
(@, a) — M(0, 0) —> 2 e{ ‘ a
B(b}, bz) a, —+ bz -0 b2 = —0y
2
b+ ¢ —
B(b,, b o =20
(by, by) SONOL —3) 2 N by +c, =2 )
Clen ¢ b+co 3 b, + ¢, =—6"
2
a+a_,

Cle, - = _h g0
(€ c2) - P4, -1) > 2 - G—b=8
Alay, a) G+a 1 o —a,=-2"
2

La solucié del sistema (*) i del sistema (**) ens déna els tres punts
A3, 2), B(—3, —=2)iC(5, —4)

Y
A
.
it
—————— >
i P X
B* T
[N \ -

096 | Els punts A(—1, 3), son tres vertexs consecutius

o 25 2.

d’un hexagon regular. Troba les coordenades dels altres vértexs i fes la representacié
grafica del poligon regular.
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097

Busquem en primer lloc el centre de I'hexagon regular O(x, y), de manera
que els vectors AO = BC siguin iguals:

E:i—>(xf(fn,y73):[17l,oJ—>{X“:3 -002,3)
2 2 y=3=0

Aquest punt O és el punt mitja dels segments AA’, BB'iCC:

=2
a, =
%{

=3

—14a

}—)O(Z,B)% 2
34+ a,

2

Al—1,3)
A'lay, a;)

El punts A=(—1,1)iB=(4, 1) representen

dos véertexs consecutius d’'un quadrat,

i el vertex C esta en el primer quadrant,

com s'indica a la figura.

a) Calcula el vertex Ci el vertex D.

b) Calcula el punt central M del quadrat.

c) Calcula el vector que déna la diagonal AD
del quadrat.

Ae




SOLUCIONARI

a) SiC=I(c,c) elvectorBC LABi |BC| = |AB|. Per tant, com que AB = (5, 2),
aleshores B8C = (=2,5) > C=(2,6),ielvertex D ha de ser tal queﬁz:%\_&
aixi doncs, D = (=3, 4).

b) Elpuntmitiaentre AiC—> M= [ﬂ ﬂ] - /\/I[i i]

2 2 2 2

) Ladiagonal és:AC= (2 —(=1), 6 — 1) = (3, 5).

098 ' Considera el triangle de vertexs A = (2, 1), B= (4, 3) i C = (0, 3). Dibuixa'l.
a) Comprova després per algun raonament matematic (no només graficament)
que és un triangle rectangle.

b) Calcula'n l'area.

a) Calculem el producte escalar dels vectorsAB - AC = (2,2):(—=2,2)=—4+4=0;
per tant, els costats AB i AC son perpendiculars — ABC és rectangle

b-h _ AB-BC _8-8 _
2 2

2

4

b) Area=
%

51

099 | Considera el rectangle del pla representat en el dibuix.
a) Sabent que les coordenades de A sén (0, 0)
i les de Bson (3, 4), calcula la longitud del costat AB.
b) Determina les coordenades del vértex C sabent c
que la longitud del costat CA és doble
de la del costat AB.

c) Calculales coordenades del vertex D.
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a) Costat: AB = d(A B)=+/3"+4? =5

b) Vertex:C = (c,, ¢,), de manera que AC L ABi |BC| = 2|AB| = 2v/5,
o siguique C = (-8, 6)

Q) Vertex:D = (d,, d,) és tal que CD = AB; per tant, C = (~5, 10)

100 | Considera dos eixos perpendiculars de coordenades. Considera els punts Oi A
de coordenades O = (0, 0) i A= (9, 12). Una persona situada al punt O inicia un viatge
en linia recta cap a A.
a) Quina distancia haura de recorrer per anar de Oa A?

b) Digues quines seran les coordenades del punt P on es trobara la persona
quan hagi recorregut la tercera part de la distancia de I'apartat anterior.

c) Sidesprés d'haver recorregut el segment OP, quan arribi a P decideix dirigir-se
cap al punt Q = (7, 1), quin angle haura de girar cap a la dreta?

a) Distancia d(O, A) =9 +122 =15

b) Elvector OP = - OA = 1-(9,12) = (3, 4) = P = (3, 4)

3 3
0) Angle v — cos o = _P,APS _68 G235, o
|PAl-|PQ] 100 25
y
134 .
114
9..
74
5.
Pa)a
3.
1 0
ol1 7375 7 9o i3 x

101 | Altriangle de vertexs A= (0, 3), B=(3,7) i C= (6, 0) determina:

a) Elsseusangles b) El perimetre.
a) Angles:
<~ AB-AC  (3,4)-(6,-3) 6 2 . o
COSA= ————= = = —> A=794143
|2B|-|AC| V25445 535 S5
-~ BA-BC  (=3,-4)-B3,-7) 19 -
cosB=——"= = — B=60°4"7"
|BA| - |&C]| NFERNETY NET)
-~ A-B _ (-6,3)-(=3,7) 39

— C = 40°14'10'

cosC =——= =
|CA|-|GB] Va5 -8 V2610
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b) Perimetre: Y__
p=d(A B)+dB,C)+d(C A= 1 Z

=5++58 +v45 =19,32 61

44

L 2 A
24
¢C t
2 4 6 X

102 | Un triangle rectangle isdsceles té el vertex A, corresponent a I'angle recte, a 'origen
de coordenades. Un altre dels seus vertexs és el punt B(2,4). Calcula:

a) L'altre vertex.
b) El perimetre del triangle.
c) L'areadel triangle.

a) Busquem un punt C = (¢, ¢,) tal queA_gJ_A_Ei amb el mateix modul

——_— 242 =20 C(—4,2)
AC| = |AB| = 20 ; pertant, & T BN '
IACT = 1451 P 2+ 46, =0] |4, —2)

b) p=d(A B)+dB, C)+d(C, A =20 +v40 +20 =1526

. AB-BC Y
9 Area:bh:AB BC _ 1
2 2 4+ r' B
V20 -~/20 y
= =10 C
2 . 21
a4 22 A ] 4 X
—2+ ]
et
4+
103 | Escriu les coordenades dels punts Ai B que, amb
el punt (3, 2) formen un triangle rectangle isosceles.
* (3,2
Considerem C = (3, 2); els punts A(a, 0) i B(b, 0) s a5
fanqueCA=(a—3,—2)iCB=(b—3,—2), A
iqueCALCB—(a—3)b—3)+4=0.
A més, la longitud dels costats és igual, és a dir, |CA| = |CB|

(@=3)(b-3)=-4 a=1
(@—3P+4=(b—3"+4 b=5

165



Vectors i coordenades en el pla

PREPARA LA SELECTIVITAT

1 | Expliqueu raonadament algun metode per decidir si tres punts del pla donats
per les seves coordenades, A(a,, a,), B(b,, b)) i C(c,, ¢;), estan alineats o no ho estan.
Decidiu, tot aplicant el métode que hagueu explicat, si els punts (—2, —3), (=3, 0)
i (6, 2) estan alineats o no.

Perque estiguin alineats hem d'agafar dos vectors entre els tres punts i han de ser
paral-lels, per exempleAB I ACoAB || BC, i aixo significa que les seves coordenades
han de ser proporcionals:

— b, — _
ABIAC— (by—ay by —a) || (c1—ay & —ay) > 2 =9 = =9

b, —a, G—a
En l'exemple:
by—a -, ¢ —a —3—(=2) 6 —(=2) L )
= - = ;en conseqliéncia, no estan alineats.

b, —a, G —ay 0—(=3) 2—(=3)

2 | L'eix OX representa la banda d’una taula de billar.
Una bola que esta situada al punt A(1, 6) Y
ha de tocar una bola situada al punt B = (5, 2) A
després d’haver rebotat a la banda
(quan una bola de billar rebota a la banda,
els angles i3 de la figura sén iguals).

Determineu:

a) El punt exacte P on la bola hauria de tocar
amb la banda.

b) Les coordenadas del vector AP. o 3

) Les coordenades del vector PB. P %
d) L'angle entre les trajectories AP i PB.

a) Busquem el punt B simetric a B respecte de l'eix d'abscisses: B'(5, —2).
Els puntsA(1, 6), P(x, 0) i B'(5, —2) han d'estar alineats, o sigui que
x—1_0=6  x-I :g—>x:4.E|puntésP(4,0)

5-1 —2—-6 4 8

b) El vector AP = (3, —6)
c) El vector PB = (1, 2)
d) Angle: Y
PA-PE_ (=3)146-2 1
PA-|PB] Va5

T e

V210

cos N =

PSS
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3 | Elspunts A= (1,2)iD = (5, 4) representen els vértexs oposats d'un quadrat,
tal com s'indica a la figura.

Y
C

a) Calculeu el punt mitja M de la diagonal AD

del quadrat (M sera el centre del quadrat).

D b) Escriviu l'equacio de la recta que passa per M
i és perpendicular a la diagonal AD (aquesta recta

A sera l'altra diagonal del quadrat).

¢) Calculeu les coordenades dels altres dos vertexs B
i Cdel quadrat.

X

1+5 u]:m)

a) Punt/\/I:[ ,
2 2

b) Recta: El vector AD = (4, 2); per tant, un vector perpendicular és 7 = (2, —4),
el seu pendent és:m = -4 =—2ilarectaseray —3=-2(x—3).
2
c) Vertexs: El vectorAD = @4,2)iel vectorCB sén perpendiculars i tenen el mateix

modul; per tant, el vectorCB = (2, —4).Si C(c,, ¢,) = B(c, + 2, ¢, —4)i M(3, 3),
M és el seu punt mitja, per tant:

Gi4c+2 Y
arate 3,022 T
2
Gte-4 5., _5 6T ¢
2 Py
i les vertexs son: C(2, 5) i B(4, 1) 47 " /,»‘C
+ _e”
21 e
| B,
2 4 6 X

4 | ElspuntsA=(2,5),B=(6,8)iC=(22,d) estan alineats. Calculeu el valor de d.

S'ha de complir que AB || AC:
AB=(6—2,8—5)=(4,3)iAC=(22—2,d —5) = (20, d — 5)
4 3

— =——-24d—-20=60—>d=20
20 d—>5

5 | Considereu els punts del pla A(3, 2), B(—1, 8) i C(k, k + 4), k real. Calculeu el valor de k
perqué A, Bi Cestiguin alineats.

S'ha de complir que AB || AC:
AB=(-1-3,8-2)=(—4,6)iAC=(k—3 k+4—2)=(k—3k+2)
% k—s—6k—18—>k=1

k—3 k42
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)

i

taene

Viatge al centre de la Terra

Acabat I'esmorzar, tragué el meu oncle de la butxaca un petit quadern
destinat a les observacions: examina, successivament, els diversos ins-
truments i anota les dades seguients

DILLUNS 1 de juliol

Cronometre: 8 h. 17 m. del mati.

Barometre: 29 p. 71.

Termometre: 6°.

Direccio: ESE.

Aquesta tltima dada es referia a la direccio de la galeria obscura i fou
subministrada per la bruaixola.

—Ara, Axel —exclama el professor entusiasmat—, és quan anem a sepul-
tar-nos realment en les entranyes del globus. Aquest és, doncs, el mo-
ment precis que comenca el nostre viatge. [...]

Tota la dificultat del cami consistia en no lliscar-se amb massa rapide-
sa per aquell pendent de 45° d’inclinaci6 sobre més o menys. [...]
—Ah, fill meu! Per fi et vas convencent! Aixi que aix0 et sembla esplen-
did! Ja veuras altres coses millors! Anem! Anem! Prosseguim sense
vacil-lar la nostra marxa! Millor hagués d’haver dit el nostre lliscament,
ja que ens deixavem anar sense fatiga per pendents inclinats. Allo era
el facilis descensus Averni, de Virgili. La bruixola, que consultava jo amb
freqiiencia, marcava invariablement 'adreca SE. Aquella senda de lava
no es desviava cap a un costat ni altre; posseia la inflexibilitat de la li-
nia recta. No obstant aixo, la calor no augmentava d’'una manera sen-
sible, el que venia a confirmar les teories de Devy, i, en més d’'una

: ocasio, vaig consultar amb sorpresa el termometre. A les dues hores de

marxa, només marcava 10°, és a dir, que havia experimentat una pu-
jada de 4°, la qual cosa m’induia a pensar que la nostra marxa era més
horitzontal que vertical. Gens més facil que coneixer amb tota exacti-
tud la profunditat arribada; el professor amidava amb la major escru-

* polositat els angles de desviacio i inclinacio del cami; pero es reservava

el resultat de les seves observacions. A la nit, a aixo de les vuit, va
donar el senyal d’alt.
JuLEs VERNE [text adaptat]
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Viatge al centre de la Terra
Jules Verne [text adaptat]

El narrador de la novel-la és Axel Lidenbrock, nebot del professor alemany Otto Lidenbrock.

La historia comenca a Hamburg, on viu el professor: amant dels llibres vells, ha descobert

un manuscrit original del segle xi escrit en caracters rdnics on un savi islandeés, Arne Saknussem,
afirma haver arribat al centre de la Terra.

El professor, home entusiasta i impetuds, s'hi apassiona i decideix seguir els passos d’Arne
Saknussem i, juntament amb el seu nebot, molt més esceptic, emprenen una expedicid
que comenca al volca Sneffels. Allf comencga una aventura plena d'innombrables peripecies
amb riscos i perills.

Al paragraf seleccionat, i després de descansar i d'un bon apat, Axel i el seu oncle van encetar
una discussié sobre quina distancia devien haver baixat en sentit vertical en funcié

de la temperatura; en aquell moment era de 15°, cosa que representava un augment de 9° des
que havien sortit, i que, després de diferents suposicions, van portar Axel a deduir

que si la temperatura selevava 1° per cada 125 peus, aleshores es trobaven a 1.125 peus

de profunditat. El professor ho va rebatre, perqué, segons les seves observacions, eren

a 10.000 peus sota el nivell del mar.

Els calculs del professor eren exactes; ja havien depassat de 6.000 peus la profunditat
maxima a que havia arribat 'ésser huma, profunditats com les mines de Kitzbuhel,

al Tirol, i les de Wurttemberg, a Bohemia. La temperatura, que hauria hagut de ser de 81°
en aquell lloc, era tot just de 15°, la qual cosa subministrava motiu per a moltes reflexions.

Si dibuixes la rosa dels vents, quin és I'angle que formen les direccions ESE i SE amb l'eix
horitzontal?

Si el comengament del recorregut és el punt A(0, —1.000) i segueix la direccié SE, quina
és l'equacio de la recta que dona el cami que segueixen els nostres amics?

Si cada 125 peus puja 1° la temperatura, quina és la posicié després de les dues hores
de marxa?

+2:000
+1.500

1 1.000
1500
—2.000 000 1000 X
T—15500\500 | 500 ' 1.5002/000
+-500
- —1.000

r—1.500
r—2.000

L'angle que formen ESE amb SE és la meitat de 45°, o sigui de 22° 30",
L'equacio de la recta que ens déna la direccié SE és x + y = —1.000.

Després de dues hores la temperatura havia pujat 4, la qual cosa vol dir que havien baixat
125 -4 =500 peus, o sigui que la seva ordenada era y = —1.500; per tant, la seva posicid
era P(500, —1.500).
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ABANS DE COMENCAR... RECORDA

001 | Representa aquestes rectes:

a) y=-2x Q y=-x+1
X —x —1
y 5 )y 5
a) Y4 d)
y=—2x :2
+————+—+— :2::::::)(
b) Y e)
4 X
=5
14+
....... EEEEEERE
Q) Y f)
y=—x+1 i
X
....... PN

e) y=2x—2
f) y=i—1
Y
111
[ —x—1
V= 2
Y
y=2x=2

002 | Dibuixa dues rectes paral-leles, ris. Després, traca una perpendicular a la recta r
i una altra a la recta s. Com sén les rectes que has dibuixat?

r

©

\

Les rectes son paral-leles.

003 | Representa en un sistema d'eixos cartesians el punt P(—1, 1) ilarectay = x, i
determina la projeccié ortogonal del punt sobre la recta.



001

002

003

004

SOLUCIONARI

La projeccioé ortogonal de P sobre r és l'origen.

ACTIVITATS

Comprova que les dues determinacions seglients donen la mateixa recta:
A(,2),d,=(-1,3) B3, —4),d, = (2, —6)

Un punt de la primera determinacié compleix que existeix un valor real t,
talque (x, ) =(1,2) + t,(—=1,3) > x=1—t;iy =2 4 3t;. Hem de comprovar
que aquest punt compleix I'equacioé de la segona determinacio:

De (1):t, = —1— 2 , que substituim en (2):

-t =2 , ) )
243 =—4— 6[17] = —4 4 3t, + 2, que és una identitat; per tant,

les dues rectes sén la mateixa.

Escriu I'equacio vectorial i les paramétriques de la recta que passa pels
punts A(7,3) i B(2, 2).

AB=(-5-1) _
Equacio vectorial: OP = OA 4+ tAB — (x,y) = (7,3) + t(=5,—1)

Equacions parametriques: X=7-3t
g P g Ty =3¢

Escriu les equacions paramétriques de la recta amb vector director V.= (—1, 0) i que
passa pel punt A(3, 2).

X=3—t
y=2
Calcula I'equacié vectorial i les parametriques de les rectes bisectrius dels quadrants.

- Bisectriu del primer quadrant.
Equacidé vectorial: (x, y) = t(1, 1)

X=t
Equacions parametriques: Y= r}
- Bisectriu del segon quadrant.

Equacié vectorial: (x,y) = t(1, —1)

X =1
Equacions parametriques: y t}
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005

006

007

008

009

Dues rectes, r i s, poden tenir el mateix vector director? Quina relacié hi haura entre
aquestes rectes?

Dues rectes poden tenir el mateix vector director. Quan dues rectes tenen
el mateix vector director, sén paral-leles o coincidents.

Troba l'equaci6 continua de la recta que passa per A(2, —1) i té la direcci6
del vector d = (2, —1). Esbrina si el punt P(3, 1) és a la recta.

Calculem l'equacié continua de la recta:

Xx=2_y=(=D

2
Comprovem si el punt Pcompleix les equacions de la recta:
3-2 1 1— (-1
3-2_1 ==,

2 2 —1

Aixi doncs, el punt P no pertany a la recta.

Determina l'equacié general de la recta que passa per A(1, —1) i B(0, 2). Calcula
també un vector perpendicular al vector director.

Calculem el vector director: AB = (—1,3)

Obtenim l'equacié general:

A=3 B=1 C==314D-(=1)==2
3X+y—2=0

Un vector perpendicular a AB és (=3, —1).

Troba l'equacio explicita i la punt-pendent de la recta que passa per A(3, —3) i per
I'origen de coordenades.

Calculem l'equacié explicita de la recta:

y=mx+n A =3) —3=m-34+n
o -y =—X
y=mx+n 00 9, O=m-0+n

Per determinar l'equacié punt—pendent trobem un vector director:

OA = (3,-3)
Calculem el pendent:
m= —3_ -1

3

Agafem el punt O(0,0):y — 0= —1(x — 0)
Calcula la recta que passa pel punt A(2, 7) i forma amb l'eix d’abscisses un angle de
60°. Explica com ho fas.

Calculem el pendent:tg 60° =m —» m = V3
Trobem l'equacié punt—pendent: y — 7 = \/g( -2
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010 | Troba l'equacié de la recta que talla els eixos en els punts A(—4, 0) i B(0, 5). Després,
calcula'n el pendent.

Recta —— + Y — 1Bl vector director és AB(4,5)iel pendent m = i
5 4

011 | Troba l'equacio de les rectes paral-leles als eixos que passen pel punt B(—3, 5).

Recta horitzontal y = 5 i recta vertical x = —3.

012 | Troba els valors de B i C perqué les rectes r i s siguin paral-leles.
rr 3x+By+5=0 s x+2y+C=0

Perqué les rectes siguin paralleles s’ha de complir que:

A B C
= =

A’ B’ c’

i:—eB:6

013 | Estudia la posicié relativa de dues rectes que tenen vectors directors no
proporcionals. Quina condicié cal que verifiquin perqué les rectes siguin
perpendiculars?

Si els vectors directors no sén proporcionals, les rectes son secants.

Anomenem d = (d,, d,) el vector director de larectar,ic = (¢;, )
el vector director de la recta s.

Les rectes son perpendiculars si el producte escalar dels vectors és zero.
d-c+dy6=0=d -¢,=—d,-,=>¢C =(—d,, dy)

014 | Troba l'equacio de totes les rectes que passen pel punt P(—1, 1).

Equacié del feix y — 1 =m(x+ 1).

015 | Troba l'equaci6 del feix de rectes paral-leles a larectay = —x + 4.

Equacié del feix: y = —x + k.

016 | Troba l'equacio de totes les rectes que passen per l'origen de coordenades. Quin és el
pendent dels eixos de coordenades?
Equacio de totes les rectes que passen per l'origen:
y=mxilarectax=0
Els pendents dels eixos sén:
Eix d'abscisses:y =0—->m =0
Eix dordenades:x=0—->m= o0
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017 | Troba l'equaci6 del feix de rectes el pendent de les quals sigui m = 3.
a) Esbrina quina d’aquestes rectes passa pel punt P(—3, 1).
b) Calcula el punt de tall d'aquesta Ultima recta amb la recta s de pendent —2
i que passa pel punt Q(2, —1).
Equacié del feix. y — b=3(x— a)
a) Equacio de larecta que passa pel punt Py — 1 =3(x+ 1)
b) Equaciddelarectas:y+1=(=2)(x—2)

puncderal? 10 [—Eﬁ]
unt eta.y+1:72<xiz) 5’ 5

018 | Troba la distancia entre el punt P(2, —1) i la recta r, que té d’equacio:

- x—1 _ 2—y
3 2
Escrivim l'equacioé general de la recta:
r: Xi_]:z_iy%2x+3y—8:0
3 2
A By +Cl 2243 (=) -8 7 713

JA + 8 NPIES S Jiz 13

dP, r)

019 | Calcula la distancia que separa aquesta recta de l'origen de coordenades:

x=3—t
y=2+2t

Escrivim l'equacioé general de la recta:

x=3-t —>—x+3:y7_2—>—2x—y+8:0
y=2+2t 2
dp o Mo tBord -2 0-1 0+ _ 8 85 !

NS 241 V5 s

020 | Calcula la distancia entre aquestes rectes:
X —1 =
- Yy X =2t }

5 S'y=3+5t

Calculem el vector director de larectar: U, = (2, 5)

Trobem el vector director de la recta s: U, = (2, 5)

Agafem un punt de la recta r, A(0, 1), i comprovem si pertany a s:
0=2t (=0

s: — 21> ALs
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Escrivim l'equacié general de la recta s:

=2l X VT3 s y46=0
y=3+5t 2 5

Les rectes son paral-leles. Calculem la distanciade Aa s:

A +B+d 5 0—2-1+6 4 429

d(A, s) = = u
VA + B V5 +(=2) \V29 29
021 | Calcula l'angle que formen les rectes seglients:
r_x—2_y+1 S'x:1—2t
"3 3 Ty=-—3+t
ld, - ¢,+d, - ¢ B (=2)+3 -1 3 V10

COs o=

JE+d& Je+re J3+3 Jerer 3o 10
—a=71° 33 54,18"

022 | Escriu l'equacio vectorial i les paramétriques de les rectes que compleixen aquestes
condicions:

a) Passa pels punts (=3, 1)i (5, 3).
b) Passa pel punt P(3, —4) i el vector director ésvV = (-2, 7).
c) L'equacié explicita ésy = —3x + 4.
a) Calculem el vector director: (8, 2)
Equacié vectorial = (x, y) = (5, 3) 4 t(8, 2)

Equacions parametriques — X =548t
q P q y=34+2t

b) Equaci6 vectorial = (x,y) = (3, —4) + t(—2,7)

i , " x=3-2t
quacions parametriques — y=—4+7t

c) Trobem dos punts de la recta: A0, 4) i B(1, 1)
Calculem el vector director: AB = (1, —3)
Equacié vectorial = (x, y) = (1, 1) + (1, —3)

x=1+t }

Equacions parameétriques —
g P g y=1-3t

023 | Expressa l'equacié continua de la recta:
a) Que passa pels punts (8, 3)i (1, 5).
b) Que passa pel punt P(—2, 5) i té com a vector director vV = (3, —4).

c) Que té com a equacié continua —2x+y + 7 =0.
a) Calculem el vector director: (—7, 2)
Equacié continua — x=8 _y=3
—7 2
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b) Equacié continua — X+2_y=>
3 —4
c) Trobem dos punts de la recta: A(0, —7) i B(1, —5)
Calculem el vector director: AB = 1,2
X __y+7

Equacio continua — —
1 2

024 | Escriu l'equacio explicita de la recta:
a) Que passa pels punts (—3,5)i (3, —1).
b) Que passa pel punt P(—1, 0) i té com a vector director Vv = (—3, —2).

¢) Que té com a equacié punt-pendent X yi—s
=2 5
(=3, 5)
a) y=mx+n ——> 5=-3m+n
3, -1
y=mx+n 2% 1—3min
Resolem el sistemaiobtenim:m=—1in=2—->y=—x+2

b) Calculem el pendent: m = é

El punt P(—1, 0) ha de complir I'equacié de la recta.

2 2 2
y=—x4+n—->0=——+n—->n=—
3 3 3

Aixi doncs, I'equacié explicita de la recta és:

S22
3 3
Q) L:)/7_3—>5><:—2y+6—>y:—ix-q-3
-2 5 2

025 | Comprova si els punts A(—3, 2) i B(5, —1) sén a les rectes:

x=3-2X\ _ 5x—3 _ X+ 4
y:3+4>\} b) y= 3 Q 5x—2y+19=0 d) 3

a)

a) —3=3-2X\ %>\Z31 — El punt (=3, 2) no pertany a la recta
2=344x | Ta=— i e |

4

5=3-2) x=—
—1=3+a] Ta=-

1
W} — El punt (5, —1) pertany a la recta.

b) 2= % — El punt (=3, 2) no pertany a la recta.

25—

—1= 3 — Elpunt (5, —1) no pertany a la recta.
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) —15—4+419=0— El punt (=3, 2) pertany a la recta.
2542419 = 0— Elpunt (5, —1) no pertany a la recta.

d) % = 2+7 — El punt (—3, 2) no pertany a la recta.
% = _12+ / — El punt (5, —1) pertany a la recta.

026 | Expressa de forma vectorial, paramétrica i continua l'equacié de la recta que
compleix aquestes condicions:

y—3
—4
b) Esparal-lelaalarecta5x — 2y + 12 = 0i passa pel punt (—2, 5).

x+1
a) Passa pel punt (1, 3) i és paral-lela a la recta 5 =

a) Vector director de la recta: (2, —4)
Equacié vectorial = (x, y) = (1, 3) 4+ t(2, —4)
X =142t }

Equacions parameétriques —
9 P 9 y =3—4t

. . X —1 y—3
Equacio6 continua » ——— = ——
2 —4
b) Vector director de la recta: (2, 5)

Equacio vectorial = (x, y) = (=2, 5) + t(2, 5)

E ) L X=—-242t
quacions parametriques — y =545
X+2 -5
Equacio continua — % = yT

027 | Expressa de forma explicita la recta que compleix que:

a) Passa pel punt (0, —1) i és paral-lela a la recta ; i 2_: 3)\}.
. x—3 y .
b) Esparallelaalarecta — = i passa pel punt (5, —2).
4 —1

a) Vector director de la recta: (3, 0)
Pendent: m =0
—1=0+n—->n=-1
Equacio explicita » y = —1

b) Vector director de la recta: (4, —1)

Pendent: m = 1
4

5 3
—2=——4+NnN->n=——
4 4

- - 1 3
Equacié explicita » y = ——x — —
4 4
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028 | Escriu l'equacié general de la recta que:
) P | punt (10, 2) i és parallelaalarecta ® — - | -o»
a) Passa pel pun , i és parallela a arecay:2_2>\ .

b) Esparallelaalarectay = ?i passa pel punt (4, 0).

Xx—=10 _ y+2
-3 -2
| 'expressem de forma general: —2x +20 = -3y —6 - —2x +3y +26 =0

a) Expressem la recta de forma continua:

b) Vector director de la recta: (1, 4)
) —4
Expressem la recta de forma continua: al =Y
1 4

| 'expressem de forma general: 4x — 16 =y - 4x—y — 16 =0

029 | Escriu l'equacio vectorial i les paramétriques de la recta que verifica que:
Xx+2 _y+1

-3 4
b) Passa pel punt (=5, 0) i és perpendicular alarecta —3x — 2y + 7 =0.

a) Passa pel punt (0, —3) i és perpendicular a la recta

a) Un vector perpendicular a (—3,4) és (4, 3).
Equacié vectorial — (x, y) = (0, —3) + t(4, 3)
) L X =4t
Equacions parametriques — Y= 34 3t}
b) Calculem el vector director de la recta:
A(1,2),B(—1,5) = AB = (—2,3)
Un vector perpendicular a (=2, 3) és (-3, —2)

Equacié vectorial = (x,y) = (—5,0) + (-3, —2)
) o x=-=5-=3t
Equacions parameétriques — ot
030 | Determina l'equacié continua de la recta que compleix aquestes condicions:
a) Passa pel punt (7, —1) i és perpendicularalarectay = ﬂ
3

b) Passa pel punt (—4,4) i és perpendicularalarecta —2x+y + 7 =0.

a) Calculem el vector director de la recta:
AB=(3,-1)
Un vector perpendiculara (3, —1) és (1, 3).
Expressem la recta de forma continua:
xX—=7 _y+1
1 3
b) Calculem el vector director de la recta:
A0, —7),B(1, =5) = AB = (1,2)
Un vector perpendiculara (1, 2) és (—2, 1).
Expressem la recta de forma continua:
x+4 y—4
-2 1



031

032

033

Troba l'equacio explicita de la recta que:

a) Passa pel punt (2, —5) i és perpendicular a la recta x+1

b) Passa pel punt (—4, 8) i és perpendicular a la recta —2x +

a) Calculem el vector director de la recta: U, = (3, 2)

El pendent de larectaésm = 3
3

Com que passa pel punt (2, —5):
—5:£~2+n—>n:—B
3 3
; - . 2 19
L'equacid delarectaés y = ;x -5

b) Calculem el vector director de la recta: U, = (—2, 3)

El pendent de larectaésm = f%
Com que passa pel punt (—4, 8):

8:—%~(—4)+n—>n:2

L'equacid delarectaésy = fix + 2.
2

Determina l'equacié d’'una recta que passa pels punts (—1, —10) i (2, ¢), si saps que el

pendent és 7. Expressa la recta de forma continua i general.
Trobem el vector director: (3, ¢ + 10)

Trobem el vector director: (3, ¢ + 10)

Com que sabem que el pendent és: 7 = c+10

u,=(3,21)
Expressem la recta de forma continua:
X+1_ y+10

320
I l'expressem de forma general:
21x4+21=3y+30—>21x—3y—9=0

Determina el punt de la rectal = YT +1
—1

Expressem la recta de forma parametrica:

x =142t

y=-1-t

Els punts de la recta son de la forma:
AL +2t =1 —1)

Calculem els vectors que van de la recta al punt P:
AP=(-3-2,3+1)

= 2l=c+

SOLUCIONARI

y—4
-3
3y—16=0.

10 > c=11

< ——, que dista 2 unitats del punt P(—2, 2).
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Vegem quins d'aquests vectors tenen modul 2.

2:\/(—3—2t)2+(3+t)2 — 4=9+12t+ 4t> + 9+ 6t +

911
5
9t

5

f
—5t2+18t+14=0—

5

Aixi doncs, els punts son:

—18—2+11
+85r,_

Al 1

11 —18 42411 — 11
+M] A2[1+ 8t \F,—1+9 i

5 5 5

034 | Considerarlarecta d'equacié 6x — 15y + 4 = 0. Troba les equacions de les rectes
paral-lela i perpendicular a r que passen pel punt (4, 1) i fes-ne un esquema grafic.

— Recta parallela:

4,1
6x 15y + k=025 6.4 1514 k=0-k=—9-56x—15/—9=0

— Recta perpendicular: c_/:: (15,6) > n=(6,—15) — x—4 = =1
6 —15
— Grafica: Y 6
3
7:3 t f—'—OP t 1 é :)(

035 | Explica quina condicié han de verificar Ai Bsi les rectes d'equacions Ax + By + C=0
x—=1_y+1,
2 —1

a) Son paral-leles.

b) Sén perpendiculars.

. . . —-B A —3B
a) Paral-leles: Els vectors directors son proporcionals: — = — - A= ——
2 3 2
b) Perpendiculars: El producte escalar dels vectors directors ha de ser nul:

(—B,A)-(Z,3):O%—ZB+3A:O%A:%
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036 | Estudia la posicié relativa que tenen aquestes rectes:

a) r

b) r

X =1—4X S.x:2+3‘>u
Ty=3-2X y=7-2p
X =1—6X S.x:2+3‘>u
Ty =-3+2X y=—
a) U,=(—4,-2)
U,=03-2
Com que els vectors no sén proporcionals, les rectes sén secants.
b) U, =(-6,2)
U,=03-1

Com que els vectors son proporcionals, les rectes son paral-leles
o coincidents.

Vegem si el punt A,(1, —3), de la recta r, pertany a la recta s.

—>M 3

1—2+3u}
p=3

3=

Les rectes sén paral-leles.

037 | Determina quina posicio relativa tenen aquestes rectes:

a) r:

x=2 _y+1 x4l _y+3
6 -2 -3 1
x+1 :y7—2 S x+1 :yi—i—.%
2 -3 2 -3
a) U,=(6-2)
U=(=31

Com que els vectors sén proporcionals, les rectes son paral-leles
o coincidents.

Vegem si el punt A(2, —1), de larectar, pertany a la recta s.
2+1 —143
—_— =
-3 1
Les rectes son paral-leles.
b) U, =2 -3)
U;=(2,-3)
Com que els vectors sén iguals, les rectes son paral-leles o coincidents.

Comprovem si el punt A(—1, 2), de la recta r, pertany a la recta s.
—141 —2+43

=
2 -3

Les rectes son paral-leles.
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038 | Investiga quina posicio relativa tenen els parells de rectes seglients:

a) rn3x—5+9=0 ssx+4y—3=0
b) réx—4y+11=0 s:—9%+6y—1=0
Q) rdx—y+1=0 s:2x—3y+13=0
3 —5 .
a) — = —— — Lesrectes sén secants.
1 4
b) -2 = 5 = il — Les rectes son paral-leles.
6 —4 11
4 —1 .
Q) — = ——— Lesrectes sén secants.
2 -3

039 | Calcula la posicié relativa d’aquestes rectes:

a) r_y_6x—1 S_y_—3x+5
: 2 : —
by 1oy = OXH18 sy = X412
’ 9 ' 6
) 6 3
a) Elpendentdelarectaréssm =—=—
4 2
3

El pendent de larecta s és:m; =

Com que els pendents sén iguals, les rectes son paral-leles o coincidents.

Comprovem si el punt A1, —1), de larecta s, pertany a la recta r.

6—1 .
—1= —— — Lesrectes sén paralleles.
4

. 6 2
b) Elpendentdelarectarés:m,=—=—
9 3
. 4 2
El pendent de la recta s és: m, = g = g
Com que els pendents sén iguals, les rectes son paral-leles o coincidents.
Comprovem si el punt A0, 2), de la recta s, pertany a la recta r.

_6-0+18

2 — Les rectes sdn coincidents.

040 | En quina posicio relativa estan aquests parells de rectes?

Cx=—14+4X ) _

a) r.y=3_2)\ } ssx+2y—7=0
b) r:y=5X+1 S:x+3:y7—7
-2 2 -5

a) Expressem la recta rde forma general:

Lf :7)’723 = 2=dy— 12— —2x—4dy+10=0

Les rectes son paral-leles.
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b) Expressem les rectes de forma general:

ri —2y=>5+1 s =5x—15=2y—14
5x4+2y+1=0 5x+2y+1=0
Les rectes son coincidents.

041 | Quina posicio relativa mantenen els parells de rectes seglients?
a) rpassaper(—3,4)iper(8, —1).
s x—2y+15=0
b) rpassaper(—1,4)iper(2, —5).
g X¥2 _y=7

—1 3

(=3,4)

a) y=mx+n —> 4=-3m+n

y=mx+n 22 1_gm4n
5 29 .
y:——x+7 — 5x+ 11y — 29 = 0 — Les rectes son secants.

11

b) ,=@3 -9

Us= (_ 1 ’ 3)
Com que els vectors sén proporcionals, les rectes son paral-leles o coincidents.
Comproven si el punt A(—1,4), de la rectar, pertany a la recta s.

-1+2 4- . o
re_4-7 — Les rectes son coincidents.
-1 3

042 | En quina posicié relativa estan aquests parells de rectes?

. . X = —6X\
— = s:
a) résperpendiculara3x—4y+11=0. Y= 3+ 8>\}
b) résuna recta perpendiculara y = 2x : 3 . st XT_‘% = yTH

a)

Calculem el vector director de la recta:

m:i—>(4, 3)
4

Aquest vector és perpendicular al vector director de la recta s.
7,=43)

U, = (—6,8)

Les rectes ris sén perpendiculars.

Calculem el vector director de la recta:

m:_?z—>(5,—2)

Aixi doncs, un vector que hi sigui perpendicular és vector director de la recta r.
u,=(5-2)

U, =(2,5)

Les rectes ris son perpendiculars.
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043 | Determina l'equacié de la recta r, que és perpendicularas:3x — 2y + 1 =0i que talla
aquesta recta a P(0, 2).

Trobem el vector director de la recta:

m:i—>(2, 3)
2

Aixi doncs, un vector que hi sigui perpendicular és vector director de la recta r.

U)/:(farz)
X =—3t
y=2+2
044 | Calcula els punts de tall, si és possible, dels parells de rectes seglients:
X =243\
a) rn2x—y+8=0 S'y=7+>\}
b) r:y:ﬂ S:X—ZZE
3 3 —2
g pX=1_y+3 s:3x+y+2=0
2 —6
d) r:XZ_1_3>‘ S:X—3:7y+7
y=5+8X\ 1 —4
o _ 6x+3 S.X='|3+>\
Y= Y=o

a) 243N -0 +N+8=0>44+6A—7—-X+8=0->x=—1
El punt de tall és P(—1, 6).

b) 3y =—-2x+7 _)2x+3y=7
—2X+4=3y—3 —2x =3y =—7

Hi ha infinits punts de tall, i les rectes son coincidents.

Q) —6x+6=2y+6 _)—6x—2y:0 _>3x+y:0
3X+y+2=0 x+y=-2 3X+y=-2

No hi ha punts de tall, i les rectes son paral-leles.

—1-3\—3 _ 54+8\+7

d) 1 . S 12N+ 16=8\+12> X =—1
El punt de tall és P(2, —3).
&) %+3>\:%M%3+6>\:6>\+9

No té solucid, les rectes sén paral-leles.

184



SOLUCIONARI

045 | Troba el valor que ha de prendre k perqué la recta x+1 = y=2
ioaratlelaa X =32 k 3
sigui para eaay:2+5>\ .

Perqué les rectes siguin paral-leles, els vectors directors han de ser
proporcionals.

046 | Troba el valor de a perque la recta ax + 3y — 7 = 0 sigui paral-lela

X —1
a

=y+2

Perqué les rectes siguin paral-leles, els vectors directors han de ser
proporcionals.

—3 a

3
5 1 5

047 | Per a quins valors de m aquestes rectes son perpendiculars?
rry=mx+6
s: 8 —5y+1=0
u,=(58)
Qualsevol vector perpendicular és proporcional a (—8, 5).

Aixi doncs, el pendent és:

048 | Prova que totes les rectes amb equacié del tipus y = ax + a passen
pel mateix punt. Troba el punt i la recta d'aquest tipus que és

Hel X =21-3X
paral-lela a.y=_1+2>\.

Trobem el punt de tall:

y=ax+a S>ax+a=bx+b—-o>(@-b)x=—(a-b)>x=—-1->y=0
y=bx+b
Totes les rectes passen per (—1, 0).
Com que la recta és parallela a la recta donada, el seu vector director
és(—3,2).
2
m=—2=
3
La recta és:
yo_2, 2
30 3
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049

050

Calcula la perpendicular tragada des del punt Pa la rectar.
a) rr2x—5+9=0 P4, —14)

=3-2X\
b) r: X P4, —5
) r y=3+3x} (4, 5)
A ry= 3X5_2 P2, —4)

a) U,=(572
Un vector perpendicular a U, és (—2, 5).
Calculem la perpendicular:

X =4—2\
y=—14+5X
b) 7,=(-23)

Un vector perpendicular a o, és (3, 2).
Calculem la perpendicular:

X =4+ 3\
y=-=542X\
qQ u,=(53)

Un vector perpendicular a o7, és (—3, 5).
Calculem la perpendicular:

X =2-3X\

y=—4+ SX}

Determina la recta paral-lela a r que passa pel punt simetric de P respecte de larectar:
a) r: 2x—3y+10=0 P(4, -7)

X =-=2X\

. P4, 4
b) r: y=2 )\} (4,4)
Q ry= 3X4 ! P(5,—-9)

a) Calculem larecta s, perpendicular a r, i que passa per P:
.. x—4 y+7
2 3
Trobem el punt de tall de les rectes:
2x =3y +10=0 2x —3y =-10 X==2
- -
3x—=12=-2y—14 3X+2y=-2 y=2
(—2,2) és el punt mitja de Piel seu simeétric, P’, respecte de r.

Calculem P'(x, y):
(=2, 2) = [4_’_)( _7+y] L X= 8}

2 2 y=1
o x=-=8+3X\
La recta és: Y= 1142
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Calculem la recta s, perpendicular a r, i que passa per P:
x—4 y—4
T 22
Trobem el punt de tall de les rectes:
—23—4 2-X—-4
1 —2
(—4,0) és el punt mitja de Piel seu simetric, P, respecte de r.

—>A=2

Calculem P'(x, y):

4 0= |2FX w]ﬁx——u

2 2 y=—4

o Xx=—=12=2X\

La rectaes.y:747>\
Calculem la recta s, perpendicular a r, i que passa per P:
. x—=5 y+9
C -3 4
Trobem el punt de tall de les rectes:
4y =3x -1 _)—3X+4y:—1 %x:—1
4x —20 = -3y —27 4x 43y =—7 y=-1

(=1, =1) és el punt mitja de Pi el seu simétric, P', respecte de r.

Calculem P'(x, y):

54 x —9+y]_}x=7}

=1, =)= ,
( ) [ 5 > y=7

X =—74+4X
y =743\

La recta és:

051 | Troba l'equaciod de la recta simetrica de r respecte de la recta s.

a) ry

a)

= st —x+2y+4=0 b) r

X —4 X=2-=X

2 "y=34+2X\

U= N0u=021
Les rectes son paral-leles o coincidents.

Triem un punt, P, de ri calculem la distancia fins a s:
A8, +C 442 0+4
JA 18 (=) +2°

Les rectes son coincidents i, per tant, la recta simétrica és la mateixa.
U=(=1,2,u,=0-2
Com que els vectors sén proporcionals, les rectes son paral-leles o coincidents.
Triem un punt, P, de ri calculem la distancia fins a s:

g M +Bp+c 2241 3-7

P(2,3) d(p, s) \/m \/m

Les rectes son coincidents i, per tant, la recta simétrica és la mateixa.

P(4,0) d(P, s) 0

=0

} ss2x+y—7=0
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052 | Considera larecta dequacié 4x+y — 3 =0.

a) Calcula l'equacio de la recta paral-lela i de la recta perpendicular a I'anterior
que passen pel punt A= (3, —1).

b) Dibuixa la grafica de larecta 4x+ y — 3 = 0i de les que has trobat
a l'apartat a).

a) Una recta parallela sera s: 4x 4 y 4+ k= 0. Si ha de passar pel punt A:
4-34(=1)+k=0—>k=—11ilarectaparallela és:s:4x+ 3y —11=0.
Una recta perpendicular sera de la forma x — 4y 4+ k= 0. Si ha de passar
pel puntA:3 —4(—1) + k=0 — k= —7, i la recta perpendicular és:
t:x—4y—7=0.

b) Y

AT

—4 —p | lol 2 6 X

053 | Considerem risles dues rectes del pla d'equacions
r2x—y—3=0

X+1_y+2
4 2

S:

Calcula I'equacié de la recta que passa pel punt d'interseccié derisique és
paral-lela a la recta d'equacié 3x+ 5y — 1 =0.

Calculem el punt d'interseccié:

2x—y—3=0
rns— x+1 oy +2 — P, =1)
4 2
A més, hadeserparallelaa3x+5—1=0— d =(-53)
Recta:
x=1_y+1
-5 3
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Considera la recta d'equacié y = —2x + 2. Troba les coordenades del punt
d'interseccié d'aquesta recta amb la recta perpendicular a ella que passa
pel punt (6, 3).

Recta perpendicular que passi pel punt (6, 3):
m —2 2 2

Determina l'angle que formen aquestes rectes:

a) r'X:2_3>\ S.x:Zp,
Ty =—1-2X "y=5+3p
b) rr y=3x+2 s:y:4x-2‘_1
c) r:i:u s: 2X+3:l
2 6 —1 2

d) r:r 20x—4y+1=0 s:—15x+3y+7=0

a) U_)/ = (3: 2): U_)s = (2/ 3)

ld, - ¢, +d, - ol 32423 12
COS o = = [
J&+dh - Jo+a 3e2 o Jrez 1B
«=22°37"11,51"
b) U,=(1,3),U,=(—48)
o5 o ld - c+dy -l h-(=4+3-8
Jh+d - Jerae JP+3 - Jar+ 8
0 2
800 2
o =45°
o U,=026u,=(-12
o5 o ld - c+d, -l R-(=D+6-2
J&+dh - Jera v - Jen 42
0012
Jooo V2 2
o= 45°

d) U,=(420),U,=(315)

CosS o =

o

a=20

ld, - c+d, -l  l4-3420-15 312
JE+d - Jara Jaer0 Y3 312

1
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056 | Quin angle formen les rectes seglients?

—6x —4

a) r:y:f st —4x+2y—1=0
b) r:x—H:yi_5 s:y:gx_8
2 3
o r X=X st 2x+2 1=0
. L 2X — 1=
y=34+X Y
d) ry= OXF] X _y+1
-3 2 3
e) rr3x—y—3=0 s:X+2:L
2 —4
=2-X\ _
f) r:X } s X 4:7y+6
y= 3 6

a U,=QB-6U,=24

ld, - ¢ +d, - ¢ 13- 2+(-6) - 4l
COS o = = = —=
J&+dh o+ JZ ey J2e4 3005
a=53°7'4837"
b) U,=(1,2,u,=39
ld, - c,+d, - ¢l h-342.9
Cos a = = —
JE+ & - Jara Jr+2 349 a0
o 72
15210
a=87'4837"
o U=00U=@2-2)
o5 o — |d1~q+d2-cz| _ h-241.(=2) —0
J&+d5 - Jera P2 (P
a=90°
d U7, =(-36),0.=(23)
ld,-c,+d,-c |-3-2+6-3| 12
COS x = = =

Ja+dsJatra e+ e+ Vs
a=60°15"1843"
e T,=01,37,=@2-4

ld, - c,+d,-cl 243 (—4)
Cos o = = = =
J@i+d,-Jara Py 24 Voo o 2
o = 45°
fy .=(=1,00,=G36)
osae datd ol _ l=D-3+0-6l

JE+d Jotra Jop+o JRre Va5

o =63°26'582"
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057 | Troba I'angle que formen la recta que passa pels punts P(—1, 4) i Q(3, 8)

ilarecta x—3 :M.
8
PQ = (4,4),T,= (29
ld,-c,+d,-c 4.2+ 4.8 40
COS a0 = =

J&+d Jera Jerae e V27
a=30°57"49,52"

058 | Determina la mida dels angles que formen aquests parells de rectes:

4x —3
a) rry=

b) rix+3= % i s éslarecta que passa per (3, 8) i és paral-lelaa X 2_1 = yT-|-9

L . X=6—X\ )
c) r: 8x—2y—3=0isésperpendicularala rectay _ _1+3>\} i passa per (3, —2).
a) U,=02,4,U0,=02,-4)
ld,-c,+d, -l 2.2+ 4.(-4) 12 3
cos a = = - _=
JE+diJe+a  J2+ap Jer2 20005
a=153°7'48"
b) U, =0,2,U,=24
ld,-c,+d,-c h-2+2. 4 10
oS o = =—=1

Jerd Jaora Jri2 Jrra 10

a = 0°— Les rectes son paral-leles.

i s éslarecta que passa per (—1, 6) i és paral-lelaa 4x+ 2y +7 =0.

o U,=(@279)
El vector U ha de ser perpendicular a (—1, 3); aixi doncs, pot ser u; = (3, 1).
ld,-c,+d,-c [2.34+8-1 14 7170
Cos o = = — _
J@+d Jara N2 ie v Jeso 170
a=>57°31"43,71"

059 | Troba el valor de m perqué y = mx — 1 formi un angle de 45°
x+2 y-—3
-3 6

amb

U)r: (_3: 6):U)5: (1rm)

cos 45° — ld,-c,+d,-c| _}\/E: |-3-14+6-ml|
Ja+d o+ 2 Jep+er e m?
—>m:3,m:—i
3
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060 | Determina el valor que ha de tenir b perqué la recta 3x 4+ by + 6 = 0 formi un angle
X+ 4

-3
=(=3,1),T= (b —3)

ld,-c,+d, ¢l 1_ |-30-6+1-(=3)|
Jdi+di et + e JE32+ 17 b7 + (=39
—18—15V3  _ —18+1543

de 60°amb larecta y =

cos 60° =

-m=

13 13
061 | Troba la distancia del punt P(4, —2) a les rectes:
b X=2—-X x—1_y—=2 q y_4x—5
a) —6x+8/ —-5=0 )y=2+2>\ 9 3 e ) 3
D dp o o tBo+d 644825 459
JA? + B J(=6)* + 8 102

b) Calculem l'equacié general de la recta:

fx+2:yT_2—>2x+yf6=O

|AXO+Byo—|—C| [2-4+1-(=2)—6l
/AZ+B2 22 2

c) Trobem l'equacié general de la recta:

dip, n= =0u

6Xx—6=3y—6—>6x—3y=0->22X—-y=0

aP. 1) = |Axs + By, + Cl _ [2-4—1-(=2) _10 L5,

JA? 4 B 22 4 (=17 J5

d) Determinem l'equacié general de la recta:
3y=4x—-5——-4x+3y+5=0

Axo +8yo +Cl _ -4-443- (-2 +5 _17

VA2 + B (=42 + 32 5

dip, r)=

062 | Calculala disténcia de l'origen de coordenades a la recta que passa per (—3, 6) i és
_y=2 2
8

X —
parallelaa ——

+3 y—6

—6 8
Calculem l'equacié general de la recta:

i X
Determinem la recta que es demana:

8X+24=—-6y+36—>8x+6y—12=0

de. )= |Axo + By +Cl _ IB-0+6-0—12] :EZ% !

VA2 + B V8 + 6 10
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063 | Quina distancia hi ha entre aquests parells de rectes?

a) r'x:—1+2>\ 5 0
=34 S —x+2y+5=
b) r:x+3:y7—1 s:y=8X_3
2 6 4
0 r_x:2+3>\ sy = X
Ty =—1-X TS

a) U,=QNu,=(=2-1).
Els vectors sén proporcionals. Un punt de rés P(—1, 3).

1245
5

d(r, s) =

b) U,=Q26)U,=438)

Els vectors no sén proporcionals; aixi doncs, les rectes sén secants.

o u=06-1)u=06-N.

Com que els vectors sén iguals, les rectes son paral-leles o coincidents.

Agafgem un punt de larectar, A(2, —1), i comprovem si pertany

—2-1
as—1= )
3

Les rectes son coincidents.

064 | Calcula el valor de a perque la distancia del punt a la recta sigui de 4 unitats:

r: 12x+5y—19=0 P@3,a)

g 2:3450-190 oy, g
J127 +5
01:7,0:—ﬁ
5

065 | Troba el valor de b perqué la recta i el punt es trobin a 5 unitats de distancia:

- x+1 y+3
b 3

P(—4,1)

Expressem la recta de forma general:
3X+3=by+3b—-3x—by+3—-3b=0

o [3-(=4)—b-14+3—13b| 559402 =|-9—ap]

37+ (=b)’

O’ —72b+144=0—>b=4
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066 | Determina a perqué les dues rectes siguin paral-leles i troba, en aquest cas,
la distancia que les separa:
X =44+3X }

r:y:—l-l-a)\ st 4x—3ay+6=0

Expressem la recta r de forma general:

%:L—HAax74a:3y+3—>ax73y74073:o
a
Perqué les rectes siguin paralleles s’ha de complir que:
a_ =3 z4a=3
4 —3a 6
Agafem un punt P(4, —1) de la recta r, i calculem la distancia entre el punt
ilarectas.
Sia=2:
4P, 1) |Axo +Byo+Cl  l4-4—6-(=D+6l 28 1413
/ NI J4 ¥ (—6y 2413 13
Sia= -2
[Axo +Byo +Cl  |4-44+6-(=)+6] 16 813
dP, )= = = = u
\A? + B? 42+ 6 2413 13
067 | Troba l'equacié d'una recta paral-lela a x+1 =Y —> i que es troba a 6 unitats
de distancia. - 4

La recta té l'equacié general seglent: 4x 4+ 3y + C=0

_l4-(=n+3-5+C]
Vet

Les rectes seglients compleixen les condicions indicades.

4x+3y+29=0 4x+3y—51=0

8 — 40 =[11+C] C=129,C= —5]

068 | Troba les equacions, en les formes que es demanen, de les rectes seglients:

r en forma parametrica. t en forma explicita.
s en forma continua. v en forma general.




069

070 | Verifica si els punts (—4, —3), (1, 4) i (16, 23) estan alineats. Si és aixi, escriu lI'equacio

SOLUCIONARI

y=mx+4+n HEAUN —1=2m+n

y=mx+n M> 2=3m+n
Resolem el sistemaiobtenimm =3in=—7.
ty=3x—7

y=mx+n “2B 1= _am4n

y=mx+4+n —>U’2) 2=m+n

[ ——)

|, si resolem el sistema, obtenim m =

v | w
>
I
\

v:y:%x+%—>73x+5y77:0

Comprova si els punts P(—1, 4), Q(3, 1) i R(11, —5) estan alineats. En cas afirmatiu,

escriu l'equacié de la recta on estan inclosos.

Calculem els vectors formats pels punts:

PQ = (4,-3)

PR = (12,—9)

Com que els vectors son proporcionals, els punts estan alineats.
Calculem l'equacié de la recta que els conté:

. X =—14+4X
Cy=4-3X\

de la recta.

Anomenem els punts:

P(—4, —3)

Q(1,4)

R(16, 23)

Calculem els vectors formats pels punts:
PQ=(57)

PR = (20, 26)

Com que els vectors no sén proporcionals, els punts no estan alineats.
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071 | Troba I'area del triangle que té com a vértexs (2, 1), (4, 3) i (6, -1).

Anomenem els punts:

P, Q4, 3) R6, —1)

Calculem les Iong|tuds dels costats:

PO =(2,2) PR = (4,—-2) OR = (2, —4)

POl =22 +2* = \/§
|P—E|_ 42 _ 2 —
|QR| =/2* + (—4)?

Trobem I altura sobre el costat desigual per mitja del teorema de Pitagores:

4/ =+/18u
b-h 2
Aixi doncs, l'area és: A—7f#:6 u

072 | Lesrectes que inclouen els costats d'un triangle sénx+y — 5=0,6x+ 5y —24=0
i2x+ y — 8 =0. Calcula'n els vértexs i l'area.

Trobem els punts de tall de les rectes:

Xx+y—-5=0 X=-y+5

— 6(— 5)4+5y—-24=0— — 6=0
6x + 5y —24 =0 (=y +5 +5y y+
y=06x=—1

Les rectes es tallen en el punt P(—1, 6).
x+y—-5=0
2x4+y—-8=0
y=2,x=3

} =V ES Yy 4+5)+y—8=0——y+2=0

Les rectes es tallen en el punt Q(3, 2).
6Xx +5y—24=0
2x+y—-8=0

x=4,y=0— Lesrectes es tallen en el punt R(4, 0).

}y “2XH8 g 5 Ox4+8)—24=0— —4x+16=0

Calculem les longituds dels costats:

PO = (4,~4) POl = V4" + (-4 =
PR = (5, —6) —|PRI =5 + (-6 =61
QR =(1,-2) >R =P + (=2 =5

Determinem l'altura, h, sobre el costat més llarg:

(V32) = 4 7 L aer
(V5) =61 —x)' + 2 61
Aixi doncs, l'area és:
461
b-h Jeor- 61 5
A= 5 5 =2
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SOLUCIONARI

La recta que passa pel punt (2, 3) i és paral-lela a la recta x=6 It 3 forma
un triangle amb els eixos cartesians. Calcula'n I'area. 4 -

Calculem la recta:

X =2+4X

y=3—6X

Determinem el punt de tall amb l'eix X:

0:3—6>\—>>\:%—>P(4, 0)

Trobem el punt de tall amb l'eix Y:

0:2+4x—>x:7%—>o(0, 6)

Com que el triangle que es forma és rectangle, l'area és:

A= b-h - 6-4 —12 W

2 2

Tenim un triangle de vertexs A(4, 9), B(11, 10) i C(9, 4). C

Comprova que és un triangle isosceles. Dibuixem una recta
paral-lela al costat desigual que passa per (7, 6) i es forma
un trapezi isosceles. Determina’n 'area.

Comprovem que el triangle és isosceles:
|AB| =7+ 7 = \/50

— A
|AC| =+/5 +52 =

1Bl = /(- =40

Trobem els punts de taII de larecta ramb els costats ABi AC.
3Xx—y—15=0 D 41'ﬁ 3x—y—15=0
X—=7y+59=0 5 5 Xx+y—13=0
Obtenim el punt mitja, M, del segment BC: M(10, 7).
Calculem el punt de tall de ramb el segment AM:

X —y=15=0] (38 39

X+3y—31=0 5°5

Determinem la longitud de la base menor i de I'altura:

O

} — E(7, 6)

5 5

2 2
- 2] 2] - 8

5

| calculem l'area:

[m+6\/ﬁ]4m
5

(B+ b)h 5 %:12,8 .

A= -
2 2
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075 | Els punts A(2, 2) i B(—10, —2) sén els vértexs que corresponen al costat desigual

X=1—6X
d’un triangle isoOsceles. L'altre costat esta sobre la recta y=1+ 2)\}.

Determina’l i troba I'area del triangle.
Igualem el modul dels vectors que van de la recta fins als punts A i B.

JO—6X=2 + (1+ 23 =2 = (1= 6X+10)* + (1+ 2\ + 27
> Ax=1->C(-5 3)

Trobem les longituds dels costats: AB = (—12, —4),AC = (—7,1) i1 BC = (5, 5)
IABI (—12)? =160

IAC| =/(~ +12
IBCl=+/5? +5° =

Determinem l'altura sobre el costat desigual, utilitzant el teorema de Pitagores:

h_Jm)t[fO]z _ 5
b-h _ J160 V10 _
2

2

Per tant, 'area és: A = 20 u?

076 | En un quadrilater ABCD hem dibuixat els punts mitjans dels costats, M, N, Pi Q,
els hem unit i han format un altre quadrilater. Determina les coordenades
dels altres punts si A(7, 9), M(5, 6), P(9,6) i Q(12, 0).

Comprova que es verifica la propietat que els punts mitjans dels costats de qualsevol
quadrilater sén els vertexs d'un paral-lelogram.

G, 6)[7+X,9+y]—>8(3, 3) (12,0)[7+X,9+y]—>0(17, e
2 2 2
o, 6):[172+X, _92”]—>C(1,21) N, y):[3;1, 3—;2]]—>/\/(Z, 12)

MN = (=3,6) QP =(—3,6)
MO = (—7,—6) NP =(=7,-6)

Aixi doncs, es forma un paral-lelogram.
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077 | Calcula el centre d'un paral-lelogram del qual coneixem tres vértexs: (5, —1), (9, 5)
i (—1, —5). Quantes solucions té aquest problema? Per qué? Fes un dibuix
en el qual es vegin totes les solucions.

Anomenem els punts: A(5, —1), B(9,5) i C(—1, =5).
AB = (4,6)
Fem una translacié amb origen a Ci vector (4, 6), i obtenim un punt D,
que forma un paral-lelogram: D(3, 1).
Calculem el centre del paral-lelogram, £

9—-1 5-5
(x, )/)[ 2 ]%E(‘%O)

2 2

Fem una translacié amb origen a Ci vector (—4, —6), i obtenim un punt D',
que forma un paral-lelogram: D'(—5, —11).

Calculem el centre del paral-lelogram, £".
9-5 5-1
X, y)=|— —
Y [ 2 2
CB=(10,10)

Fem una translacié amb origen aAi vector (10, 10), i obtenim un punt D”,
que forma un paral-lelogram: D" = (15, 9).

]—)E'(Z, -3)

Calculem el centre del paral-lelogram, £":

15-1 9-5
(x, y)=[, ]%E”(Z 2)
2 2
Aquest problema té tres solucions:
Y Y
b

8
o

1 1 iy

1 o X
L%l

078 | Troba l'equacié de la mediatriu del segment que té com a extrems (1, 5) i (—3, —7).
Anomenem els punts: P(1,5) i Q(=3, =7).
Calculem el punt mitja, M: M(—1, —1)
Trobem el vector PO = (—4, —12)
Un vector normal a PO és (—3, 1).
L'equacié de la mediatriu és:
X+1  y+1
T
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079 | Unangle recte té el vertex al punt A(3, 4)
i l'equacio de la bisectriu és 2x —y — 2 =0.

Troba les equacions que defineixen els costats
d'aquest angle.

La bisectriu té per vector director (1, 2).

Escrivim l'equacié punt—pendent dels costats:
y—4=mx—3)—> —-mx+y—4+3m=0

Apliquem la férmula de I'angle entre dues rectes:

cos 45° — ld,-c,+d,-cl _}\/5 [1-142-ml

Ja+d o+ 2 Jrr2 Jrim

- m=-3, m:i
3

Les equacions sén:3x+y —13=0 —%x+y—3:0

xX=3+X
080 | Troba una recta que formi un angle de 60° amb la recta i que passi
=—1+3X
pel punt (—4, 2).
Apliquem la férmula de I'angle entre dues rectes:
ld,-c,+d,-c] [1-143-m]

1
- =

J&+dd Jera 2 Pz P

6]§E(x+4)

cos 60° =

Les equacions sén: y — 2 =

—6+ 5413
y—2—+3J—(x+4>

1

081 | Calcula el valor de k perqué les tres rectes: 2x + 5y — 1 =0, —x+ 2y + k=0i
4x + 7y — 5 = 0 es tallin al mateix punt. Determina les coordenades d'aquest punt.

Trobem les coordenades del punt de tall:
2x+5y—-1=0
4x4+7y—5=0
—342-(-N+k=0—>k=5

}—)(3, =1

082 | Troba els angles del triangle que té com a vertexs (3, —5), (1, 6) i (—3, 2).
Anomenem els punts: A(3, —5), B(1,6) i C(—3, 2).

AB=(-2,11) AC=(-6,7) CB=44)

cos o = [=2:.(6)+117] —a=30°17" 4721"
J=27 17 =6y + 72

S Sk b L NI S P

JEr+11 Jar 1 a2
180° — 30°17'47,21" — 55° 18" 17,45" = 94° 23'55,34"
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Troba un punt de la recta 2x — y + 18 = 0 que equidisti
dels punts (3, —1)i (7, 3).

Aillem y de l'equacio de la recta:
y=2x+18
Els punts de la recta son de la forma: (x, 2x + 18)

Com que els punts han d'estar a la mateixa distancia de la recta,
tenim que:

Jox =37+ 2x +18 = (=) =J(x =7 +(2x+18 37 — x =4

2-(—4)+18=10
El punt és (—4, 10).

084 | Troba l'equacio d'una recta r que passi pels punts (5, —4) i (3, 6),

085

i després, l'equacio d’'una recta s paral-lela a ri que estigui a 8 unitats
de distancia.

U,=U,= (=210
Xx=5-=2X\ —>X75:u—>5x+y—2120
y =—4+10Xx -2 10

Calculem els punts que disten 5 unitats de la recta r:

_ A +8y, +Cl N

dp, n 5

Agafem els punts(], 16—5\/%) i (1, 16+5\/£).

Les rectes sén:

x=1-=2\
y_16—5\/£+1ox}
x=1=2\
y—16+5@+wox}

Determina un punt a l'eix d'abscisses que estigui a la mateixa distancia
x+1 y—4
P

del punt A(5,4) que de larectar:

Escrivim l'equacié general de la recta, r:
3Xx—4y4+19=0
Agafem un punt P(x, 0) de l'eix d'abscisses:
|3x —4-0+9]
= X
3+ (—4)

(5-x)*+16 =2

El punt és (2,0).

5 x4 1y =21 _>y=75x+2175x/26

JA? &+ B2 NESERE y=75x+21+5\/£
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086 | Donats els punts P(—3, 2) i Q(5, 6), determina l'equacié de la recta que passa
per Pique dista 5 unitats de Q. Aquesta recta forma un angle amb la recta

que uneix Pi Q. Calcula quina mida té.

Calculem les rectes que passen per P:

Xx+8+C=0 22 c—3_28

X+By+3—2B=0
Determinem les rectes que disten 5 unitats de Q:

d(Q, 5):w:5%|48+8|:5

VTP + B?

Les rectes que busquem sén:

+3z—5@y —64 41055
9

+3+———2=0
9

324 54/55 —64 —10+/55

SiXF Ty 43— " =0
9 9

El vector director de la recta que uneix Pi Q és: PQ = (8,4) =

ui:[m, 1]—(—32+5\E, 9)

9

Determinem I'angle format, que és igual per a les dues rectes:

2.(=32 4555 ) +1-9]

1+8 —

325455

=
9
32 4 54/55

b, = 5

2,1.

Cos a = =0,2074 - o =78 1" 33,69"

J2 4 ~\/(—32+5JE)2 + 9

087 | De totes les rectes que passen pel punt A(2, 3),
calcula la recta que determina segments iguals
quan talla els eixos cartesians.

Les rectes que passen per A son de la forma:
y—3=mkx—2)

Aquestes rectes tallen els eixos en els punts:

—34+2m

0,3 —2m) [+, o]

m

| com que la distancia a Iorlgen (0,0) ha de serigual:

\(3—=2m)? —3+m 2m — Hi ha tres solucions.

m,=-1- yf—x—i—S
m,=1— y=x+1

m? o3,
) 2
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088 | Troba l'equaciod de la recta que talla els eixos de coordenades als punts (3, 0) i (0, 5).

L . X
Comprova que aquesta equacioé es pot escriure de la forma: — + B
3 5
Comprova també que si una recta talla els eixos als punts (a, 0) i (0, b), 'equacio
. X
es pot escriure de la forma: — + Y
a
Aquesta manera d'escriure una recta s'acostuma a anomenar forma canonica
o segmentaria.

Calculem el vector director de la recta: U, = (3, —5)

X=3_ Y X 4L Y XY
3 -5 3 5 3 5

Trobem el vector director de la recta:

U,=(a —b)

X=d _y X _a__ ¥y _ X V_,
a —b a a b a

089 | El punt (—4, 2) és el vértex A d’un triangle que té el costat a localitzat sobre
la recta 3x + 2y + 18 = 0. Lequacio de la mitjana que surt del vertex C
ésx+ y+ 5 =0.Determina els vertexs Bi C.

Determinem el punt C, interseccié de la recta r i la mitjana:

3x+2y+18=0 (8 3)
X+y+5=0

El punt B és de la forma:

[ —3x—18

X, ————

2

I el punt M és de la forma:
(t, —t—15)

Aixi doncs, tenim que:

— 2 = _

(t, =t—=5)= X 4, - 2 - 2

2 2 —3x—18+4 t=-3
_t_szf

B(—2, —6) M(=3,=2)
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090 ' Comprova que aquestes rectes sén paral-leles:

x—1 y+4
6 8

r: s: —4x+3y+6=0

Demostra que tots els punts M que obtenim pel procediment seglient se situen
sobre una recta, i calcula’n I'equacio: «Agafa un punt A de la recta riun punt Bdes,
i troba el punt mitja M del segment d’extrems Ai B.»

u,=(68),u,= (3,4
Com que els vectors directors sén proporcionals, les rectes sén paralleles
o coincidents.
Agafem un punt A de ri comprovem si verifica les equacions de s:
A1, —4) —4-143- (-4 +6=0
Per tant, les rectes son paral-leles.
Expressem les rectes de forma parametrica:
L X =T46) } X =6 }
y =—4+8X\ y =248
Els punts mitjans son:

1+ 6A+ 60 —4+8\+8u) (]
[ as 2+ L +2 + “]—[2+3<x+u),—2+4(x+u)

Aixi doncs, sifem t = X + p, els punts que es demanen se situen sobre la recta:

1
X=—+3t
2

y=-2+44t

Els punts (2, —1), (5, 3) i (10, 3) son tres vértexs d'un rombe. Troba el quart vertex
i calcula I'area del rombe.

Calculem la distancia entre els vertexs:
JE-27 +B3— (=17 =5
Jio—27 +3— (-7 =+80
Ji0—57 +(3-37 =5

Aixi doncs, els punts (10, 3) i (2, 1) sén vertexs no consecutius del rombe.
Per tant, els altres vertexs, (x, y) i (5, 3), sén a 5 unitats dels anteriors.

JI0—xP +G—yr =5] _x=5y=3 }
Jo—xP+(=1—yp =5| x=7 y=-~

El quart vertex és (7, —1).

Calculem l'altra diagonal i I'area:

J =57 +(=1-37 =20
p.d _ oo\

2 2

A= =20 u’
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092 | El centre d’'un hexagon regular és el punt (6, —2)
i un costat esta sobre la recta d'equacio:
—4x + 3y + 5 = 0. Determina'n les coordenades A
dels vertexs i I'area. RN

Calculem la longitud de I'apotema:

j— . o | — —|/ \'—
don o lma63- 945l
(4 +3°
2
103
Trobem la longitud del costat: ¢ =, |5 + [;] - Cc= ;/— u
. . 10;@ .
-a
Determinem l'area: A = ; £ = ; =503 o
Calculem els punts que disten 10;/? de Ai pertanyen a la recta donada:
43
o\/— =342 y1—1+—
=J6—x7 +(=2-y7 | _,
\/,
—4X+3y+5:o X, =—J3 +2, y2:1—4T

B|V3 421 4f] [J—+2 4f]

Dos vertexs més son simetrics als vertexs calculats respecte de A.

443
1+ 4y
6, —2) = £+2+X, 3 —>D[O J3, S\F]
2 2
6, —2)=|— S;HX, 32 — E[10+/3, —5+]

Per calcular la resta de vertexs, hem de tenir en compte la longitud dels costats.

2
YNE 1043
0“‘\/7_) =+ 3 —Y]— 3 x=6 y=-2
B
- 8
\/\FH W) +4f_y]2w§ x=2V3 46, y =22
3
FNERER RERTINEY
+—5_T_y = 3 X:6/y:72
- J3
8
2 = — - —_—
\/ N X ]_4\/?_)/]_105 X 2\/§+6,y 3 2
3 3

[2\/—+6 8fz] [ 213 +¢, ,i,z
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093 | Dos vertexs no consecutius d’'un rombe estan als punts (3, 1) i (9, 9), i un dels costats

) el al X=5+X
és paral-lel a arectay:_1_2>\

la longitud del costat i I'area.

.Troba les coordenades dels altres vertexs,

Calculem les equacions de les rectes
que passen pels vertexs coneguts A(3, 1)
i C(9,9),i5s6n paralleles a la recta donada:

X=34+X Xx=94+X\
y=1-2X y=9-2\

Trobem la mediatriu del segment que uneix
els vértexs donats:

Punt mitja: M(6, 5), i vector: vV (6, 8) — 1 (8, —6)
X =6+ 8

y=5-6p

Determinem el punt de tall de la mediatriu amb els costats:

34x=6+81]  [\=-5
T—2x=5-6p w=-—1

| obtenim, aixi, les coordenades d'un dels altres dos vertexs: B(—2, 11).

9+x=6+8u] , [x=5
9—2N=5—"6p p=1

[ '4ltim dels vertexs esta al punt D(14, —1).

Fl costat fa: c = d (A, B) = |ABl = J(=2) =37 + (11— 1% =125 =5J5 u
[ I'area és:

a=Pd_
2

%(\/62 +8’ -\/(147(72))2 + (=N =117 )%(10~20) =100 u?

094 | EnJoan ila Margarida es miren |'un a l'altra a través d'un mirall situat segons
la recta d'equacié y = —x + 2. La Margarida és al punt (—9, —1) i en Joan, a (—4, 3).
Quines coordenades té el punt M al qual miren?
Margarida Trobem el vector director de la recta donada:
U)r - (1 ;T ])
Un vector perpendicular és o, = (1, 1).

La recta, perpendicular al mirall, que passa
per on hi ha la Margarida és:

X=-=94+X
y==1+X

Mirall

Determinem el punt de tall de les dues rectes:

—T+X=9—-X+2>X=6—>(-3,5)
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Calculem el punt simetric respecte del mirall, B":

(-3,5 = [X_g, y_]] —B =31
2 2
. . , . X =—AEN
Repetim el procés amb I'altre punt donat i obtenim J". Y =342
T4x—4-A42or=> |2 2
2 2 2
[_5, 2 - X74I m — J'(=1, 6)
2 2 2 2

5 ) | ) X =-=9+8X\
eterminem la recta que passa per (—9, 1) i per J" Y= 147

lculem | perp Tt
Calculem la recta que passa per (—4, 3) i perB.y — 348

Trobem el punt de tall de les rectes:

—9+8\=—4+7p 4 1
-\
—14+7N=3+8

El punt de tall és: [— B, 23]
5 5

Calcula les mediatrius del triangle de vertexs (—1, 1), (7, —1) i (5, —3). Prova
que es tallen al circumcentre, que és el centre de la circumferéncia circumscrita
al triangle. Comprova que podem tracar una circumferéncia que passa pels tres
vertexs amb centre en aquest punt. De quina mida és el radi?

Anomenem els punts: A(—1, 1), B(7, —1) i C(5, —3).
Calculem el punt mitja, A’ del costat BC: A'(6, —2)
Trobem un vector perpendicular al costat BC: (-2, 2)
L'equacié de la mediatriu que passa per A’ és:

x=6 = yr2 —>x+y—4=0

-2 2
Calculem el punt mitja, C', del costat AB: C'(3, 0)
Trobem un vector perpendicular al costat AB: (1, 4)
L'equacié de la mediatriu que passa per C' és:

Xi_g:l—wufyqz:o

1 4
Calculem el punt mitja, B, del costat AC: B'(2, —1)
Trobem un vector perpendicular al costat AC: (2, 3)

L'equacio de la mediatriu que passa per B’ és:

-2 1
X _Jyt N

3x—2y—8=0
5 Y
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Determinem el punt de tall de les mediatrius:

X+y—4=0 X:E

4x—y—=12=0 > >

3x—2y—8=0 y:%

El circumcentre és:

[16 4]
55

Calculem la distancia del circumcentre als vértexs i comprovem que és igual.

Wf]l“]z e,
Jy_f]2+[_1_g]2 fo
Jsf]ﬁ[gg]z _

096 | Troba les mitjanes del triangle de vertexs (—4, 6), (3, 0) i (—2, —3). Prova que es
tallen al baricentre. Comprova que els vertexs d’'un triangle tenen coordenades
(%1, y1), (2, ¥2) i (x3, ¥3), i les coordenades del baricentre sén:

[X1+X2+X3 Vit Y.+ Vs
3 3

Anomenem els punts: A(—4, 6), B(3,0) i C(—2, —3).
Calculem el punt mitja, A, del costat BC:

A’[‘Iy 3]
2 2

Determinem la mitjana que passa per AA"

x+4 y—6

—>15x4+9y+6=0
-9 15

Calculem el punt mitja, B’, del costat AC:

B’[B, 3}
2

Trobem la mitjana que passa per BB8™

— = 3x—-12y+9=0
12 -3
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Determinem el punt mitja, C’, del costat BA:

2
2

Calculem la mitjana que passa per CC*

x+2 y+3
3 12
Trobem el punt de tall de les rectes:

—12x =3y 4+15=0

15X+ 9y +6=0 .
—3x—12y+9=0 —>X:_ }%EI baricentre és (—1, 1)
12x =3y +15=0

Donats els punts P(x;, y1), Q(xy, ¥) i T(X3, y3), determinem el punt mitja, P,
del costat QT:

P,[xz+x3 yﬁn}
2 2

Trobem la mitjana que passa per PP"

X=X _ Y= N X=X _ Y=
X2+X3_X )/2+)/3_y Xy 4 X3 = 2X Yo+ Ys— 2%
1 1
2 2

Calculem el punt mitja, Q', del costat PT:

Q,[X1+X3 YWJF)/s]

1

2 2

Determinem la mitjana que passa per QQ™:

X=X _ Y= N X—X _ Y=
X1+X37X )/w'f')/siy X, + X3 — 2X, ity =2y,
2 2
2 2

Trobem la interseccié de les rectes:

X — X _ Y =N X_(y_yw)(xz"‘xa_z)ﬁ)ix
= = 1
Xy + X3 = 2x Vot ys =2y N Yoty =2y,
X—X _ Y=Y X_(Y_Y2)<X1+X3_2X2)_X
= = 2
XN+ Xs=2% Yty =2y, ity =2y,
N = y)x; + X3 — 2x)) X = v = y)x + x5 — 2%,) —x
Y> +Y372)/1 YW+Y372YZ
Sy = Vit Yo+ Vs
3
Substituim, i tenim que:
_ XNt
3 .
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Larectaenel pla

097 | Considera el rectangle del pla representat en el dibuix (recorda que rectangle és un
quadrilater en que els quatre angles sén rectes).

Y

A X
a) Sabent que les coordenades de A sén (0, 0) i les de B sén (3, 4), calcula la longitud
del costat AB.

b) Escriu l'equacié de la recta determinada per Ci A.

c) Determina les coordenades del vértex C sabent que la longitud del costat CA és
doble de la del costat AB.

d) Calcula les coordenades del vertex D.

a) Distancia: d(A, B)=+J(3—07° +(4—-0) =5
b) Recta: La recta ryc queda determinada pel punt A i un vector perpendicular
aAB—n = (4,—3),0sigui

x—0 -0
—="—>5r:3x+4y =0
2 3 'aC y

c) Vertex C:
4 ) 5 4 Y
Cernc—»Clc ) dA O)=10= [(c) +|-Z¢

d) VertexD:
D=C+AB=(6,—8)+ (3,4 = (9, —4)

098 | Un triangle rectangle té el vértex A, corresponent a I'angle recte, a l'origen
de coordenades. Un altre dels seus vertexs és el punt B(2, 4), i la hipotenusa
té per equacié la recta x = 2. Calcula:

a) Les equacions dels costats ABi AC.
b) Eltercervertex C.
c) L'area del triangle.

a) Lesequacions son: ry:y=2x,1altra és perpendicular i passa per l'origen:

1
Le'y=——xX

2
X =2
b) Per calcular C: 1 - C2, =1
y=——x



SOLUCIONARI

base xaltura _ [BC|- d(A, )  5-2

c) Lareaval:S = =5
2 2 2

Y
T5
T4 #8
T3
..2 o

| Y [

2 -1 [0 2 3 4 X
T—1 e
! ¢ Telr

099 | Els punts A=(1,2)i D= (5, 4) representen els vértexs oposats ¥
d'un quadrat, tal com s'indica a la figura.

a) Calcula el punt mitja M de la diagonal AD del quadrat
(M sera el centre del quadrat).

b) Escriu l'equacié de la recta que passa per Mi és A
perpendicular a la diagonal AD (aquesta recta sera l'altra B
diagonal del quadrat).

¢) Calculales coordenades dels altres dos vértexs Bi C del quadrat.

a) ElpuntM = []—;5/ 2—;4] = (3, 3)

b) Recta: ry perpendicular a AD: queda determinada pel punt M i un vector
perpendiculara AD = (4,2) - 0 = (2, —4), 0 sigui:
x—3 y—3
LSl 22X 4y =9
5 ) 'AC Y

c) Vertexs CiB:Soén punts de la recta anterior i verifiquen que
d(C, M) =d(B, M)=d(A M)=y/B-1 +(3-27 =5

Cen —Cle, 9-20) 1 diC, M) =15 = Jc— 37 + (99— 20— 3)
c=2
c=4
que ensdénaels dos puntsc=2—C(2,5 ic=4—-C4,1)

(C—3)2+(6—2C)2:5%5C2—3OC+4O:O—>{

Y
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Larectaenel pla

100 | Altriangle de vértexs A= (0, 3), B=(3,7) i C= (6, 0) determina:
a) El perimetre.

b) L'equacio de la recta perpendicular al segment BC que passa per A, és a dir, I'altura
del triangle des del vertex A.

c) Ladistancia del punt A a la recta que conté el segment BC.
d) La superficie.

a) Perimetre: P = d(A, B)+ d(B, C)+d(C, A), on d(AB)=+/3"4+4% =5,

=3+ — 58 i d(C, A== =45,
pertam,P:5+\/§+JE:19,32 u.

b) Recta altura: Determinada per A(0, 3) i un vector perpendicular a BC=(3,-7);

osigui,ﬁ:(7,3)—>XT_O:)/T_3—>3X—7>/:—

) Distancia de A a la recta ry: ~— 3_y-7 S 7x+3y=42u.

3 —7
[7-04+3-3— 42| 33
N7+ 3 V58
b It
d) Superficie: I'area d'un triangle es calcula S = w, on
base = |BC| = d(B, C) =+/58 u.
|7-0+3-3-42] _ 33
N7 43 V58
J58 33

d(A, 1) =

Altura = d(A, 1) =

base x altura 58 3,
S= = - 22y
2 2
Y
19 Tec
15 \s
hs
T6
45
14
A3
12
1 -
) _Oiz's'ziée\%éé'x
L1

101 | Untriangle té dos vertexs AiBen els punts A= (0,0) i B= (2, 0). L'area del triangle val 3.

a) Sabent que el tercer vertex C té ordenada positiva i esta situat sobre la recta
2x+y+ 5=0, calcula les coordenades de Ci el perimetre del triangle.

b) Dibuixa'n la grafica corresponent.
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SOLUCIONARI

a) Labase deltriangle val |AB| = 21 la recta r,s: y = 0. Si l'area és 3

5:%:3+h:3

Per calcular el vertex C, sabem que C € r — C(c, —2c —5):iel puntés (—1, —3).

El perimetre val:
P=d(A B)+dB, C)+d(C, A =
=24 (=32 + (=3 +47+3 =2+3V3 +410 u

) axiy+s=0 "4

n n n n IA-- 1 B n
T a3 o2 Tx

Determina l'equacié de la recta paral-lela a la bisectriu del segon i
que passa pel punt (0, a).

Determina el valor de a perqueé la recta anterior determini en el p
un triangle d'area 8 amb els eixos.

Quina és la distancia d’aquesta recta a l'origen de coordenades?
Quina és la distancia d’aquesta recta al punt (—4, 0)?

quart quadrant

rimer quadrant

a) Recta parallela a la bisectriu: y = —x + h. Si ha de passar pel punt

A(0,a) > h=a— Equacié:y= —x+a.

b) La recta anterior talla I'eix d'abscisses en el punt

y:X+a}—>x_aaB(a, 0)

y=0 '
amb la qual cosa ens queda un triangle rectangle de base a i altura a
s _ad _g 4y

2 2 2!

o Distancia: d(0, ) = |1-2F 2 o

d) Ladistancia sera: I 1
d(P,r):—”‘”Jq]O *l=su =5 5T 0]
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Larectaenel pla

103 | El costat BCd'un triangle esta sobre la recta d'equacié 3x — 2y + 1 = 0. El vertex A
té coordenades (2, —1). Determina el peu de l'altura relativa a A.

Recta perpendicular a rgc que passa per A (recta altura):

%_\52'_1) _ }%hA:X2y(1)ehA:2X+3y1
dee =(2,3)>n=3 -2 3 )

El peu que busquem és el punt d'interseccié de les dues rectes:

2x 43y =1 6x+9y =3 13 13 13

Y

104 | a) Dibuixa el graficde lesrectes3x —y —1=0ix+3y—12=0.
b) Demostra que les dues rectes anteriors sén perpendiculars.
c) Calcula el punt d'interseccié de les dues rectes.

d) Considera el triangle format per les dues rectes anteriors i per I'eix d'ordenades.
Calcula'n l'area.

a) vy s
1 I
lg ;
Ie /0
16
17 I
\ C
1 *+3y
12 v
S0
1 5
00y "4 6 8 10 12 ~x
-2
—4
b) El vector director d'una recta Ax + By + C =0, aixi doncs, en aquest cas:

E
d,=(1,3)id, = (=3, 1). Fem el producte escalar:

d-d=1-(=3)+3-1=0

per tant, son perpendiculars.
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SOLUCIONARI

Busquem el punt de tall de les dues rectes:
3X—y= —3y =
Xx—y=1]_9x-3y=3
x+3y =12 X+ 3y =12
El punt de tall de les dues rectes amb l'eix d'abscisses és:

3X_y_1}%A[1, o] i X+3y_12}—>8(12, 0)
y:O 3 y=O

}%10x:15—>x:iﬁC il
2 2 2

Considerem el triangle de base AB i la seva
altura. La base val:

base = d(A, B) = %

i laltura és

7

h=d(C, rg)=—
2

per tant, I'area val

_ basexaltura 135 7| 275 2
32) 12 T*

S

2 2

Els punts de coordenades (5, 2), (—5, 2), (—5, —2) i (5, —2) son els vértexs
d'un rectangle, i els punts (2, 5), (—2, 5), (—2, —5) i (2, —5) sén vertexs d'un altre
rectangle. Dibuixa els vuits punts i uneix-los per formar un octagon.

a) Esisogon? c) Escriul'equacié dels costats de l'octagon.
b) Esregular? d) Calcula'n l'area.
Y
B 6 A
5
L4
; = .
8, 3 A
-

Tots els angles son iguals i valen 1359; aixi doncs, és un poligon isdgon.
No és regular ja que els costats no tenen la mateixa longitud:
AB=BC' =CD=DA=4iB88=CC=DD"=AA=32
Equacio dels costats:

AB:y =5 BB y—5=x+2

D:y=-5 DD"y+5=x-2

B'C:x=-5 CCy+5=—(x+2)
AD" x=5 AA Yy —5=—(x—2)
Area: Es la suma de rectangles i triangles, perd també es pot calcular com
la diferencia entre el quadrat de costat 10 i 4 triangles d'altura 3 i base 3:
3%x3

Area10><10—4[ ]100—1882u2
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Larectaenel pla

106

107

Considera el punt A(2, 3).

a) Dibuixa un rectangle el centre del qual sigui lI'origen de coordenades i un dels
vertexs sigui el punt A de manera que I'equacié d’un dels costats que passa per
aquest vertex tingui pendent 1.

b) Esbrina les coordenades dels altres tres vértexs.
¢) Calculal'equacié dels quatre costats.
d) Calcula l'area del rectangle.

a) Primer hem d'esbrinar el punt simétric de A — C(—2, —3) i l'equacié
del costat AD:y —3 = 1(x — 2) > x — y — 1 = 0. La grafica del rectangle
és la seglent:

Y
=5 e
..4\\ ,'l
44)3)
..3 S/
1 <
A B N
it
4370110 2 3 4 5
D 5! -2
a le1-3
L N 4
_s5

b) Les coordenades que falten sén B(3,2) i D(—3, —2).

) Amésdelarectaly:x—y—1=0,lesaltressonlyey —2=x—3 >x—y+1
lg:y—3=(=Nx—-2)>x+y—-5=0
lpc:y+2=(=Nx+3)>x+y+5=0

d) Larea del rectangle sera A = d(A, B)x d(B, C) = J2 50 =10,

Demostra si el triangle de la figura és un triangle rectangle o no i calcula’n I'area.

Y

6

5

4 1A

3

2 o C
1
11129345678 X
) B

Per saber si és rectangle, I'angle B ha de ser 90° «» el producte escalar
dels vectors BA i BC ha de ser 0.

7
A[O,z] B_A)—[—Z, 9]1 (s, 2)}8C 6, 3)
2) B2, =)

B(2,—1) T

=0
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SOLUCIONARI

BABC=(-2)-6+—3=-124L =0
2 2
per tant, no és un triangle rectangle.

L'area és S = %(b h) = %(d(B, 0)-diA 1)

Tenim d(8, C) =/6> +3 =35 u irBC:XT_SzyT_Z—mny74=o

o-2-2 4
11

2
dA )= 2 1
" P4 (=20 J5

1 11 33
L'area: S = —|3V5 4—]:—u2
2[ V5 2

PREPARA LA SELECTIVITAT

Sigui rla recta d'equacié 3x — 5y + 2 = 0. Troba les equacions de les rectes paral-lela
i perpendicular a r que passen pel punt (—15, 4).
(=15,4)er -
Parallela: 3x — 5y + k = 0——>3(—15) —5-4 + k = 0 — k = 65; aixi doncs,
r:3x—>5y+65=0.
Perpendicular: El vector director sera el normal a de (5,3) = n = (-3, 5); per tant,
la recta sera: s: LB: u—> 5x+3y+63=0.
3 5

Determina el valor de a perqué la recta x — 2ay = 1 la recta x + 3y = 8 siguin:
a) Paral-leles.

b) Perpendiculars.

a) Paralleles: il = —2a —-2a=3—>a= 3
1 3 2

b) Perpendiculars:

ULU—>U0-U=0-2a ) (-3 1)=76a+1:0—>a:i
Considera els punts del pla A(2, —1) i B(0, 3) i larecta rd’equacié x+y — 2 =0.
Calcula les coordenades d'un punt C de r que estigui alineat amb Ai B.

Sera un punt C(¢, ¢,) € T&C(QQ —q).

Els punts A, Bi C han d'estar alineats:

AB||BC = (=28 (c;, 1= ) > —= = Sa=1-C0
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Larectaenel pla

4 | Escriu l'equacio de les dues rectes que passen pel punt (3, 2) i formen un angle
de 45° amb l'eix de les x tal com s'indica en el dibuix segiient:

o (3,2)

o o

V45 45°¢

Rectar: AG.2) o S>y-—2=1x—-3)>x—y=1
m=1tg 45" =1
A(3,2)
Rectas: >y—2=(-Nx—-3)—>x+y=5
{m:tg (—45° )= —1 Y = ) Y
14
+6 s.'x+y:5
L s /
14 ﬁ//\
T3 3,2) \_}/
+2 o
1

= 011éé4'5'x

5 | L'eix OXrepresenta la banda d’una taula de billar. Una bola que esta situada
al punt A(1, 6) ha de tocar una bola situada al punt B = (5, 2) després d’haver
rebotat a la banda (quan una bola de billar rebota a la banda, els angles o i 3
de la figura sén iguals).

Determina:

a) El punt exacte Pon la bola hauria de tocar amb la banda.

b) L'equacio de la trajectoria inicial que ha de seguir la bola.

¢) L'equacié de la trajectoria que segueix la bola després d'haver topat
amb la banda, fins a tocar la bola en el punt B.

d) L'angle entre les trajectories APi PB.

s

B

apAB
P X

a) Busquem el punt B simetric a B respecte de l'eix d'abscisses: B'(5, —2).
Els punts A(1, 6), P(x, 0) i B'(5, —2) han d'estar alineats, o sigui que
x—1 0—6 x—1 6

_ N _

= =——>x=4
5-—1 -2-6 4 8

El punt és P4, 0).
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SOLUCIONARI

b) Equacio: r: x=4 _y=0

— 2 2x+y=28

c) Equacio: rs: % _ =0 o —y=28

PA-PB_ (=3)-146-2 9

|PAl-|P8| Ja2 s J210

d) Angle: cos v =

Cadascuna de les rectes del grafic passa, almenys, per dos punts de coordenades
enteres.

a) Troba les equacions de les dues rectes.
b) Determina el punt d'interseccié P.

a) Agafem l'equacié segmentaria de cada recta:
_ {A(—i 0) y

X
- —+==1=22x—-3y=-6
80,2 3 2 y

C(—=1,0) X y
: - —F+—=1x+y=-1
{Dw, N I g

b) Puntde tall:
2X — =— — —
X — 3y 6 _)2)( 3y 6
Xx+y=—1] "3x4+3y=-3

}—)5)(:79—))(:72—)/3[72,*
5 5 5

=51°36"23"

:
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Sistemes d’inequacions lineals

Viatge a Laputa

Vaig sol-licitar permis al rei per anar a veure les curiositats de Lapu-
ta. Me'l va concedir de bon grat i va ordenar al meu preceptor que
m’acompanyés. El que més m'interessava saber era a quin principi na-
tural o tecnic devia I'illa la seva capacitat de moviments. A continuacio
n’ofereixo un informe filosofic al lector. [...]

En virtut de la forca magnetica d’aquesta pedra, l'illa s’eleva, descen-
deix i es trasllada d’'un cant¢ a l'altre, perque un dels costats de I'imant
esta dotat de poder d’atraccio i l'altre de repulsio respecte de la part del
planeta on s’estenen els dominis del monarca. Col-locant-lo en posicio
erecta amb el pol d’atraccio encarat cap a terra, lilla descendeix; pero
quan és l'altre extrem el que es dirigeix cap a baix, la forca repulsiva
la fa pujar cap amunt. Quan la posicié de la pedra és obliqua, el mo-
viment de l'illa també ho és, perque les forces d’aquest imant sempre
actuen en paral-lel a la seva direccio.

Amb el moviment de translacio obliqua, lilla recorre les diferents
parts del domini reial. Per explicar aquest sistema de desplacament,
tracarem una linia imaginaria A B que dividira el territori de Balnibarbi
per la meitat. Amb ¢ d representarem I'imant, on d sera el pol d’atrac-
ci6 i c el de repulsio, i situarem Tilla al punt C. Posem ara la pedra
en posicio ¢ d amb el pol de repulsi6 cap a baix i tindrem que lilla
experimentara un moviment d’ascensié oblic vers el punt D. Quan
hagi arribat a D, farem girar la pedra sobre el seu eix fins que el pol
d’atraccio ens quedi encarat al punt E: Tilla es traslladara obliquament
cap a E. Si aleshores tornem a fer girar la pedra sobre el seu eix fins a
obtenir la posicio E F, amb el pol de repulsio cap a baix, lilla s’elevara
obliquament cap a F. Des d’aquest punt, dirigim el pol d’atraccio6 cap
a B1ipodrem desplacar l'llla a G. De G podem passar a H, fent girar la
pedra de manera que I'extrem repulsiu miri cap a baix. I aixi, canviant
lorientaci6 de la pedra d’acord amb cada necessitat, l'illa es fa pujar i
baixar alternativament en direcci6 obliqua, i amb aquesta combinacio
de moviments ascendents i descendents (I'obliquitat és de poca consi-
deracio) va passant d’'una part a l'altra de I'imperi.

Cal dir, pero, que aquesta illa no es pot moure més enlla de I'extensio
dels dominis de terra ferma i que no es pot elevar a una altura de més
de 6.436 metres. [...]

JONATHAN SWIFT
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Sistemes d'inequacions lineals

001

002

003

001

ABANS DE COMENCAR... RECORDA

Calcula tres valors de x que siguin solucié d’aquestes inequacions:
a) X+5<—2 by X —4>0 0 —3x—2<3
5 2
a) Tressolucions sén:x=—8,x=—-9ix=—-10

b) Tres solucions son: x =10, x=12ix= 14
c) Tressolucionsson:x=0,x=1ix=2

. o]
Resol la inequacio ;x —4 < 3x + 1.Raona els passos que fas per resoldre-la.

Siresolem l'equacié associada % — 4 = 3x + 1,0obtenim x = —2, que divideix

la recta real en dos intervals: (—oo, —2) i (—2, +00). Els punts de (=2, 4+-0), com
també el punt —2, verifiquen la inequacié donada; aixi doncs, la solucié és [—2, +o).

Calcula les solucions d’aquests sistemes d'inequacions:
a) x+3>5 b) 15+7x>8
2x —1>1 3x <14x+ 6

a) X+3>5->x>2
2Xx—=1>11->x>6

Aixi doncs, la solucié del sistema d'inequacions és (6, +).
b) 154+7x>8 = x> —1

3X<14X+6%X>;6
11

y . p . .| =6
Per tant, la soluci¢ del sistema d'inequacions és ETE +oo]|.

ACTIVITATS

Dibuixa la regi6 del pla que determinen les solucions de les seglients inequacions
lineals amb dues incognites:

a) x+y<4 b) 2x+3y> -2 c x—3y<0 d —x—y>-2

a) x4y =4 — Recta que talla els eixos en els punts (4,0) i (0, 4).
Els punts de la regié¢ inferior, sense incloure-hi la recta, verifiquen la inequacio.




SOLUCIONARI

b) 2x+ 3y = —2 — Recta que talla els eixos en els punts [O, 2] i(—=1,0).
3

Els punts de la regié superior, sense incloure-hi la recta, verifiquen la inequacio.

Y

c) x—3y=0— Recta que talla els eixos en els punts (0, 0) i passa per (3, 1).
Els punts de la regié superior, sense incloure-hi la recta, verifiquen la inequacio.

Y

d) —x—y=—2— Recta que talla els eixos en els punts (0, 2) i (2, 0).
Els punts de la regi¢ inferior, sense incloure-hi la recta, verifiquen la inequacio.

002 | Determina inequacions les solucions Y4
de les quals sén aquestes regions del pla:

Recta que passaper (0,3)i (—1,0) >y =3x+3

Com que el punt (0, 0) es troba a la regid, ’]
deduim que y < 3x + 3. També val qualsevol
inequacié equivalent a la donada. 1y X
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Sistemes d'inequacions lineals

003 | Resol aquests sistemes d'inequacions de dues inequacions i dues incognites.

a) —2x+ y <2 b) —x+2y <4
2x —3y > -2 2x —4y <1

a) —2x+y=2— Recta que talla els eixos
en(—1,0)i(0,2).
2x — 3y = —2 — Recta que talla els eixos
en (1,0)1[0, 2 .

3

El punt (0, 0) verifica les dues inequacions.
La solucié del sistema esta formada per la
regi6 del pla limitada per les dues rectes
(incloent-ne els punts) i que conté aquest punt.

b) —x+ 2y =4 — Recta que talla els eixos
en els punts (0, 2) i (—4, 0).
2x — 4y =1 — Recta que talla els eixos

b5

El punt (0, 0) verifica les dues inequacions.

La solucié del sistema esta formada per la
regio del pla limitada per les dues rectes
(incloent-ne els punts) i que conté aquest punt.

004 | Resol el sistema d'inequacions lineals seglient:

x+y <1
—2x —y <1
x <4
y=>—4

Representem les rectes associades:
X+y=1-="2x—y=Nlix=4y=—4

El punt (0, 0) verifica les quatre inequacions;
aixi doncs, la solucié esta formada per la regié
del pla delimitada per les quatre rectes

i que conté el punt (0, 0).

005 | Donada la funcio f(x, y) = x + y, dibuixa en el pla la recta solucié que surt
per al valor f(x, y) = 10.
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SOLUCIONARI

006 | Representa graficament la regié del pla que és solucié del conjunt de restriccions

seglent:
x>0
y =0
x <2y
x >10
Y
241
204
T x=10
161
121
8..
i =
— 174 g2 16 20 24x
T4

007 | Dibuixa la regio factible que representen aquestes restriccions:

a) 3x—y>1 b) 2x+y >1
2x —y <6 —X—y>6
x>0 x>0
y<0 y<0

a) Representem les rectes associades a les inequacions: 3x —y=1,2x — y =6,
x=0;y=0.Siimposem les condicions del sistema d'inequacions, obtenim

una regio¢ factible acotada de vertexs A0, —1); B0, —6); C(3,0) i D[; 0]4

b) Representem les rectes associades a les inequacions: 2x +y =1, —x — y =6;
x = 0; y = 0. Obtenim una regi6 factible no acotada que té com a vertex
el punt d'interseccid de lesrectes 2x +y=1i—x—y=6— (7, —13).
Y
2
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Sistemes d'inequacions lineals

008 | Determina les restriccions que representen la regi6 factible segiient:

Y

Recta que passa per (1,0)i (0,3) > y=—3x+3
Inequacié que no conté el punt (0,0) >y > —3x+ 3
Recta que passa per (—1,0)i(0,2) > y=2x+2
Inequacié que conté el punt (0,0) » y <2x+ 2
y>—-3x+3
Les restriccions que determinen aquesta regio son: y < 2x + 2
y 20

009 | Determina els vertexs de la regio seglient:

w\x

Vertexs: (0, 0),0,1)i (3,0), i el 6 delsistema: Y = T2 |42
ertexs: (0,0), (0, 1)1 (3,0), i el punt soluci¢ del sistema: X+y=3 33

010 | Troba els vértexs de les regions factibles que representen aquestes restriccions:

a) x—y>-5 b) x— y>-5
2x—y <0 2x— y <0
x>0,y>0 x+2y <8

x>0,y>0
a) Y4
1 C
8l

Gttt
Al X

Vertexs: A(0, 0); B(0, 5) i C, que és la solucid del sistema d'equacions:
X—y=-=5

5,10
foy:O}%a )



SOLUCIONARI

Vertexs: A0, 0); B(0, 4) i C, que és la solucio del sistema d'equacions:

Xw_g}%[s,m]

2x— y=0 5 5

011 | Calcula els punts que fan la funcié f(x, y) = x + y maxima i minima en relacio
al conjunt de restriccions segiients:

x>0
y21

3x 42y <18
x+y<7

Calculem el valor de la funcié en cadascun dels vertexs:

3x+2y =18 %A[]6,1]—>f[16,1]:ﬁ
y=1 3 3 3

3x+2y=18

}—)B(4,3)—>f(4,3):7
X+y=7

X+y=7

}%C(O,7)—>f(0,7)—7
x=0

El minim s'aconsegueix en el punt D(0,1) i el maxim s'aconsegueix en qualsevol
punt del segment BC.
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Sistemes d'inequacions lineals

Y
012 | Troba la solucié optima que maximitza la funcié }
f(x,¥) = x+ 2y en la regi6 factible segient:

/y—3
1
en aquests punts: — LN

Trobem els punts de tall i el valor de la funcié

1 X
=0l 40,5 > FA=0+2-5=10 Y
X+y=5 74
XTY =21 g ) fB)=4+2-1=6 °T
X—y=3 5
y=0 _ _ “
- (3,0 =>fC)=3+2-0=3 5
X—y=3
_O 27
iio —D(0,0) > f(D)=0+2-0=0 T
i
Per tant, el maxim s'aconsegueix en el punt A(0, 5).

013 | Determina la solucié optima que maximitza la funciod f(x, y) = 2x — y en aquesta
regi6 factible:
Y

Com que la regi¢ factible esta acotada, el maxim
s'aconseguira en un dels vértexs. Si tracem rectes
paral-leles a la funcié objectiu que passin pels

vertexs, comprovem que el maxim s'aconsegueix

R 9 5 . .
en el vertex D[, ] que és la solucio

del sistema d'equacions: Sx+3y = 15}
X—y=1

El valor del maxim és: 2 - 9_5 _ 13

4 4 4

014 | Troba la solucié optima que maximitza la funcié f(x, y) = x + 2y en la regi6 factible
seguent:




SOLUCIONARI

Com que la regio factible esta acotada,

el maxim s'aconseguira en un dels vertexs.
Sitracem paral-leles a la funcié objectiu
que passin per cadascun dels vertexs,
observem que el maxim s'aconsegueix
enelvertex B(0,5)ival:04+2-5=10

015 | Donada la funcio f(x, y) = x — 4y, calcula, mitjangant els feixos de rectes paral-leles
a la funcig, el punt que l'optimitza en la regi6 factible seglient:

Y
6..
5..
44
3e
2'0
‘|_
°
——t— it
0 2 3 4 5.6 X

A la grafica hem representat les cinc rectes que defineixen la regi¢ factible.

Els punts de tall son els seglents:

X+6§:6) — A(6,0) > f(6,0) = 6+4-0 =6
Xty =4l g3 1l L3 =314 L =5
X+ 6y =06 2 2
X+2y=4 _}C[ZI]_}7[[219]_2_’_4‘9_38:713
x=0 55 55 5
X=0l L p(0,3)5f(0,3)=0+4-3=12
3x+y=3=1 ' '

També hem dibuixat les rectes paral-leles a la funcio f(x, y) = x — 4y
que passen pels quatre vertexs.

1
El valor minim de la funcié a la regié¢ factible s'obté en el punt 8[3, ]
i no hi ha maxim. 2
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Sistemes d'inequacions lineals

016 | Considera la funcié f(x, y) = x + y. Calcula, mitjangant els feixos
de rectes paral-leles a la funcié, el punt que l'optimitza en la regié
factible seguient:

i

—31

A la grafica hem representat les quatre rectes que defineixen la regi¢
factible.

Els punts de tall son els seglents:

x=3 —>/-\3i — 3 = i:E
3x+4y =12 4
s 2] A2 2 =
3x+ 4y =12 7 7 7
X=U S con—fn=1+1=2
x—y=0

També hem dibuixat les rectes paral-leles a la funcid que passen pels
tres vertexs.

Y
5..
3X+4y:12\ _ /
C
>
\V
> 8
11 A
V102 5.6 X
x—y=0 =21
-3+

3
El valor maxim de la funcio a la regi6 factible sobté en el punt A[3, ]
i no hi ha minim. 4

017 | Comprova que el punt (2, 3) pertany al semipla determinat
per la inequacié:

3x—2y <1
Troba les coordenades de dos punts més de la mateixa regié del pla.
El punt (2, 3) pertany al semipla determinat per 3x — 2y < 1.
perque3-2—-2-3=0<1.

Per tant, (0, 0) i (—1, 0) sén dos punts de la mateixa regié del pla.

230



SOLUCIONARI

018 | Resol graficament les inequacions:

a) x <3 b) y >—4 0 x<0 d y<5
a) Y
1
————
1 X

La recta x = 3 forma part de la solucié.

b) '

La recta y = —4 no forma part de la solucié.

La recta x = 0 no forma part de la solucio.

d) Y

La rectay = 5 forma part de la solucié.

231



Sistemes d'inequacions lineals

019 | Resol les segiients inequacions lineals amb dues incognites.

a) 4x—y <3 b) 4x +y <3 o —4x—y >3 d —4x+y >3

a) Y

La recta 4x — y =3 no forma part de la solucié.

b) Y

La recta 4x + y = 3 forma part de la solucié.

c) Y

La recta —4x — y = 3 forma part de la solucio.

d) Y4

La recta —4x + y = 3 no forma part de la solucio.
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SOLUCIONARI

020 | Resol graficament aquestes inequacions:

a)§+ls1 b)2x7—y

>2

Y

La recta = + 2 = 1forma part de la solucié.
2

La recta 2x — y = 6 no forma part de la solucio.

021 | Determina les inequacions que tenen com a solucions els semiplans seglients:

a) Y 9 4

b) Y d)
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Sistemes d'inequacions lineals

a) Recta que passa per (4,0)i(0,6) >y = _—3)( + 6. La regi6 de punts
2

no conté el punt (0, 0); aixi doncs, la inequacié és y > ;Sx + 6.
2

1
b) Recta que passa per(0,0)i (4, 1) >y = Zx. La regi¢ de punts conté

el punt (0, —1); aixi doncs, la inequacié és x > 4y.

¢) Recta que passa per(0,2)i(—4,0) >y = ix + 2.Laregi6 de punts
2
conté el punt (0, 0); aixi doncs, la inequacio és 2y < x + 4.
d) Recta que passa per (1,1)i(0, —1) = y = 2x— 1. Laregi6 de punts

no conté el punt (0, 0); aixi doncs, la inequacid ésy < 2x — 1.

022 | Resol els sistemes d'inequacions seglients:

a) x>0 d) x <0
y =0 y =0
x<6 3x+4y <12
y <4 x —5y >10
b) x >2] e) x>0
y=3 y =0
x <5 2y —x <4
y <5 x+y>8
c x>0 f) x>0
y 20 Xx+3y>0
2x+y <6 x—y<7|
a) Elsistema d'inequacions té com vy
sa solucio la regié del pla que té T
de vertexs A0, 0); B(0,4); C(6,0)i D(6, 4). 1
Els segments de recta que uneixen g
els vertexs formen part de la solucio. 1
“..
AT "
b) Elsistema d'inequacions té com 14
a solucié la regié del pla que té 1
de vertexs A(2, 3); B(2,5); C(5,5) i D(5, 3). T B c
Els segments de recta que uneixen Jr
els vertexs formen part de la solucié. A )
“..
—o—o—o—o——r—o—o——o—o—o—o—o—»
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023

Q

El sistema d'inequacions té com

a solucid la regio6 del pla que té de vértexs
A0, 0); B(3,0) y C(6, 0). Els segments de recta
que uneixen els vertexs formen part

de la solucié.

Comquex<0iy>0,enstrobem al segon
quadrant. | com que 3x + 4y < 12

ix — 5y > 10 no tenen punts comuns

en aquest quadrant, resulta que el sistema
d'inequacions no té solucié.

El sistema d'inequacions té com

a solucio la regio del pla que formen

els punts del primer quadrant situats

ala partinferior de 2x —y =4

i ala part superior de x + y = 8. El punt A,
interseccié de les dues rectes,

és (4,4). Els segments de recta també
formen part de la solucié.

El sistema d'inequacions té com

a solucid la regi¢ de punts no acotada
limitada a la part superior per la recta x = 0
i ala part inferior per les rectes x + 3y =0

21 7
x —y =7.Els vertexs sén A[—, —]
4" 4

i B(0, 0). Els segments de recta també
formen part de la solucio.

a) x>0 b) x >0
y 20 y>0
Xty<s4 X+2y >4

SOLUCIONARI

Y
Tc
! 8
VIR -
Y
1
....... J[w .\.\.;

Troba les regions del pla determinades pels sistemes d'inequacions i indica,
en cada cas, si sén acotades o no.
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Sistemes d'inequacions lineals

a) Laregi6 del pla que obtenim esta £}
acotada i té com a vertexs A(0, 0); B(0, 3);

C@4,0)i D[i ;] que és la interseccio

delesrectes 3x+ S5y=15ix+y=4
Els segments de recta que uneixen
els vertexs també formen part de la regié.

b) Laregi¢ del pla que obtenim
no esta acotada per la part superior

i té com a vertexs A0, 3); B4, 0) i C[% %]

que és el punt d'interseccié de les rectes
3x+ y=3yix+ 2y =4 Els segments
de recta que delimiten la regio també
en formen part.

024 | Representa graficament la regié determinada per aquest sistema d'inequacions.
Hi sobra alguna inequacié?

X+ 4y >16
IX —7y >2
3x+ 2y >6
x>0
y 20

La solucio no esta acotada per la dreta Y
o Fm mﬂ
i té un Unic vertex: A| —, —|,
43 43

que és la interseccio de les rectes x + 4y = 16

i 9x — 7y = 2. Esta limitada per la part superior
per larecta 9x — 7y = 2 i per la part inferior, per
la recta x+ 4y = 16. Els segments de recta

que delimiten la regi6é també en formen part.

Lainequacio 3x + 2y > 6 no influeix en la solucio.

025 | Dibuixa la regio6 del pla definida per les inequacions

Y
x>0 T
seguents:0 <y <2
y+2x <4
B D
La solucié esta determinada per la regi6 del pla | T
imitada pels vertexs A(0, 0); B(0, 2); C(2, 0) S -
i D(1, 2). Els segments de recta que uneixen Al ¢ X
aquests vértexs també formen part de la solucié.

236



SOLUCIONARI

026 | Representa la regi6 solucié del sistema d'inequacions lineals seglient:

3x —2y <3
x+ y<-1
Determina tres punts d’abscissa x = —2 i ordenada entera que siguin solucié
del sistema.
—+————t—t—t
- . , G 1T -6
La solucié no esta acotada per l'esquerra i té un Unic vertex: A| —, f

que és lainterseccid de les rectes 3x — 2y =3 ix+ y=—1.
Esta limitada per la part superior per la rectax 4+ y = —11 per la part inferior,
per la recta 3x — 2y = 3. Els segments de recta també formen part de la regié.

Tres punts d'abscissa x = —2 i ordenada entera son: (=2, —1); (=2, =2) i (=2, =3).

027 | Considera el sistema d'inequacions seglient:

x+2y<8
X+ y2>5
x —5y <0
a) Soluciona’l graficament.

b) Troba'n totes les solucions enteres.

=5
8 XTY=S1 403
X+2y=28
XFty=> —>B[25/£]
x—5y=0 6 6
x+2y=8| 40 8 -
x—5y=0 7 7

La solucié del sistema d'inequacions és la regio del pla limitada
pels vertexs A, Bi C.

Els segments de recta que uneixen els vértexs també formen part
de la regié.

b) Les solucions enteres d'aquest sistema son (4, 1); (3, 2); (2, 3); (4,2)i (5, 1).

237



238

Sistemes d'inequacions lineals

028

Determina un sistema d’inequacions per a cada solucié representada
en aquestes grafiques:

a)

Les equacions de les dues rectes son x+ y= 6ix+ 2y = 10. El sistema
d'inequacions que dona lloc a la regié ombrejada és:

x+y<6
x+2y <10
x>0
y 20

Les equacions de les tres rectes son x = 4; x + 4y = 12§ 3y + 2x= 12.
El sistema d'inequacions que déna lloc a la regié ombrejada és:

x+4y <12
2x+3y <12
0<x<4
0<y

Les equacions de les quatre rectes sén x=3;y =2, x —2y=61i2y+ 3x=0.
El sistema d'inequacions que déna lloc a la regié ombrejada és:

0<x<3
2>y
x—2y<6
2y +3x >0

Les equacions de les dues rectes son 3x+ y= 9ix+ 2y = 10.
El sistema d'inequacions que déna lloc a la regié ombrejada és:

3x+y>9
X+ 2y >10



SOLUCIONARI

029 | Determina un sistema d'inequacions que tingui com a conjunt de solucions
I'interior i els costats del triangle del pla amb vértexs (0, 0), (2,3)i (3, 1).

« Recta que passa per (0,0)i(2,3) > 3x—2y=0
- Recta que passaper(0,0)i(3,1) >x—3y=0

« Rectaque passaper(3,1)i(2,3)>2x+y=7
La regi¢ factible que déna el triangle és:

Y

El sistema d'inequacions que déna lloc a la regio factible és:

2x+ y<7
x—3y<0
3x =2y >0

030 | Representa graficament el conjunt de punts que verifiquen el sistema
d'inequacions segient:

x>0
y=20
2x+y >4
3x —y 215
x+2y <20
xX—1>—6

Calcula els vertexs de la regio.

Els punts de tall son:

y:O}—>A(2O,O) 3Xy:15}_)8[50'45] 3x7y:15}_>c(5(0)
77 y=0

X+y=20 X+2y =20
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Sistemes d'inequacions lineals

031 | Escriu les inequacions que defineixen
el recinte de la figura segiient:

Les rectes estan determinades per aquests

punts:

A=3,3 —> Iy =3

B(8, 3) T

B(8,3) > 3x—2y =18

C(4,-3)
C(4,-3)

Sy =-3

D(=3, —3) Y
D=3 =3I, x= 3
A(=3,3) o

| el sistema d'inequacions és el seglent:

y<3
3x -2y <18
y=>-3
X>-3

032 | Escriu el sistema d'inequacions que defineixen el recinte d'aquesta figura:

L4

240



SOLUCIONARI

| el sistema és:

y <3
3x =2y <18
y=>-3
x>-3

033 | Dibuixa la regi6 del pla formada pels punts (x, y) que compleixen les desigualtats
seglients:

x < UU‘<
VIV | IA

2y <
—3
-3

(Explica detalladament per que el dibuix que has fet correspon a la regié demanada.)

|
K
Y. 3
w4
~
>

034 | a) Escriul'equacio a de les tres rectes del pla
que limiten la regié puntejada del dibuix.
b) Escriu les tres desigualtats que determinen
aquesta regio.
2,2

a) Equacions de les rectes 4,0)

3,0

}—)rAB:2x+y:6
}—)rBE:y:O
}—)rCB:x+y:4

b) Sistema d'inequacions:

y=>0
x+y<4
2X+y<6
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Sistemes d'inequacions lineals

035 | Determina el sistema de quatre inequacions amb dues incognites que té per solucié
el poligon ombrejat dibuixat a la grafica segiient, suposant que els costats també
son solucié.

Sistema:

x>0
y>1
X—y>=2
x+y<6

036 | Determina el sistema de tres inequacions i dues incognites que té per solucié
el triangle assenyalat en la grafica seglient, suposant que els costats del triangle
també formen part de la solucio.

4
3
2
1
Ol 1 2 3 4 5
14
Sistema: 5T
y>1 41
x—y>0
<6 1 *
X+y< x}\
21 N
1
4 5 X
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SOLUCIONARI

037 | Troba un sistema d'inequacions que tingui com a conjunt de solucions l'interior
i els costats del triangle de vértexs (0, 1), (2, 0) i (3, 4).

Busquem les rectes:

Sy =x+2y=2

= dx—y =28

S X—y=-1

038 | Considera la regid6 factible segiient:
Y

Troba els punts en els quals les funcions agafen els valors maxims.

a) f(x,y)=3x+y b) f(x,y) = x+2y —1 q f(x,y)=3x+2y —1

La regid factible esta acotada i té com a vertexs A(0, 0); B(4, 0); C(2, 3) i D(0, 5).

a) Com que f(A) =0; f(B) = 12; f(C) = 9i f(D) = 5, el maxim s'aconsegueix
enelpuntBival 12.

b) Com que f(A) = —1,f(B) =3;f(C) =7if(D) =9, el maxim s'aconsegueix
enelpuntDival 9.

c) Comaque f(A)=—1,f(B)=11,f(C) =11if(D) =9, el maxim s'aconsegueix

en els punts Bi Cien tots els del segment BC, ival 11.
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Sistemes d'inequacions lineals

039 | Calcula els punts de la regié on s'assoleix el valor minim
d'aquestes funcions.
a) f(x,y)=x+4y
b) fx,y)=x+y+4

La regi6 factible no esta acotada i té com
a vertexs A8, 0); B(2, 3) i C(0, 6).

a) Sitracem paral-leles a la funcid objectiu f(x, y) = x -+ 4y, que passin pels vértexs,
comprovem gue el minim s'aconsegueix en A(8, 0) i val 8.

b) Sitracem paral-leles a la funcié objectiu f(x, y) = x 4+ y + 4, que passin
pels vertexs, comprovem que el minim s'aconsegueix en B(2, 3) i val 9.

Y

040 | Donada la regio factible, determina el maxim i el minim de les funcions segiients:

a) flx,y)=2x+y
b) f(x,y)=3x+2y—3




SOLUCIONARI

La regid factible esta acotada i té com a vertexs A[i 3]; B[B, 3],' C(3,4);

D(0,4) 1 E(0, 3). 4 2
a) Sisubstituim els vertexs a la funcié objectiu, obtenim que f(A) = %;
15
f(B) = 7; f(C)=10;f(D) = 4i f(E) = 3, per tant, el maxim s'aconsegueix

en Cival 10, i el minim s'aconsegueix en £ival 3.

b) Sisubstituim els vértexs a la funcié objectiu, obtenim que f(A) = 3;
f(B)=09; f(C) =14;f(D) =51 f(E) = 3, aixi doncs, el maxim
s'aconsegueix en Cival 14, i el minim s'aconsegueix en Ai E i,
per tant, en tots els punts del segment AE, i val 3

041 | a) Representa graficament la regié determinada per les restriccions
seguents:

2x+y <6 —x+y <3 4x+y <10 x>0 y >0
i determina’n els vertexs.

b) Calcula el maxim de la funcié f(x, y) = 4x + 2y —3 en el recinte anterior
i indica on s'assoleix.

a) Regio factible acotada amb aquests vertexs:

XZO}—)A(O,O)
y=0
4x+y=10] (10 £
y:O 4' 1 £
0 I
X =
(0, 3
fx+y:3}—>( ) 1 D
‘|..
2X+y=6 — —\\ >
4X+y=]o}_>D(2,2) A" 1 B\ X
—X+y=3
EQ, 4
2)(—1—)/:6}_> 04

b) Com que la regi6 factible esta acotada, el maxim de la funcio
f(x,y) = 4x + 2y — 3 s'aconsegueix en un dels vértexs.
lcomque f(A) = —=3;f(B)=7,f(C) =3;f(D) =9if(E) =9, el maxim
s'aconsegueix en els vertexs D i E i, per tant, en tots els punts
del segment DE, i val 9.
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Sistemes d'inequacions lineals

042 | D’un problema de programacio lineal es dedueixen les restriccions segiients:

10+y

4x 43y >12 y <30 x < x>0 y >0

a) Representa graficament la regio factible del problema i calcula’n els vertexs.
b) Maximitza en aquesta regio factible la funcié objectiu F(x, y) = x + 3y.
c) Elpunt (11, 10) pertany a la regi6 factible?

4x+3y =12

8) axty }eA(a,m y
y=0
2% =10
X +y}—>3(5,0)
y=0
2% =10
X +y}—>C(2o, 30)
y =30
— 30
y }—)D(O,30)
x=0
4x 43y =12
X435y }95(0,4)
x=0

b) El maxim de la funcié objectiu F(x, y) = x + 3y s'aconsegueix en un dels vertexs.
Com que F(A) = 3; F(B) =5, F(C) =110; F(D) =90 F(E) = 12, el maxim
s'aconsegueix en Ci té un valor de 110.

c) Elpunt(11,10) no pertany a la regié factible.

043 | a) Troba els vértexs de la regié determinada per les inequacions segiients:
3x+y <60 x—2y>—3 y 2%—2 2x +3y >1

b) Calcula els punts de la regi6 on la funcio f(x, y) = 3x — 2y assoleix els valors
maxim i minim i determina’ls.

Y
a) X= =730 1
2x+3y =1 ’ C/
2y =x—4 B2, 1) 1 4
2x+ 3y =1 Il
X—2y =-3 N 117{@ 1
3x+y=60 7 7 A4

2 3 AR ZARRERRRR N X
X =2y =— 5D ]24,i8 ;
3x 4y =60 77

b) Com que la regi6 esta acotada, el maxim i el minim de la funcié
f(x,y) = 3x — 2y s'aconsegueixen en els vertexs.

| com que f(A) = —5;f(B) =8, f(C) = 2;—3 if(D) = 27L6 el maxim s'aconsegueix

S 276 . L, . .
en Dité un valor de =, i el minim s'aconsegueix en A i té un valor de —5.
7
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044 | Determina els valors maxim i minim de la funcié z = 5x + 3y subjecta
a les restriccions:

3x+y>4 x+y<6 0<y<5 x<5

La regi¢ factible esta acotada i té com a vertexs:

3x+y=4}_}A[4 o]
T

y=0 Yi
Y O}—>B(5,O) o
X= E
X+y:6]—>C(5,1)
x=5
= }—>D(1,5)
X+y=6
SV E
3Xx+y=4
f =2
3
f(B) =15
A(C) = 28
(D) =18
P

e, . . S 20 . N .
El minim s'aconsegueix en el vertex A i té un valor de =, i el maxim s'aconsegueix
en Cité un valor de 28. 3

xX—y+12>0
045 | Considera el sistema d'inequacions seglient:  x + y >1
3x+y <13
a) Representa graficament la regi6 factible.
b) Calcula el maxim de la funcioé f(x, y) = x —3y en aquesta regio.

a) Laregi6 factible esta acotada i té
com a vertexs els punts:

3x+y=13 S AG, 4)
X—y+1=0
XHy=1 1, 86, -5)
3x+y=13
Ay=T 1, o
Xx—y+1=0

b) Substituim els vertexs en la funcié objectiu: f(A) = —9; f(B) = 21
i f(C) = —3. S'aconsegueix el maxim en el vertex B(6, —5) i té un valor de 21.
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Sistemes d'inequacions lineals

046 | Esvol minimitzar la funcié lineal: 3x + 4y + 2(10 — x) + 3(18 — y)
amb les restriccions:

x>0 y>0 10—x>0 18—y >0
x+y <13 (10—x)+ (18 —2y) <16

Es demana:

a) Representacioé grafica del conjunt factible.

b) Trobar les coordenades de tots els seus vertexs.

¢) Trobar totes les solucions optimes.

a) 10—x)+(18=2y)=16 > x+2y =12 v
b) Els vertexs séon A(0, 6); B(0, 13); C(10, 1)
iD(10, 3).

c) Com que la regio factible esta acotada,
la funcio objectiu aconsegueix les solucions
optimes en els vértexs. | com que f(A) = 80;
f(B) =87, f(C) =85if(D) =87, el minim
s'aconsegueix en A, i té un valor de 80,
i el maxim s'aconsegueix en Bi D, per tant,
el valor és 87.

047 | Considerem el recinte pla limitat per les inequacions segiients:
x—y<4 y+2x2>7 —2x—y+132>20 x>0 y>0
a) Representa el recinte i calcula’n els vertexs.

b) Troba en quins punts d'aquest recinte la funcié F(x, y) = 4x + 2y —1assoleix
els valors maxim i minim.

a) Laregi6 factible esta acotada i té com a vertexs:

)/+2x—7}%A[;O]

y=0

y=0 }48(4,0)
X—y=4
—2x—y+13—0}ﬁc[17'5]
xX—y=4 3 3
x=0 }%D(Oj)
y+2x=7

x=0 —5 £(0,13)
—2x—y+13=0

b) Com que la regid esta acotada, les solucions maximes s'aconsegueixen
en els vertexs. | com que f(A) = 13; f(B) = 15; f(C) = 25; /(D) = 13 f(E) = 25,
el maxim s'aconsegueix en Ci £, per tant, en tots els punts del segment CE,
i té un valor de 25, i el minim s'aconsegueix en els vertexs Di A,
per tant, el valor és 13.
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048 | Representa el recinte definit per les inequacions:
0<y<4x y2>x+3 y+2x—-12<0
i troba els valors maxim i minim de la funcié F(x, y) = y —2xen aquest recinte.

La regi¢ esta acotada perlesrectesy =4x;y =x+ 3;y+ 2x—12=0,
i té com a vertexs A(1,4); B(2,8) 1 C(3,6).

Y

Com que f(A) = 2; f(B) =4if(C) =0, el maxim s'aconsegueix en B ival 4,
i el minim s'aconsegueix en Cival 0.

049 | ConsideraT = {(x,y)/y +3x >6, y +1<0, 8x —3y <67} if(x, y) =3y —8x.
a) Representa graficament la regi6 T.

b) Calcula el valor maxim i el minim, si existeixen, de la funcié f(x, y) en T i digues

en quins punts s'assoleixen.

a) Laregid T esta acotada perlesrectesy + 3x=6;y+ 1 =0;8x — 3y =67,
i té com a vertexs A[; —W]; B(8, —1)iC(5 —9). Els segments

de recta que uneixen els vértexs també formen part de la solucié.

14
1 ‘O—O—O—O—O—%—O—O—V
1 X
A B

b) Com que la regié factible esta acotada, el maxim i el minim de la funcié

objectiu s'aconsegueixen en els vertexs. | com que f(A) = ﬂ; f(B) = —67

. e ) N 47
i f(C) = —67, el maxim s'aconsegueix en el vértex A, amb valor —,

i el minim s'aconsegueix en els vertexs Bi Ci, per tant, en tots els punts
del segment BC, i té valor —67.
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Sistemes d'inequacions lineals

050 | Considera el sistema d'inequacions seglient:

x>0
y >0
x+3y <18
x+y <10

a) Representa graficament la regié de solucions.

b) Determina el maxim de la funcié f(x, y) = 3x + 5y en aquesta regio
i per a quins valors s'assoleix aquest maxim.

c) Determina el maxim de la funcié f(x, y) = 3x 4+ 3y en aquesta regié
i per a quins valors s'assoleix. YA

a) Estracta d'una regid acotada, cl
limitada per les rectes x =0,y = 0;
X+ 3y=18x+y=10,itécoma 1
vertexs A(0, 0); B(10,0); C(0,6) i D(6, 4). 1
Els punts dels segments de recta Al
que uneixen els vértexs pertanyen
a la solucié del sistema d'inequacions.

b) Com que la regié factible esta acotada, el maxim de la funcié objectiu
f(x,y) = 3x+ Sy isaconsegueix en un dels vertexs. | com que f(A) = 0;
f(B) = 30; f(C) =301 f(D) = 38, el maxim s'aconsegueix en D i té valor 38.

¢) lIgual que a l'apartat anterior, la regio factible esta acotada.

Com que f(A) = 0; f(B) = 30; f(C) = 181 f(D) = 30, el maxim s'aconsegueix
en els punts Bi D1, per tant, a tots els punts del segment BD. Té valor 33.

051 | Considera la funcié f(x,y) =x —y.
a) Representa el conjunt:
A={(x, y)/3x+y>15,y —x <-=5,2x+ 3y <60, y >0}

i calcula el valor maxim de f(x, y) en A. Es podria eliminar alguna
de les desigualtats que defineixen el conjunt A de manera que encara
fos el mateix conjunt?

b) Digues si la funcié f(x, y) assoleix valor maxim en el conjunt:
B={(x, y)/3x+y <15, x—y >5,x >0}

En cas afirmatiu, calcula aquest valor.

a) Elconjunt A esta acotat i té com a
vertexs B(30,0); C(15, 10) i D(5, 0).
La funcio f(x, y) = x — y aconsegueix el maxim
en algun dels vertexs. Com que f(B) = 30;
f(C) =5if(D) =5, el maxim s'aconsegueix
en Bival 30.
Podem eliminar la inequacié 3x 4+ y > 15,

de manera que continuarem tenint
el mateix conjunt. f(xy)=0
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b) El conjunt B no esta acotat i té
com a vertexs A0, —5) i C(5, 0). Si tracem
paraleles a la funcio objectiu que passin
per aquests vertexs, comprovem que la recta
x —y=>5passaperAiC iobtenim
en aquests vertexs el valor minim. Aixi doncs,
la funcié objectiu no aconsegueix el maxim
en el conjunt B.

052 | En un problema de programacio lineal, la regi6 de solucions és el quadrat
de vertexs (1, 1), (1, 3), (3, 3) i (3, 1), i la funcié objectiu és B(x, y) = 3x + 2y.
a) Determina en quin punt la funcié objectiu és maxima i quin és aquest

valor maxim.

b) Ddna un conjunt d'inequacions que determini la regié de solucions.

a) Com que el quadrat és una regié acotada, la funcié objectiu aconseguira
els extrems en els vertexs. | com que B(1,1) = 5;B(1,3) =9;B(3,3) = 15
iB(3,1) =11, el maxim s'aconsegueix en el vertex (3, 3) i val 15.

b) Les rectes que delimiten un quadrat de vertexs (1, 1); (1,3); (3,3) i (3, 1),
sonx=1,y=1,x=3iy=3.

El sistema d'inequacions que déna lloc a la regio interna
. 1<x<3
del quadrat és: 1<y< 3}
053 | En un problema de programacio lineal, la regié factible és el conjunt convex format
pel triangle de vértexs: (0, 0), (0, 1) i (1, 0). La funcio objectiu és paral-lela
alarectax+ y=0.Troba els punts en els quals la funcié objectiu assoleix:
a) Elminim. b) El maxim.

El triangle de vertexs (0, 0), (0, 1) i (1, 0) esta limitat per les rectesx=0;y =0
ix+y=1

fix,y)=0

Sitracem paral-leles a x + y = 0 que passin pels vertexs, obtenim que el minim
s'aconsegueix en (0, 0) i val 0, i el maxim s'aconsegueix en tots els punts
del segment que uneix (0, 1) (1,0), i val 1.
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Sistemes d'inequacions lineals

054 | Sigui la funcié f(x, y) = ax + by. Si es consideren les restriccions seglients:

2x+3y <18
2x+ y <10
x>0
y 20

determina la relacié que ha d'existir entre a i b perqué el maxim de la funcié f(x, y)
s'assoleixi en el punt (3, 4).

La regio factible esta acotada i té

com a vertexs A(0, 0); B(5,0); C(0,6)i D3, 4).
Com que f(A) = 0; f(B) = 5a; f(C) = 6b

i f(D) = 3a+ 4b, i situem el maxim en D,

ha de passar que:

30+ 4b>5a} — 4b > 2a *?bigb
3a+4b>6b| 3a>2b az
—3a>2b>a

3a+4b>0 3a>-4b ]

que és larelacié que ens demanen pera ai b com a parametres positius.

Els casos segUents no poden tenir lloc:
- aibnopoden ser 0, perque no obtindriem una funcié de la forma ax + by.

- aib no poden tenir signes oposats, perque la funcid objectiu no aconseguiria
el seu maxim en D.

« aibno poden ser tots dos negatius, perque no es compliria la primera
de les restriccions anteriors.

055 | La funcié objectiu d'un problema de programacié lineal és f(x, y) = ax — by +c,
on a, b, ¢ sén nombres positius. Esbrina en quin dels dos punts A o B del grafic
la funcié objectiu pren un valor més gran. Raona la resposta.

Com que la funcié objectiu és f(x, y) = ax — by + ¢,amb a, b i c nombres positius, si
substituim els punts A(8, 6) i B(14, 6) comprovem que el maxim s'aconsegueix en B.
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Representa graficament la regié factible determinada per les desigualtats
seglents:

x>0

y >0
X+y2>5
4x +3y <30

Calcula la solucié que fa minima la funcié objectiu z = x + 2y sotmesa
a les restriccions anteriors.

Grafica de la regi¢ factible:

Y

— N W s 0O N0 OO

X

1 2345% 789

Punts de tall:

y=0
X+y=>5
4x +3y =30
x=0

4x + 3y =30
x=0
x=0
X+y=5

— D(0, 5)

Valors de la funcio en els vertexs:

Z(A)=542-0=5

2B)="212.0="
Z=X+2y—> 2 2

z2(C)=042-10=20

zD)=0+2-5=10

La funcié z= x + 2y es fa minima en el punt A(5, 0).
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057 | Dibuixa la regio6 del pla determinada per les desigualtats

2x+y <2
4x+y >0
y =0

Calcula després el maxim de la funcié z= x + y en aquesta regio.

Grafica de la regi¢:
Y

Punts de tall:
—0
Y 5 A0, 0)
4x+y=0
x4y =2
XTY=21 o)
y=0
4x+y=0
XTY=01 5 g
244y =2

Valors de la funcio en els vertexs:
2(A)=0+0=0

z=x+y—>{zB)=14+0=1
20)=—-14+4=3

La funcié z=x+ yes fa maxima en el punt C(—1, 4).

058 | El quadrilater ABCD és la regi6 solucié d'un sistema
d’inequacions lineals. Els costats del quadrilater
també formen part de la regié solucié. -3

a) Troba el valor maxim i el minim © 2
de la funcié F(x, y) = x + 3y en aquesta regio.

b) En quins punts de la regi6 soluci6 la funcié

de I'apartat anterior assoleix el maxim 0 5
i en quins, el minim? C
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Les rectes que defineixen el recinte sén:
A3, 3)
B(5, 3)

B(5, 3)

C(5, -1

C(5, -1

D(2,0)
D(2,0)
A(3,3)

—)I’AB:y=3

i X =05

g X+3y=2

— s 3X+y =06

La funcié agafa els valors dptims en punts del contorn del recinte.
Per tant, calculem el valor de la funcié en aquests punts:

3+43-3=12

2(A) =
)=5+3-3=14

(
Z=x+3y—> 2(8
ST A0 =543 (=) =2
zD)=2+3-0=2
Valor maxim: 14; valor minim: 2.

Punts on sobtenen els valors optims:
Maxim: punt B.

Minim: en qualsevol punt del segment CD.

059 | Maximitza la funcié f(x, y) = 2x — 3y amb les restriccions:

x+2y<24
2x+y<10
x>0
y=>0

Grafica de la regi¢ definida per les restriccions:

141
\

Y

y=0\8

T2 24w 8002 X

L4
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Sistemes d'inequacions lineals

Punts de tall:

y=0
x=0
2x+y =10
y=0
2x+y =10
x=0

— A0, 0)

— B(5,0)

— (C(0,10)

Valor maxim de la funcio:

z2(A)=2-0—-3-0=0

El valor maxim s'obté en el punt B(5, 0) i val 10.

060 | a) Determina la regio solucié del sistema i el seu vertex:

3x+y >10
x—3y <0

b) Calcula el valor de la funcié F(x, y) = x — 4y en el vertex i explica raonadament
si correspon a un extrem de F(x, y) i de quina classe és.

a) Regioivertex:

- N W hr U N

L%iiz’a’is’é%éé'x

=2

El véertex és el punt P(3, 1).

b) Tipus de valor: El valor de la funcié en el punt P(3, 1) és
F(3,1)=3—4.1=—1.Com que sera un extrem, calculem el valor
en un altre punt, per exemple en el punt Q(5,3) > f(5,3) =5—-4-3=—7,
que és més petit que en P; aixi doncs, en el punt P s'aconsegueix el maxim
de la funcid F(x, y) = x — 4y.
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061 | Calcula en quins punts de la regié determinada pel sistema d'inequacions

x>0,y>0
4x+3y—42>0
3x + 5y <15

.. 4x I .
la funcié F(x, y) = — + y pren els seus valors maxim i minim, i quins s6n
aquests valors.

Grafica de la regi¢ definida per les inequacions:

|
- ow s <
t +-o—+ +——
X

Els punts de tall son:

3x 45y =15

Xty = A5, 0)
y=0

3x 45y =15

XAy = B0, 3)
x=0

4 =

x+3y=4 —>C[O,i]
x=0 3

AX+3y =4

XA =4 b o)
y=0

Els valors de la funcié en aquests punts sén:

Fa=2
3
4 FB)=3
Fx, y) = —
R -
3
Fo)= 2
3

Maxim: Punt A(5, 0). Valor ?

Minim: Segment: CD. Valor: ?
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Sistemes d'inequacions lineals

PREPARA LA SELECTIVITAT

1 | Escriu un sistema de quatre inequacions
(amb dues variables xi y) de tal manera
que la regi6 del pla que determini aquest
sistema sigui la regié ombrejada
del dibuix seglent:

Sistema: x>0

y=0
4x+y <16 1)
y<4

3x_y2_‘| —_— i i i —t

2 | a) Representa graficament la regié de solucions del sistema d'inequacions
seguent:

x <4
x+y>2
x—=2y+42>0

b) Calcula el minim de la funcié F(x, y) = x — 2y en la regié solucié del sistema
anterior. En quins punts d’aquesta regio s'assoleix aquest minim?

a) Grafica de la regio solucio:

Y
5
4
3]
)
14




b) El minim s'aconsegueix en punt del contorn de la regié. Calculem els vertexs:

X =4

X+y=2
x=4

X+2y=—4

X—2y=-4
X+y=2

El valor de la funcié en cada vertex:

F(4,-2)=4—-2(—-2)=38
Fix, y)=x—=2y >1{F(4,4)=4—-2-4=—-4
F0,2)=0—-2-2=-4

Aixi doncs, el minim s'aconsegueix en qualsevol punt

del segment AC.

Dibuixa la regi6 del pla determinada pel sistema d'inequacions segient:

i calcula el maxim de la funcio f(x, y) = 2x + 2y en aquesta regid.

Regid:

\y

ENEERE RN
——

-1 1 273
1+
Punts de tall:
y=0
x-l—2y—2}_>A(2’O>
y=0
X+y:5}%8(5,0)
_X+yzw}—>az,3)
x+y=
—x+y=1
X+2y:2}—>D(O,1)

— A4, -2)

— B(4, 4)

— C(0,2)
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El valor de la funcié en cada véertex:

F(2,0) =

B F(5,0)=10

flx, y)=2x+2y —> F2.3) =10
FO,1)=2

Per tant, el maxim s'aconsegueix en qualsevol punt del segment BC.

4 | Troba els punts de la regié del dibuix
onlafuncié F(x,y) =2x+4y+5
pren el valor maxim i digues quin
és aquest valor maxim.

El valor optim d'una funcio 1
sobté en un punt del contorn:

A0, 0) = F(O, O):5

)

B(4,0) — F(4,0) =
C(, (5, 1)—19
D(3, 2) (3,2)=19
E0, 1) 0,7=9

Per tant, el maxim de la funcié sobté en qualsevol punt del segment CD.
i el seu valorés 19.

F
F
F
F

VRN

5 | Considera el sistema d'inequacions seglient:

X —4y >—11
xX+y2>4
x—4y <—6
x+y<9

a) Dibuixa la regi6 de solucions del sistema.

b) Una funcio objectiu f(x, y) = ax + by + c pren el valor minim en aquesta regio
en el punt (4, 15/4). Digues si també pren el valor minim en altres punts
de laregid i, si és aixi, determina’ls.

a) Regqio solucio:

Y
10
gL
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Punts de tall:
x+y=4 A 72
X—4y =06 g
X+y=9 3 i
X—4y =6

X+y=9 }eC

X —4y =-11

XTy=4 1 o3

x—4y =—11 '

La funcié agafa el valor minim en el punt 5[4, E], que és un punt
4

del segment CD, per la qual cosa agafara aquest mateix valor minim
en qualsevol dels punts del segment CD.
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Programacio lineal

L’estel daurat

[El'jove Vili, un dels protagonistes d’aquesta novel-la, que es desenvo-
lupa en una ciutat d’Hongria, als anys vint del segle xx, una tarda obre
a la seva habitacié el llibre de Fisica i observa durant una estona
aquesta formula:]

4mrR

——cos” g —2—
T°g r'g
«Aix0 quin sentit té? —es va preguntar confés—. Qui inventa aquestes
coses per amargar la vida als alumnes?» Va sentir rabia. Se li va fer un
nus a la gola. Els nombres esttpids s’arrossegaven davant seu com

cucs, mentre que les lletres ho feien com larves.
Va badallar. [...]

Un professor particular hi anava cada tarda per «estovar-li» el cap i
que li entressin les dues assignatures més dificils: Matematiques i Fisi-
ca. Mentre esperava que arribés per ensenyar-li totes aquestes «burra-
des», s’entretenia, més aviat amb torpesa, amb el llibre d’exercicis de
Matematiques.

g=S 1+ cos® ¢

Podia passar hores llegint-los, pero en va: «Un senyor va comprar cinc
metres de roba...», «Fa vuit anys un pare era cent vegades més vell
que el seu fill; vuit anys més tard només li faltaven quatre anys per ser
tres anys més gran que el mateix fill...», «<Un home ric que contracta
dos jornalers...». Es fixava només en I'anecdota i no es preocupava
d’allo que havia de resoldre, i imaginava situacions divertides amb els
personatges dels problemes. Es deixava embolicar com en un somni
lent, i se n'imaginava els detalls: el color de la roba, qui eren el pare i
el fill, si aquell senyor tenia barba, si el noi sabia anar amb bicicleta i
on vivia el ric... Perd quan arribava el moment inevitable d’enfrontar-
se als nombres, desbaratat el joc, es justificava amb l'argument: «Pero,
a veure, qui necessita aquella roba? Jo, segur que no. Es més que clar
que el pare, el fill i el ric, tots, sén rucs i no serveixen per res.»

DEezs® KoszTOLANYI



SOLUCIONARI

L’estel daurat
Dezso Kosztolanyi

A en Vili, el jove protagonista d'aquesta novel-la, que es desenvolupa en una ciutat d'Hongria,
als anys vint del segle xx, no li agraden les matematiques ni la fisica. El seu professor d'aquestes
assignatures, Antal Novak, esta preocupat perqué en Vili no ha aprées res del que ha explicat
durant el curs. A I'dltima classe mira de repassar abans de l'examen final i li demana que parli
de qualsevol tema. En Vili tria el tema de les variacions.

—Tracem una recta —va dir en Vili i va assenyalar la pissarra amb la idea d’aprofitar el passeig fins
a la tarima per moure els musculs.

—Com vulgui —va contestar en Novak, sorpres—. Traci aquesta recta. Pero no aqui, sind
mentalment.

—Que sigui AB.

—O bé CD —va proposar, contrariat, en Novak; ja veia que el xicot no tenia ni idea del que
parlava.

En Vili li seguia la veta i s'aferrava a les seves paraules com a un salvavides.

—Doncs que sigui CD —va repetir.

—O bé XY —va suggerir el professor, per complicar-ho encara més.

—O bé XY —va cedir en Vili.

—Perd que és el que vol fer amb aquesta recta? —va exclamar finalment en Novak—. Per a que vol
utilitzar la recta en les variacions? Definitivament, no ho entenc pas. [...]

El professor va proposar un altre exercici: tracar una perpendicular a un pla oblic. En Vili repetia
com un lloro, perd quan en Novak l'interrogava, es quedava mut, desemparat, sense saber

que dir.

Aclaparat per tanta incomprensio, en Novak es va prometre a si mateix que, per molt

que li costés, aconseguiria que aquell noi aprengués. [...] En Vili es mirava el professor

i pensava: «Per a ell és tan facil.» Pero en lloc de visualitzar la imatge del pla inclinat i la linia
perpendicular, conceptes que li eren totalment aliens, només veia els moviments bruscos

del professor, que gesticulava com un saltimbanqui: els seus dits, els seus anells inclos

el de cornalina, voletejaven en l'aire. Les abstraccions no eren el fort d’en Vili. Només li resultava
intel-ligible la realitat més immediata, el mon visible i palpable.

Expressa algebraicament aquest problema:

«Una fabrica vol elaborar un nou tipus de pastis amb dos productes A i B. El primer
conté un 70 % de greixos i un 15 % d’hidrats de carboni, mentre que el segon conté
un 12 % de greixos i un 80 % d’hidrats de carboni. El pastis ha de contenir, almenys,

40 g de greixos i 90 g d'hidrats de carboni. El cost del producte A és de 0,05 €/g

i el del producte B és de 0,02 €/g. Quants grams de cada producte ha de tenir el pastis
perqué el cost sigui minim?»

x — Quantitat del producte A 0,70x + 0,12y > 40
y — Quantitat del producte B 0,15x + 0,80y > 90
Es tracta de fer minim el cost que esta determinat x>0
per la funcio f(x,y) = 0,05x + 0,02y. y>0

I ha de complir aquestes condicions:
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ABANS DE COMENCAR... RECORDA

001 | Dibuixa la recta 2x 4+ 3y = 6 i totes
les rectes paral-leles a ella.

002 | Dibuixa el conjunt de punts del pla que fan que la funcid f(x, y) = 3x — 4y prengui
el valor 12.

Es la recta d'equacio 3x — 4y = 12. YA

003 | Donada la funcié f(x, y) = x + y, esbrina en quins punts assoleix el maxim
amb les restriccions seglients:
1<x<3i4<y<9

Les restriccions ens donen un rectangle.

En els vertexs d'aquest rectangle, Y

la funcio f(x, y) = x + y assoleix 104

els valors seglents: 0 3¢
fIA0L4)=1+4=5 { &,
f(B3, 4)=3+4=7 et 25
F(C(1,9) =1+9=10 )
fIDB3,9)=3+9=12 |

El maxim s'assoleix al punt C(3, 9).
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ACTIVITATS

Planteja aquest problema: «Tenim com a maxim 120 unitats de dos productes, A i B.
Hi ha 65 unitats del A, amb uns guanys de 4 €, i 55 del B, amb 6,50 € per unitat.
Determina les quantitats que es venen per maximitzar els beneficis.»

x — nre. d'unitats del producte A
y — nre. d’unitats del producte B

Producte A | Producte B

Guanys

per unitat (€) 4 6,50 — f(x,y) = 4x 4+ 6,50y — Funcio objectiu

Maximitzar ~ f(x,y) = 4x + 6,50y

Subjectea  0< x <65
0<y<55
x+y <120

Planteja: «Tenim taules de tipus A amb 2 m? de fusta, 1 hora de feina i un benefici
de 80 € cada una, i de tipus B amb 1 m? de fusta, 3 hores de feina i 50 € de benefici.
Si hi ha 600 m? de fusta i un maxim de 900 hores, determina com obtenir

el benefici maxim.»

x — nre. de taules de tipus A
y — nre. de taules de tipus B

Tipus A | Tipus B | Total
Fusta (m?) 2 1 600 |—2x+ y <600
Feina (hores) 1 3 900 |- x+ 3y <900
Benefici (€) 80 50 —— f(x,¥) = 80x+ 50y — Funcié objectiu

Maximitzar  f(x, y) = 80x + 50y

Subjectea  2x+ y <600
x4+ 3y <900
x>0
y 20

Disposem de 90.000 m? per construir parcel-les de 3.000 i 5.000 m?, tipus A i B.

Els beneficis son de 10.000 € per cada parcel-la A i de 20.000 € per cada parcel-la B.
El nombre maxim de parcel-les B és de 120, i el de parcel-les A és 150. Determina
quantes parcel-les de cada tipus necessitem per obtenir beneficis maxims.

x — nre. de parcel-les de tipus A
y — nre. de parcel-les de tipus B

Parcel-les | Parcel-les
tipus A | tipus B

Mida (m?) 3.000 5.000 |— 3.000x 4 5.000y < 90.000
Total parcel-les 150 120 [=20<x<150,0<y <120
Benefici (€) 10000 | 20000 |— f(x,y) = 10.000x + 20.000y — Funcié objectiu
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Maximitzar  f(x, y) = 10.000x 4 20.000y

Subjectea  3.000x 4 5000y < 90.000
0< x<150
0<y<120

La regid factible esta acotada.

Vertexs: A0, 0), B(0, 18) i C(30, 0).

Y Com que f(A) =0, f(B) = 360.000

i (C) =300.000, el maxim s'aconsegueix

en el vertex B, cosa que significa

que per obtenir el maxim benefici, 360.000 €,
cal construir 18 parcel-les de tipus B

i cap parcella de tipus A.

004 | Volem invertir en dos productes financers A i B. La inversié en B sera, almenys,
de 3.000 € i no s'invertira en A més del doble que en B. El producte A proporciona
un benefici del 10 %, i el B del 5 %. Si disposem d'un maxim de 12.000 €,
quant hem d'invertir en cada producte per maximitzar el benefici?

x — quantitat de diners invertits en el producte financer A

y — quantitat de diners invertits en el producte financer B

Producte Producte
financer A | financer B

Benefici (€) 0,10 005  |=f(xy)=0,10x+ 0,05y = Funcié objectiu

Maximitzar ~ f(x,y) = 0,10x + 0,05y

Subjectea  x+ y <12.000
3000 < y
0<x <2y

La regi¢ factible esta acotada.
Vertexs: A(0, 3.000); B(0, 12.000); C(8.000, 4.000) i D(6.000, 3.000).
Y

Com que f(A) = 150, f(B) = 600, f(C) = 1.000 i f(D) = 750, el maxim s'aconsegueix
en C. Es a dir, hem d'invertir 8.000 € en el producte A i 4.000 € en el producte 8
per obtenir un benefici maxim de 1.000 €.
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Es fabriquen dos tipus d’aparells A i B als tallers Xi Y. En cada un dels tallers

es treballen 100 hores a la setmana. Cada aparell A necessita 3 hores del taller X

i 1 horadeYY,icadaaparell B, 1i2 hores, respectivament. Cada aparell A es ven

a 100 € i cada aparell Ba 150 €. Calcula graficament el nombre d'aparells de cada
tipus que s’han de produir perqué la facturacioé sigui maxima.

x — nombre d'aparells de tipus A
y — nombre d'aparells de tipus B

Tipus | Tipus Hores
A B treballades
(ngfer:)( 3 1 100 —3x+ y<100
(T,f(','feg 1 2 100 |— x+2y<100
aP;g:eT (r€) 100 | 150 | ————(xy)=100x+150y — Funcié objectiu

Maximitzar  f(x,y) = 100x + 150y

Subjecte a 3x4+ y <100
x4 2y <100
0<x
0<y

La regi¢ factible esta acotada.

Vertexs: A(0, 0); B(0, 50); C(20, 40) i D[K;O O].

Sitracem paral-leles a la funcié objectiu

que passin per cadascun dels vertexs,
comprovem que el maxim s'aconsegueix

en C. Aixi doncs, cal produir 20 aparells

de tipus A i 40 aparells de tipus B per obtenir
un benefici maxim de 8.000 €.

Tenim 120 refrescos de taronja i 180 de llimona. Es venen en paquets de dos tipus:
els paquets de tipus A contenen 3 refrescos de taronja i 3 de llimona, i els de tipus B
contenen 2 refrescos de taronja i 4 de llimona. El benefici és de 6 € per cada paquet
de tipus A i 5 € per cada paquet de tipus B. Troba, graficament, quants paquets de
cada tipus han de vendre per maximitzar el beneficis.

x — nre. de paquets de tipus A
y — nre. de paquets de tipus B

v | pusp | %
Taronja 3 2 120 | = 3x+2y <120
Llimona 3 4 180 |—=3x+4+4y <180
Benefici (€) 6 5 ——> f(x,y) = 6x+ 5y — Funcié objectiu
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Maximitzar ~ f(x,y) = 6x+ 5y

Subjectea  3x+2y <120
3x+ 4y <180
0<x
0<y

La regi¢ factible esta acotada.
Vertexs: A(0, 0); B(0, 45); C(20, 30) i D(40, 0).

Sitracem paral-leles a la funcié objectiu

que passin pels vertexs, comprovem que

el maxim s'aconsegueix en C. Aixi doncs,

cal vendre 20 paquets de tipus A i 30 paquets
de tipus B perqué el benefici maxim

sigui de 270 €.

007 | Resol aquest problema de programacié lineal:
Maximitzar  f(x,y) =x — 2y
Subjecte a x+2y>8
—2x — y>-—10
x>0,y>0
La regi¢ factible esta acotada.
Vertexs: A(0, 4); B(0, 10) i C(4, 2).

Com que f(A) = —8,f(B) = —20if(C) =0,
el maxim s'aconsegueix en el vertex C,
amb valor 0.

008 | Resol el problema de programacié lineal:
Maximitzar f(x,y)=x+y
Subjecte a x—2y<6
2x+ 3y >—6
x>0,y<0
La regi¢ factible esta acotada.

Tracem paral-leles que passin per A(0, 0);
B(0, —2); C[6, 18] i D6, 0).
7 7

El maxim s'aconsegueix en D val 6.

009 | Resol aquest problema de programacio lineal:
Maximitzar  f(x,y) = 2x + 4y
Subjecte a x+2y <12
x— y<o0
6x + 4y >30
x>0,y >0




SOLUCIONARI

La regi¢ factible esta acotada. i
Tracem paral-leles que passin per A(3, 3); B[z, ] iC4,4).

El maxim s'aconsegueix en Bi C i, per tant, sobté en tots els punts del segment BC.

010 | Resuelve el siguiente problema de programacion lineal:
Maximitzar  f(x,y) = 3x + 6y

Subjectea —x+3y <6
2x — y <8
x+2y <4

La regi¢ factible no esta acotada. Té dos vertexs: A(0, 2) i B(4, 0).

La funcié objectiu aconsegueix el maxim en els vertexs A i B i, per tant, en tots
els punts del segment que uneix A amb B, i el valor és 12.

011 | Resol aquest problema de programacio lineal:
Maximitzar  f(x,y) = —x+ 3y
Subjectea x4+ 5y >25

x+ y<4 Y._
x>0 1
y>0 1
—_]
El sistema d'inequacions i 1 5;/ i is} \

no té solucio en el primer quadrant; i
aixi doncs, no hi ha regié¢ factible L B B

' o ) 1 X
per al conjunt de restriccions de l'enunciat. 1
El problema no té solucié.
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012 | Resol aquest problema de programacié lineal:
Maximitzar  f(x,y) =3x — 2y
Subjectea  —x+3y>12
2x+ y>8
x— y<4
x>0
y =20

La regi¢ factible no esta acotada. Si tracem rectes paral-leles a 3x — 2y =0,
comprovem que sempre podem tracar una recta paral-lela per damunt de
I'anterior que talli la regi¢ factible.

El problema no té solucié.

013 | Una fabrica elabora dos tipus de productes, Ai B. El tipus A necessita 2 obrers
que treballin un total de 20 hores, i s'obté un benefici de 1.500 € per unitat.
El tipus B necessita 3 obrers amb un total de 10 hores de feina i el benefici
és de 1.000 € per unitat. Si disposen de 60 obrers i 480 hores de feina, determina
la quantitat d'unitats de A i de B que s’han de fabricar per maximitzar el benefici.

x — nre. d'unitats del producte de tipus A
y — nre. d'unitats del producte de tipus B

Tipus A | Tipus B | Total
Obrers 2 3 60 |—= 2x+ 3y <60
Temps (hores)| 20 10 480 |— 20x+ 10y <480
Benefici per - o
unitat (€) 1500 | 1.000 |——> f(x,y) = 1.500x 4+ 1.000y — Funci¢ objectiu

Maximitzar ~ f(x, y) = 1.500x 4 1.000y
Subjecte a 2x+ 3y <60
20x 4 10y < 480
x>0
y 20

La reqio factible esta acotada.

Vertexs: A0, 0); B(0, 20); C(21,6) i D(24, 0).

Com que f(A) =0, f(B) = 20.000, f{(C) = 37.500 i f(D) = 36.000, el maxim
s'aconsegueix en el vertex C. Aixi doncs, cal fabricar 21 unitats de tipus A i 6 unitats
de tipus B perque el benefici sigui maxim i valgui 37.500 €.
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SOLUCIONARI

014 | Una fabrica de conserva té 800 kg de pésols per conservar en dos tipus
de llaunes. La llauna petita en conté 200 g i aporta un benefici de 10 céntims
per llauna. La llauna gran en conté 500 g i aporta un benefici de 30 céntims.
Si al magatzem només tenen 2.000 llaunes de mida petita i 1.000 de grans,
determina la quantitat de llaunes de cada mida que hem de produir
per maximitzar el benefici.

x —nre. de llaunes petites

y — nre. de llaunes grans

Llauna

Llauna

800 |- 0,2x + 0,57 < 800

——> x < 2.000; y < 1.000

—— > f(x,y) = 0,10x+ 0,5y — Funcié objectiu

. Total
petita gran

Quantitat de

pésols (kg) 0.2 05

Total llaunes 2.000 1.000
Benefici per

unitat (€) 010 | 030
Maximitzar ~ f(x,y) = 0,10x + 0,5y

Subjecte a

0,2x + 0,5y < 800

0 < x < 2000
0 <y <1000

La regi¢ factible esta acotada.
Vertexs: A(0, 0); B(2.000, 0); C(0, 1.000); D(1.500, 1.000) i £(2.000, 800).
Com que f(A) =0, f(B) = 200, f(C) = 300, f(D) = 450 i f(E) = 440,

el valor maxim s'aconsegueix en el punt D. Per tant, hem de fabricar
1.500 llaunes petites i 1.000 llaunes grans per maximitzar el benefici
i que sigui de 450 €.

Y

2501
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015

016

Un esportista necessita consumir diariament 36 g d'una substancia M, 24 gde N
i 8 g de P. A la farmacia ha trobat dos tipus de capsules que contenen

aquestes substancies. Les capsules Atenen6gde M,2gdeNi18gdeP,

i costen 3 céntims per capsula. Les capsules Btenen3gdeM,4gdeNi18g

de P, i costen 4,5 céntims per capsula. Quantes capsules de cada tipus necessita
perqueé el cost sigui minim?

x — nre. de capsules de tipus A
y — nre. de capsules de tipus B

Capsula A | Capsula B | Total
Substancia M (g) 6 3 36 |—6x+ 3y > 36
Substancia N (g) 2 4 24 | > 2x+4y > 24
Substancia P (g) 18 18 8 |—>18x+18y>38

Cost per capsula

(céntims) 3 45  |—— f(x,y) = 3x+ 4,5y — Funcié objectiu

Minimitzar ~ f(x,y) =3x+45y

Subjecte a 6x+ 3y>36
2x+ 4y >24
18x +18y > 8
0<x
0<y

La regid factible no esta acotada per la part
superior i té tres vertexs: A(4, 4), B(0,12) i C(12,0).
Sitracem paral-leles a la funcié objectiu
comprovem que el minim s'aconsegueix en A.
Aixi doncs, un esportista necessita 4 capsules

de cada tipus perque el cost sigui minim,

i aquest cost és de 30 centims.

flx,y)=0

Els animals d’una granja han de prendre, almenys, 60 mg de vitamina A

i, almenys, 90 mg de vitamina B. Existeixen dos compostos amb aquestes
vitamines. El compost X conté 10 mg de vitamina A i 15 mg de B, i cada dosi

val 0,50 €. El compost Y conté 10 mg de cada vitamina, i cada dosi costa 0,30 €.
A més, es recomana no prendre’'n més de 8 dosis diaries. Calcula quines dosis
han de prendre perque el cost sigui minim.

x — nre. de dosis del compost X

y — nre. de dosis del compost Y

CompostX | CompostY | Quantitat
Vitamina A (mg) 10 10 60 — 10x 4 10y > 60
Vitamina B (mg) 15 10 90 — 15x+4 10y > 90
Cost (€) 0,50 0,30 —— > f(x,y) = 0,50x 4 0,30y

— Funcié objectiu
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Minimitzar  f(x,y) = 0,50x + 0,30y

Subjecte a X+ y<8
10x + 10y > 60
15x 410y > 90
x>0
y=>0

La regi¢ factible esta acotada.

Vertexs: A6, 0); B(8,0) i C(2, 6).

Si substituim a la funcié objectiu obtenim
que f(A) = 3,f(B) =41if(C) = 2,8; aixi doncs,
el minim s'aconsegueix en el punt C.

Per tant, els animals han de prendre 2 dosis
del compost X'i 6 dosis del compost Y perque
el cost sigui minim, cost que és de 2,80 €.

flx,y)=0

Una empresa es dedica a elaborar lots de productes que es venen als supermercats.
En aquest moment estan empaquetant dos lots diferents. El lot de tipus A té

1 formatge i 2 ampolles de vi, i transportar-lo costa 0,90 €. El lot de tipus B

té 3 formatges i 1 ampolla de vi, i el transport val 1,50 €. Lempresa disposa

de 200 formatges i 100 ampolles de vi, i han d'elaborar, almenys, 10 lots del tipus A

i 25 del tipus B. Quants lots de cada classe han d'elaborar perqué les despeses

en transport siguin minimes?

x — nre. de lots de tipus A y — nre. de lots de tipus B

Lot Lot
tipus A | tipus B G
Formatge 1 3 200 |—> x+3y <200
Ampolles
ou 2 1 100 |- 2x+ y<100
Cost del e
——> f(x,y) = 090x + 1,50y — Funcié objectiu
transport (€) 0.90 150 %) + 4 )

Minimitzar  f(x,y) =0,90x + 1,50y

Subjecte a X + 3y <200
2x+ y <100
10 < x
25<y

La regi¢ factible esta acotada.

14
Vertexs: A(10, 25) 5[75, 25] ; C[10, 190] \i
i D20, 60). 2 3 NG
Com que f(A) = 46,5, f(B) = 71,25, f(C) = 104 \

i f(D) =108, el minim s'aconsegueix en A, )
amb un valor de 46,5. Es a dir, perqué 0
les despeses, del transport siguin minimes

han d'elaborar 10 lots de tipus A i 25 lots

de tipus B, amb unes despeses totals de 46,50 €.

S

SN

fxy)=0
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018 | Aquesta és la composicio dels articles Ai B pels elements M1, M2 i M3.

A B
M1 2 1
M2 3 2
M3 1 2

Necessitem, almenys, 45 unitats de M1, 71 de M2 i 25 de M3, i els costos de trasllat
de AiBsén 50 €60 €, respectivament. Determina els articles que s’han d’elaborar
perqueé els costos de trasllat siguin minims.

x — nre. d'articles A
y — nre. darticles B

Minimitzar  f(x,y) = 50x + 60y

Subjectea  2x+4 y>45
3x 42y >71
X+ 2y >25
x>0
y 20

14
La regid factible no esta acotada. 1
Vertexs: A(25, 0); B(23,1); C(19,7) i D(0, 45).

Si tracem paralleles a la funcié objectiu
que passin per aquests vértexs,

obtenim que el minim s'aconsegueix en B.
Aixd significa que perque els costos

de trasllat siguin minims s’han d'elaborar 2
3articles Ai 1 article B. En aquest cas,

el cost sera de 1.200 €. fx,y)=0

019 | Determina la solucié optima de la funcié f(x, y) = x + 3y sotmesa al conjunt
d'inequacions segiient:

x>0 y>0 2x+6y <12 x>2y

Y

5..

44

34

2l C(12/5,6/5)

1t 3

. ~ S656,0
A('/O)iiéAééiX

X

-2+ \/\3y§0

0
La solucié és:

« El segment BC per al maxim: per a qualsevol punt P del segment es compleix
que f(P)=f(B) =f(C)=6.
« Elpunt A és el minim f(A) = 0.
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Determina la solucié optima de la funcié f(x, y) = x + y sotmesa al conjunt
d'inequacions segient:
x>0 y>0 x—6y<12 X >3y

AR

A(b,O)_ 1+2 3 4 5 6 7 X

ol N

No hi maxim (és una regié oberta) i el minim s'assoleix en el punt A(0, 0).

El premi d’un concurs consisteix en un xec de 240 €
per gastar en llibres i jocs. Els llibres valen 8 €,

i els jocs, 24 €. L'organitzaci6 estableix la condicié
que el nombre de llibres que compri el guanyador
no pot superar el doble del nombre de jocs.

a) Planteja un sistema d'inequacions amb
les restriccions i representa la regi6 factible.

b) Determina, de manera raonada, si el guanyador
podria comprar 12 llibres i 6 jocs.

c) Podria comprar 7 llibres i 7 jocs? En cas que
li sobressin diners, quants n’hi sobrarien?

a) x — nombre de llibres y — nombre de jocs

Llibres Jocs Total
Cost (€) 8 24 240 [ 8x 4 24y <240

El sistema d'inequacions que hem
de resoldre és:

8 + 24y < 240
x <2y

x>0 -
y=0 I #
La regi¢ factible esta acotada

i els vertexs sén A(0, 0); B(12, 6) ]
|C(O,]O) ##A"%##########::X

b) Els vertexs pertanyen a la regio factible, perque a les inequacions es dona la
igualtat. El punt Brepresenta 12 llibresi6 jocs i, per tant, si que els podria comprar.

c) Sique podria comprar 7 llibres i 7 jocs, perque el punt (7, 7) pertany a la regié
factible. El cost sera de 224 € i li sobraran 16 €.

275



276

Programacio lineal

022

023

Una empresa té dos centres de produccié. Un genera diariament 1 tona de material
altament radioactiu, 3 de radiacié mitjana i 5 de baixa radiacié. L'altre centre genera
cada dia 2 tones de cada tipus. L'empresa ha de reciclar, almenys, 80 tones

de material altament radioactiu, 160 de radiacié mitjana i 200 de baixa radiacié.

Si el cost diari de l'operacio és de 20.000 € en cada centre, quants dies s’ha de dur

a terme perqué el cost de l'operacié sigui minim?

x — nre. de dies que ha de reciclar el primer centre de produccid
y — nre. de dies que ha de reciclar el segon centre de produccié

Primer | Segon | Total
centre | centre | reciclat

Radiacié alta (tones) 1 2 80 — Xx+2y>80

Radiacié mitjana 3 ) 160 | = 3x+2y > 160

(tones)

Radiacié baixa (tones) 5 2 200 | —5x42y > 200

Cost diari (€) 20000 | 20000 |[— > f(x, y) = 20.000x 4 20.000y

— Funcio objectiu

Minimitzar  f(x, y) = 20.000x + 20.000y

Subjecte a X+ 2y >80
3x + 2y >160
5x + 2y > 200
x>0
y=>0

La regi¢ factible no esta acotada i té com

a vertexs A(80, 0), B(40, 20), C(20, 50) i D(0, 100).
Sitracem paral-leles a la funcié objectiu

que passin pels vertexs, comprovem que

el minim s'aconsegueix en Bival 1.200.000 €.

fxy)=0

Perqué el cost del reciclatge sigui el minim possible, el primer centre de produccié
ha de treballar 40 dies, i el segon centre de produccio, 20 dies.

Disposem de 105.00 € per invertir en dos tipus d’accions, A i B. Les de tipus A
tenen un interes anual del 8% i les de tipus B del 7 %. Si inverteixo com a maxim
65.000 en les de tipus A, com a minim 3.000 € en les de tipus Bi vull que la inversié
en les de tipus A sigui, almenys, igual a la inversié en les de tipus B, quina és

la distribucié amb la qual obtinc un benefici més gran?

x — diners invertits en A y — diners invertits en B

TipusA | TipusB
Interés anual (%) | 0,08 007 |—=f(x,y)=0,08x+ 0,07y — Funcio objectiu

Maximitzar ~ f(x, y) = 0,08x+4 0,07y
Subjectea 0 < x <65.000

y > 3000

X2y

X+ y < 105000



La regi¢ factible esta acotada amb vertexs Y

en A(3.000, 3.000), B(65.000, 3.000),

C(65.000, 40.000) i D(52.500, 52.500).

Com que f(A) =450, f(B) = 5410,

f(C) =8.000if(D)=7.875,el maxim

saconsegueix en C.

He d'invertir 65.000 € en les accions de

SOLUCIONARI

tipus A i3.000 € en les accions de tipus B. 5000 1A B
Obtindré 8.000 €.

024 | Un circ ha muntat una carpa amb una capacitat per a 1.500 persones, entre adults
i nens. El nombre de nens no pot superar els 600 i el nombre d'adults no pot superar
el doble del nombre de nens.

Si el preu de I'entrada d’adults és de 8 €, i el de nens és un 40 % menys,
quina és la quantitat maxima que poden recaptar per les entrades?

x — nre. dentrades d'adults
y — nre. dentrades de nens

Adults Nens
Preu (€) 8 4,80
Maximitzar ~ f(x,y) = 8x+ 4,80y
Subjectea  0<x <2y
0<y <600
x +y <1.500

— f(x, y) = 8x + 4,80y — Funcio objectiu

La regi¢ factible esta acotada amb vertexs
A0, 0); B(1.000, 500); C(900, 600) i D(0, 600).

Com que f(A) =0, f(B) = 10400, f(C) = 10.080
i f(D) = 2.880, el maxim s'aconsegueix en 8.

Per maximitzar els diners recaptats

amb les entrades, cal vendre 1.000 entrades
d'adult i 500 entrades de nen, amb la qual cosa

obtenen 10.400 €.

—
15.000 X
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Una empresa fabrica dos models de guants: un model normal i un model de luxe.
El departament de costura de I'empresa té 900 hores disponibles, el d'acabat
disposa de 300 hores i el dempaquetat disposa de 100 hores. Les hores necessaries
de cada departament per parell de guants i els beneficis, en €, es donen

a la taula seglient:

Costura Acabat Empaquetat Beneficis
Normal 1 1/2 1/8 4
De luxe 3/2 1/3 1/4 8

Quants parells de cada model han de fabricar per maximitzar el benefici?

x — nre. de parells de guants del model normal
y — nre. de parells de guants del model de luxe

—>x+%y§900

Sty <300
273

S ey <00
8 4

Model Model
Hores
normal | de luxe
3
Departament 1 3 900
de costura 2
1 1
D’epartament i 1 300
d’acabat 2 3
Departament 1 1
, — — 100
d'empaquetat 8 4
Beneficis (€) 4 8
Maximitzar ~ f(x,y) =4x+ 8y
Subjecte a X+ iy <900
2

DLy <300
2 3

1 1
—x+ —y <100

8

4

x>0
y >0

La regi¢ factible esta acotada amb vertexs:
A(0, 0); B(600, 0); C (500, 150) i D(0, 400).

Si tracem paral-leles a la funcié objectiu, tenim
que el maxim s'aconsegueix en el segment DC.

Com que son parells de guants, només valen
els punts que tinguin coordenades enteres,
és a dir, els punts que tinguin les coordenades

de la forma [x,

800 — x

un nombre parell.
El benefici és de 3.200 €.

,amb 0 <x<500ix

— > f(x,y) =4x+8y
— Funcio objectiu




026

027

SOLUCIONARI

Per Nadal, una botiga de queviures vol preparar dos tipus de lots, L, i L,. Cada lot

del tipus L, esta format per 4 barres de torro, 2 ampolles de cava i 2 paquets de cafe,

i cada lot del tipus L, esta format per 2 barres de torro, 2 ampolles de cava i 4 paquets
de café. Amb cada lot del tipus L, obtenen un benefici de 4,50 €, i amb cada lot

del tipus L, un de 3 €. La botiga disposa de 300 barres de torrd, 180 ampolles de cava
i 300 paquets de café. Quants lots de cada tipus han de preparar per obtenir

un benefici maxim?

x — nre.de lots L, y—nre.delots L,
LotsL, | LotsL, | Total
Barres de torr6 4 2 300 | —4x+2y <300
Ampolles de cava 2 2 180 | = 2x+2y <180
Paquets de café 2 4 300 | = 2x+4y <300
Benefici (€) 4,50 3 —— > flx,y) =4,50x+ 3y

— Funcio objectiu
Maximitzar  f(x,y) =4,50x+ 3y

Subjectea  4x + 2y <300
2x 4+ 2y <180
2x 4+ 4y <300
0<x
0<y

La regid6 factible esta acotada i té

com a vertexs A(0, 0), B(75, 0), C(60, 30),
D(30, 60) i E(0, 75).

Com que f(A) = 0; f(B) = 337,5; f(C) = 360;
f(D) = 315; f(E) = 225, el maxim
s'aconsegueix en C.

Per maximitzar el benefici han

de preparar 60 lots de tipus L,

i 30 lots de tipus L, amb un benefici

de 360 €.

Un professor ha donat als seus alumnes
una llista de problemes perqué en resolguin,
com a maxim, 70. Els problemes estan
classificats en dos grups. Els del grup A
valen 5 punts cadascun, i els del grup B,
7 punts. Per resoldre un problema

del tipus A es necessiten 2 minuts

i per resoldre un problema del tipus B,

3 minuts. Si els alumnes disposen

de dues hores i mitja per resoldre’ls,
quants problemes de cada tipus hauran
de fer per obtenir la puntuacié maxima?
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x — nre. de problemes del tipus A y — nre. de problemes del tipus B

Problemes | Problemes
. . Total
tipus A tipus B
Temps (min) 2 3 150 [— 2x+ 3y <150
Punts 5 7 —— flx,y) = 5x+ 7y — Funcié objectiu
Maximitzar ~ f(x,y) =5x+7y
Subjecte a 2x + 3y <150
x+ y<70
0<x Y%
<
0<y p
La regi¢ factible esta acotada i té com
a vertexs A(0, 0); B(70, 0); C(0, 50) i D(60, 10).
Com que f(A) =0, f(B) = 350, f(C) = 350
i f(D) = 370, el maxim s'aconsegueix en D.
Aixd significa que per obtenir la puntuacioé 0 b
maxima cal fer 60 problemes del tipus A D St
i 10 problemes del tipus B, amb la qual i\zo B\ X
cosa s'aconsegueixen 370 punts. flxy)=0

028 | En un magatzem d'electrodomestics hi ha neveres i rentadores, i poden
emmagatzemar un total de 180 unitats. Per atendre de manera adequada
la demanda dels clients, han de tenir, almenys, 30 rentadores i el nombre
de neveres ha de ser, almenys, igual al nombre de rentadores més 20.
Si el cost de cada nevera és de 450 € i el de cada rentadora és de 375 €:
a) Formula el problema corresponent.
b) Representa la regi6 factible.
c) Quantes unitats de cada electrodomestic han demmagatzemar per minimitzar
el cost total?

a) x — nre.de neveres y — nre. de rentadores

Neveres | Rentadores
Cost (€) 450 375 — f(x,y) = 450x 4 375y — Funcié objectiu

Minimitzar  f(x,y) = 450x 4 375y

Subjectea  x+y <180
y >30
x>y+20

b) Laregid factible esta acotada i té com
a vertexs A(50, 30); B(150, 30) i C(100, 80).

) Sisubstituim els vértexs en la funcié objectiu,
obtenim f(A) = 33.750, f(B) = 78.750
i f(C) = 75.000; per tant, el minim
s'aconsegueix en A. Aixi doncs, han
d'emmagatzemar 50 neveres i 30 rentadores
perque el cost sigui minim i valgui 33.750 €.
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SOLUCIONARI

Una botiga d'articles de pell necessita per a la proxima campanya un minim
de 80 bosses, 120 parells de sabates i 90 cacadores. Es proveeix dels articles
en dos tallers: Ai B. El taller A produeix diariament 4 bosses, 12 parells

de sabates i 2 cacadores amb un cost diari de 360 €. La produccié diaria

del taller B és de 2 bosses, 2 parells de sabates i 6 cacadores, amb

un cost de 400 € cada dia.

Determina, justificant la resposta:

a) Elnombre de dies que ha de treballar cada taller per proveir la botiga
amb un cost minim.

b) El valor d'aquest cost minim.

x — nre. de dies que treballa el taller A
y — nre. de dies que treballa el taller 8

TallerA | Taller B | Total
Bosses 4 2 80 |— 4+2y=80
Sabates 12 2 120 | = 12x+2y>120
Cagadores 2 6 0 |— 2Xx+6y>90
Cost (€) 360 400 | ———> f(x,y) = 360x + 400y — Funcié objectiu

Minimitzar  f(x,y) = 360x + 400y

Subjecte a 4x 42y >80
12X + 2y >120
2X 46y >90
0<x
0<y

a) Laregi6 factible no esta acotada i té
com a vertexs A(45, 0), B(15, 10), C(5, 30)
i D(0, 60). Si tracem paral-leles a la funcié
objectiu pels diferents vertexs,
podem comprovar que el minim
s'aconsegueix en B. Per tant, el taller A
ha de treballar 15 dies i el taller B
ho ha de fer 10 dies per minimitzar el cost.

b) Elvalor del cost minim és de 9.400 €.
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Dos grups diferents, G, i G,, de la mateixa empresa poden dur a terme
un projecte de jardineria. Es tracta d'enjardinar tres zones: A, Bi C.
A la taula segiient es recull el nombre d’unitats que pot enjardinar cada grup

durant una setmana:

Han d’enjardinar un minim de 40 unitats a la zona A, 50 unitats a la zona B

Zona A Zona B Zona C
Grup G, 4 10 7
Grup G, 10 5 7

i 40 unitats a la zona C, i el cost setmanal s'estima en 3.300 €
per al grup G; i en 4.000 € per al grup G,.

Quantes setmanes haura de treballar cada grup per acabar el projecte
amb el cost minim? Expressa la funcié objectiu i les restriccions del problema.

Representa graficament la regid factible i calcula’n els vertexs.

x — nre. de setmanes que haura de treballar el grup G;
y — nre. de setmanes que haura de treballar el grup G,

4000 |[——> f(x,y) =3.300x + 4.000y

Grup G, | Grup G, | Total

Zona A 4 10 40
Zona B 10 5 50
Zona C 7 7 49
Cost (€) 3.300
Minimitzar ~ f(x, y) = 3.300x + 4.000y
Subjecte a 4x + 10y > 40

10x + 5y >50

x4+ y=>49
x>0
y=>0

La regi¢ factible no esta acotada i té com a vertexs A(10, 0), B(5, 2), C(3, 4)

i D(0, 10). Si tracem paral-leles a la funcid objectiu que passin per aquests vertexs,
comprovem que el minim s'aconsegueix en B. El grup G, haura de treballar

5 setmanes i el grup G, ho haura de fer 2 setmanes perque el cost sigui minim;

aquest cost és de 24.500 €.

fxy)=0

— 4x+4 10y > 40
— 10x+ 5y >50
— /x+ 7y>49

— Funcio objectiu




SOLUCIONARI

031 | Una empresa fabrica dues qualitats d'un bé, i n'ha de produir en total
un minim de 100 unitats i un maxim de 200. El cost de produccié d'una unitat
de primera qualitat és de 15 € i s'obté un benefici unitari de 100 €.
El cost de produccié d’una unitat de segona qualitat és de 10 € i s'obté
un benefici unitari de 50 €.

a) Planteja i resol un programa lineal per esbrinar el cost minim total per obtenir
un benefici total de, almenys, 12.500 €.

b) Planteja i resol un programa lineal per esbrinar el benefici total maxim
amb un cost total no superior a 2.550 €.

x — nre. d'unitats de qualitat 1
y — nre. d’unitats de qualitat 2

Qualitat 1 Quialitat 2
Cost de produccio (€) 15 10

Benefici per unitat (€) 100 50

a) Minimitzar  f(x,y) = 15x+ 10y

Subjectea 100 < x + y <200
0<x
0<y
100x + 50y >12.500

La regi¢ factible esta acotada i té com
a vertexs A(125,0), B(200, 0) i C(50, 150).

Com que f(A) = 1.875, f(B) = 3.000

i f(C) = 2.250, la funcid aconsegueix
el minim en A, és a dir, han de fabricar
125 unitats de qualitat 1 i cap unitat
de qualitat 2 per minimitzar el cost

i que sigui de 1.875 €.

b) Maximitzar  f(x,y) = 100x + 50y
Subjectea 100 < x + y <200

0<x

0<y v

15 + 10y < 2.550 1
La regi¢ factible esta acotada i té com 5]

a vertexs A(100, 0), B(170, 0),
C(110,90), D(0, 200) i £(0, 100).

Com que f(A) = 1.000, f(B) = 17.000,

f(C) = 15.500, f(D) = 10.000 i f(E) = 5.000,
el maxim s'aconsegueix en B, és a dir,

cal fabricar 170 objectes de qualitat 1

i cap objecte de qualitat 2 perque

el benefici sigui maxim, de 17.000 €.
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Un distribuidor d'oli d'oliva compra la matéria primera en dues almasseres, Ai B.
Les almasseres A i Bvenen l'oli a 2.000 i 3.000 € per tona, respectivament.

Cada almassera li ven un minim de 2 tones i un maxim de 7 i, per atendre

la demanda, el distribuidor ha de comprar en total un minim de 6 tones.

El distribuidor ha de comprar a I'almassera A com a maxim el doble d'oli

que a l'almassera B.

Quina quantitat d'oli ha de comprar el distribuidor a cada una de les almasseres
per obtenir el cost minim? Determina aquest cost minim.

x — quantitat doli que compra a I'almassera A
y — quantitat d'oli que compra a l'almassera B

AlmasseraA | Almassera B

Preu per tona (€) 2.000 3.000 — f(x, y) = 2.000x + 3.000y
— Funcié objectiu

Minimitzar  f(x, y) = 2.000x + 3.000y

Subjecte a X+y=>6
x <2y
2<x<7
2<y<7
La regi¢ factible esta acotada amb vertexs A(4, 2); 8[7, %] C(7,7);,DQ2,7)iEQ,4).

Y

™

;K\ "

Com que f(A) = 14.000, f(B) = 24.500, f(C) = 35.000, f(D) = 25.000
i f(E) = 6000 el minim s'aconsegueix en A. Aixi doncs, ha de comprar 4 tones
d'olia I'almassera B, amb un cost de 14.000 €.
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SOLUCIONARI

Cada instal-lacié d’una televisié analogica necessita 10 m de cable i cada instal-lacié
de televisio digital en necessita 20 m. Cada televisié analogica necessita 20 minuts
d'instal-lacié, i cada televisio digital, 30 minuts. Disposem d'un maxim de 400 m

de cable al dia. Hem de treballar almenys 300 minuts al dia. Diariament podem
instal-lar un maxim de 20 televisors analogics i hem d'instal-lar, almenys, 6 televisors
digitals. Per cada televisor analogic instal-lat obtenim uns ingressos de 10 €,i 15 €
per cada televisor digital.

Mitjancant técniques de programacio lineal, representa la regi6 factible, calcula
el nombre de televisors analogics i digitals que permeten obtenir ingressos diaris
més grans i I'ingrés maxim diari que es pot aconseguir.

x — nre. de televisors analodgics y — nre. de televisors digitals

Televisor | Televisor Total

analogic digital | disponible
Cable (m) 10 20 400 — 10x + 20y < 400
Temps (min) 20 30 300 — 20x 4 30y > 300
Ingressos (€) 10 15 —— > flx,y) =10x+ 15y

— Funci¢ objectiu
Maximitzar  f(x,y) = 10x+ 15y
Subjecte a 10x + 20y < 400
20x 4+ 30y > 300
0< x <20 y
y>6 1o

La regid factible esta acotada i té com Il
a vertexs A(6, 6), B(20, 6), C(20, 10), D(0, 20) T

i £(0, 10). \E c
Com que f(A) = 150, f(B) = 290, f(C) = 350, \

f(D) = 3001 f(E) = 150, el maxim 1A g
s'aconsegueix en C, és a dir, cal instal-lar 1
20 televisors analogics i 10 televisors digitals
per maximitzar els ingressos, que sén de 350 €.

Una empresa fabrica dos tipus de peces, A i B. Cada pega ha de passar per tres
departaments amb limitacions de temps. Les hores necessaries per a cada peca
i els seus beneficis sén:

Dep. 1 Dep. 2 Dep. 3 Benefici
Peca A 2 5 2 1M€
Peca B 6 2 2 7€
Hores disponibles 66 50 26

Calcula la produccié que maximitza el benéefici.

a) Planteja el problema.

b) Resolucio grafica.

¢) Analitza graficament qué passa si el benefici de B es redueix en 4 €.
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a)

x — nre. de peces A fabricades
y — nre. de peces B fabricades

AL (AR disggrrmeitiles
Dep. 1 2 6 66 — 2x+ 6y < 66
Dep. 2 5 2 50 —5x+2y <50
Dep. 3 2 2 26 —2x+2y <26
Benefici (€) 11 7 —— > fxy)=11x+7y

— Funcio objectiu
Maximitzar — f(x,y) = 11x+ 7y
Subjectea  2x+ 6y <66

5x +2y <50

2x+2y < 26

x>0

y=>0

La regio factible esta acotada amb vertexs A(0, 0), B(10, 0), C(8, 5), D(3, 10)

i E(0, 11). Si tracem paral-leles a la funcié objectiu que passin per cadascun
dels vértexs, observem que el maxim s'aconsegueix en C. Aixi doncs,

per maximitzar el benefici han de fabricar 8 peces A i 5 peces B. El benefici
maxim és de 123 €.

fxy)=0

Les restriccions sén les mateixes, i la funcid objectiu és: f(x, y) = 11x+ 3y.
Si tracem paral-leles a aquesta funcié que passin pels vértexs, comprovem
que el maxim s'aconsegueix en B. Aixi doncs, per maximitzar el benefici
han de fabricar 10 peces A i cap peca B. El benefici maxim és de 110 €.
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SOLUCIONARI

Per dotar de mobiliari urba una zona de la ciutat, es volen col-locar almenys 20 peces
entre fanals i jardineres. Hi ha 40 fanals i 12 jardineres disponibles. Es pretén
que el nombre de jardineres col-locades no sigui superior a una tercera part
del de fanals col-locats, perd de manera que almenys un 20 % de les peces
que es col-loquin siguin jardineres.
a) Quines combinacions de peces de cada tipus es poden col-locar?
Planteja el problema i representa graficament el conjunt de solucions.
b) Quina combinacio fa que la diferéncia entre el nombre de fanals i de jardineres
col-locades sigui més gran? Es la combinacié en qué es col-loquen més peces
de mobiliari?

a) x — nre.de fanals y — nre. de jardineres v
0< x <40 $
0<y<12 1
x+y>20

i< I

3 I £
0,20(x +y) <y I
Graficament és la regio6 del pla 2"/A ,

que té com a vertexs A(16, 4); B(40, 10); Zta X

C(40,12); D(36,12) i E(15, 5). T
b) Hem de maximitzar la funcié f(x, y) = ‘X — y‘ subjecte a les restriccions

anteriors. Com que la regié esta acotada, podem substituir els vertexs.

I com que f(A) = 12,f(B) = 30, f(C) = 28,f(D) = 24 i f(E) = 10, el maxim

s'aconsegueix en B, és a dir, perque la diferencia sigui més gran cal col-locar

40 fanals i 10 jardineres.

No és la combinacioé en la qual s'installen més peces de mobiliari; aixd

s'aconsegueix collocant 40 fanals i 12 jardineres.

Les restriccions son:

Una companyia de telefonia mobil vol celebrar

una jornada de «Consum raonable» i ofereix

als clients l'oferta seglient: 15 céntims d'euro

per cada missatge SMS i 25 céntims d’euro per

cada minut de conversa, inclos el cost d’establiment

de trucada. Imposa les condicions:

« El nombre de trucades d'un minut no pot ser
més gran que el nombre de missatges augmentat
en 3 ni més petit que el nombre de missatges
disminuit en 3.

« Sise sumen el quintuple del nombre de missatges amb
el nombre de trucades no pot obtenir-se més de 27.

a) Dibuixa la regié factible.

b) Determina el nombre de missatges i de trucades perqué el benefici
sigui maxim.

¢) Quin és el benefici maxim?
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x — nre. de missatges SMS

Missatge Minut de
SMS conversa
| Preu (céntims) 15 25

a)

Q

x—=3<y<x+3

Sx+y <27
x>0
y=>0

Les restriccions son:

La regi¢ factible esta acotada i té com a
vertexs A(0, 0); B(0, 3); C(4,7); D(5,2) i E(3,0).

Es tracta de maximitzar f(x, y) = 15x 4+ 25y

subjecte a les restriccions seglents:

Com que f(A) = 0; f(B) = 75, f(C) = 235;

y — nre. de minuts de conversa telefonica

— f(x, y) = 15x + 25y — Funci¢ objectiu

Y

f(D) = 1251 f(E) = 45, el maxim s'aconsegueix en C; és a dir, per maximitzar
el benefici cal enviar 4 missatges SMS i mantenir 7 minuts de conversa

telefonica.
El benefici maxim és de 235 céntims.

Un fabricant de cotxes llenca una oferta especial en dos models i ofereix el model A

aun preu de 15.000 € i el model Ba un preu de 20.000 €. Loferta esta limitada

per les existencies, que sén 20 cotxes del model Ai 10 del model B, i vol vendre,

almenys, tantes unitats del model A com del model B.

D’altra banda, per cobrir les despeses d’aquesta campanya, els ingressos obtinguts

han de ser, almenys, de 60.000 €.

a) Planteja el problema i representa’n graficament el conjunt de solucions.

b) Quants cotxes haura de vendre de cada model per maximitzar els ingressos?
Quin n'és I'import?

x — nre. de cotxes venuts del model A
y — nre. de cotxes venuts del model B

Model A | Model B
Total de cotxes disponibles 20 10
Preu (€) 15.000 20.000

a) Les restriccions son:

15.000x 4 20.000y > 60.000
0<x<20

0<y<10

x>y

La regio factible esta acotada i té
12

com a vertexs A[? 7]; B(10, 10);

C(20,10); D(20,0) i £(4,0).

—->x<20,y<10

— f(x, y) = 15.000x 4 20.000y
— Funcié objectiu

Y
o/
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b) Es tracta de maximitzar f(x, y) = 15.000x -+ 20.000y subjecte a les restriccions

anteriors.

Com que f(A) = 60.000, f(B) = 350.000, f(C) = 500.000, f(D) = 300.000

SOLUCIONARI

i f(E) = 60.000, el maxim s'aconsegueix en C; aixi doncs, ha de vendre

20 cotxes del model A i 10 cotxes del model B per maximitzar els ingressos.

L'import és de 500.000 €.

Una companyia aéria té dos models d’avid (A i B)
per cobrir tres trajectes diferents (T;, T, i T).

El model A pot fer mensualment 10 vegades

el trajecte T;, 30 vegades el T, i 50 vegades el Ts.
El model B pot fer mensualment 20 vegades cada
un dels trajectes. La companyia s’ha compromeés
a efectuar almenys 80 vegades el trajecte T;,

160 vegades el T, i 200 vegades el T.

Si el cost del combustible dels dos models

és de 200.000 € mensuals, quant de temps ha de
volar cada un d'aquests models perqué es compleixin
els compromisos adquirits amb el cost minim?

x — nre. de mesos d'activitat de I'avid A
y — nre. de mesos d'activitat de I'avié B

Minimitzar  f(x, y) = 200.000x 4 200.000y

Subjectea  10x+ 20y > 80
30x 4+ 20y > 160
50x 4 20y > 200
x>0
y=>0

La regi¢ factible no esta acotada i té

com a vertexs A(0, 10), B(2, 5), C(4, 2) i D(8, 0).
Sitracem paral-leles a la funcié objectiu

que passin pels vertexs, comprovem

que el minim s'aconsegueix en el vertex C;
aixi doncs, per minimitzar costos cal

que l'avié del model A voli 4 mesos

i el del model B voli 2 mesos. El cost

del combustible pujara a 1.200.000 €

Avi6A | Avi6B | Total
Trajecte T, 10 20 80 | = 10x+4 20y > 80
Trajecte T, 30 20 160 | — 30x+ 20y > 160
Trajecte Ty 50 20 200 | — 50x + 20y > 200
fg;:s:sltibl e (€) | 200000 | 200000 | —— lx Fyu)n:cégob?gféf 200.000y
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039

Una empresa d'autobusos de diversos tipus i capacitats disposa, en un dia
determinat, d'un maxim de 7 conductors i de 6 conductores. Rep l'encarrec
de transportar els 528 alumnes d'un centre docent a una excursié

d’un dia de durada. Si un conductor porta un autobus de 44 places,
aleshores les conductores han de portar obligatoriament els de 66 places.
En canvi, si una conductora porta un autobus de 24 places, aleshores

els conductors han de portar obligatoriament els de 72 places.

La quantitat que cobra I'empresa és de 500 € al dia per conductor,
independentment de si és home o dona.

a) Representa la regi6 factible.

b) Determina el nombre de conductors i el nombre de conductores
perqué el benefici empresarial sigui maxim.

¢) Calcula aquest benefici maxim.

x — nre. de conductors y — nre. de conductores

Conductors | Conductores

?égf;ogg 500 500 — f(x,y) = 500x 4 500y — Funci¢ objectiu

Maximitzar  f(x, y) = 500x 4 500y

Subjectea  44x 4 66y > 528
72x + 24y > 528
0<x<7
0<y<6

a) Laregi6 factible esta acotada i té com a vertexs A(6, 4); 8[136 6]; C(7,6)

‘D[7, 10}.
3

Y

A\D

1+
—t—t—t— >
41 X

b) Es tracta de maximitzar f(x, y) = 500x + 500y
subjecte a les restriccions anteriors.

Si tracem paral-leles a la funcié objectiu
que passin pels vertexs, comprovem

que el maxim s'aconsegueix en el vertex G;
aixi doncs, perqué el benefici empresarial
sigui maxim necessiten 7 conductors

i 6 conductores.

c) El benefici maxim és de 6.500 €. f(x,y) =0
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041

Un camioner transporta dos tipus de mercaderies, Xi Y, i guanya 60 i 50 € per tona,

SOLUCIONARI

respectivament. Ha de transportar, almenys, 8 tones de Xi, com a molt, el doble
de quantitat que de Y. A quant puja el seu guany total maxim si té un camié
que pot transportar fins a 30 tones?

x — tones de la mercaderia X

y — tones de la mercaderia Y

Mercaderia X | Mercancia Y
Guany (€) 60 50
Maximitzar  f(x,y) = 60x + 50y
Subjecte a x>8
x <2y
x4y <30

La regid factible esta acotada i té

com a vertexs A(8,4), B(20,10) i C(8, 22).

Com que f(A) =680, f(B) = 1.700i f(C) = 1.850,
el maxim de la funcié s'aconsegueix en B;
aixi doncs, per aconseguir els guany total

maxim de 1.700 € han de transportar
20 tones de la mercaderia X'i 10 tones
de la mercaderia Y.

— f(x, y) = 60x + 50y — Funcié objectiu

Un horticultor vol barrejar fertilitzants que proporcionin un minim de 15 unitats
de potassa, 20 unitats de nitrats i 24 unitats de fosfats. Cada unitat de la marca

1 proporciona 3 unitats de potassa, 1 de nitrats i 3 de fosfats, i costa 120 €.
Cada unitat de la marca 2 proporciona 1 unitat de potassa, 5 de nitrats

i 2 de fosfats, i té un cost de 60 €. Quina és la combinacié de fertilitzants

amb un cost menor que satisfa les especificacions desitjades?

a) Planteja el problema.
b) Resolucio grafica.

¢) Analitza graficament qué passa si el preu de la marca 2 augmenta en 20 €.
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a)

X — unitats de la marca A
y — unitats de la marca B

Marca 1 | Marca 2 | Total
Potassa 3 1 15 |—>3x+ y>15
Nitrats 1 5 20 |— x+5>20
Fosfats 3 2 24 | = 3x+2y>24
Cost (€) 120 60 |———> f(x,y) =120x+ 60y

— Funcié objectiu
Minimitzar  f(x, y) = 120x + 60y

Subjecte a 3x+ y>15
X+ 5y >20
3x+2y>24
x>0
y=>0

La regio factible no esta acotada, i té com a vertexs A(20, 0); 8[82 32]
1 1

C(2,9)1D(0, 15). Si tracem paral-leles a la funcié objectiu que passin

pels vertexs, obtenim que el minim s'aconsegueix en C.

Aixi doncs, perqué el cost sigui el minim possible cal agafar 2 unitats

dela marca 119 unitats de la marca 2. El cost puja a 780 €.

flx,y) =0

Siaugmentem el preu de la marca 2 de 20 €, obtindriem la funcié objectiu
seglent: f(x, y) = 120x 4 80y, amb la qual cosa, si seguim el mateix
procediment que a l'apartat b) comprovem que el minim s'aconsegueix
en tots els punts del segment BC. Com que estem parlant d'unitats

de cadascuna de les marques, els valors han de ser enters; aixi doncs,

els punts valen (6,3), (4,6) i (2,9), en els quals el cost puja a 960 €.
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SOLUCIONARI

Mario’s Pizza és productor de pizzes congelades

de dos tipus, Ai B. Obté un beneficid’'1 €

per cada pizza A que produeix i d’'1,50 € per cada
pizza tipus B. Cada pizza inclou una combinacié

de pasta de farina i de barreja de farcit, com s'indica
en el quadre seglient:

Pasta de Barreja Benefici
farina de farcit
Pizza A 1/2 kg 1/8 kg 1€
Pizza B 1/2 kg 1/4 kg 1,50€

Un dia qualsevol, disposa d’'un maxim de 75 kg de pasta de farina

i de 25 kg de barreja de farcit i, segons les comandes anteriors,

ha de vendre diariament almenys 50 pizzes de tipus A i, almenys, 25 pizzes
de tipus B.

a) Formula el sistema d'inequacions, representa graficament la regié factible
i calcula’n els vertexs.

b) Quantes pizzes Ai B haura de fabricar diariament per maximitzar els beneficis?
Calcula aquests beneficis.

X — nre. de pizzes del tipus A
y — nre. de pizzes del tipus B

. . Total
Pizza A Pizza B disponible
1 1 1
Pasta de farina 1 — 75 —->—x+—y <75
2 8 2 8
Barreja de farcit 1 X 25 - 1 X+ 1 <25
! 2 4 TS
Beneficis (€) 1 1,5 —— flxy)=x+15y
— Funcié objectiu
a) Lesinequacions son:
ix + ly <75
2 8~
lx + iy <25
20 47T Y
X > 50
y =25
La regi6 factible esta acotada A \
i té com a vertexs A(50, 75); B
B(100, 50); C(125, 25) i D(50, 25). \
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b) Es tracta de maximitzar f(x, y) = x+ 1,5y subjecte a les restriccions anteriors.

Com que f(A) = 162,5,f(B) = 175, f(C) = 162,51 f(D) = 87,5, el maxim
s'aconsegueix en el vertexs B; aixi doncs, ha d'elaborar diariament 100
pizzes del tipus A i 50 pizzes del tipus B perque el benefici sigui maxim.
Aquest benefici és de 175 €.

043 | Per seguir una dieta per aprimar-se, es recomana un preparat dietetic que barreja
dos productes Ai Bamb les condicions segiients:

« La quantitat de producte B no ha de superar la quantitat de producte A.
« La quantitat de barreja ingerida no ha de superar els 200 grams.

« La quantitat de producte A no ha de superar els 150 grams.

Si, en cada gram, el producte A conté 0,4 g de vitamines i el producte B
conté 0,3 g de vitamines:

a) Representa la regi6 factible.

b) Quants grams de cada producte s’ha d'incloure en la barreja per maximitzar-ne
el contingut vitaminic?

x — grams del producte A
y — grams del producte B

Producte A | Producte B
Vitamines (g) 1 7 — f(x,y) = 04x+ 0,3y — Funcio objectiu

a) Les restriccions son:

y<x
X+ y <200
0<x<150
0<y

La regio factible esta acotada i té com a vertexs A(0, 0); B(100, 100);
C(150, 50) i D(150, 0).

14
I\
1 c
104
LAY PR R
120 D X

b) Es tracta de maximitzar f(x, y) = 04x+ 0,3y subjecte a les restriccions anteriors.

Com que f(A) =0, f(B) =70,f(C) =751 f(D) = 60, el maxim s'aconsegueix
en el vertex C. Aixi doncs, per maximitzar el contingut vitaminic han de prendre
150 grams del producte A i 50 grams del producte B.

294



SOLUCIONARI

044 | En una refineria es produeixen dos tipus de fertilitzants a partir de quatre compostos:
nitrogen, acid fosforic, potassi soluble i guano. A la taula segiient s'expressa
la composicio per bidé d'aquests dos fertilitzants:

Nitrogen | Acid fosforic | Potassi Guano
Fertilitzant 1 20 litres 30 litres 30 litres 20 litres
Fertilitzant 2 10 litres 10 litres 60 litres 20 litres

L'empresa disposa de 900 litres de nitrogen i de 1.400 litres de guano,

i les quantitats dels altres dos components no estan limitades, encara
que a causa del gran estoc existent d’aquests dos productes cal utilitzar
almenys 600 litres d'acid fosforic i 1.800 litres de potassi. Cada bido

del fertilitzant 1 suposa un benefici de 6 pessetes, i de 5 pessetes

cada bidé de I'altre fertilitzant. Troba quina quantitat de fertilitzant

de cada classe cal produir per obtenir un benefici maxim.

Plantegem el problema:
x — nre. de bidons de fertilitzant 1
y — nre. de bidons de fertilitzant 2
Condicions del problema:
Nitrogen — (r): 20x + 10y < 900
Guano — (r): 20x + 20y < 1.400
Acid fosforic = (r): 30x + 10y > 600
Potassi — (r;): 30x + 60y > 1.800
A mésdelesdues trivials: (5): y >0 (5): x>0
Funcié objectiu — F(x, y) = 5x + 6y

Dibuixem la regié factible i en calculem els vértexs:

Punts de tall:
rNr, = A40,10) rNr=~B8(20,50) nrNr=CO,70)
rNr=D0,60) rNr=E~12 24)
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Substituim aquests valors en la funcié objectiu:

A- f(40 10) = 260 pts.
(20, 50) = 400 pts.
f(x, y) =5x+6y — C (0, 70) = 420 pts.
D: £(0, 60) = 360 pts.
E: £(12, 24) = 206 pts.
El maxim benefici sobté produint 70 bidons del fertilitzant 2.

045 | Enun taller de confeccié es disposa de 80 metres quadrats de tela de cotd

i de 120 metres quadrats de tela de llana. Es fan dos tipus de vestits, A i B. Per fer

un vestit del tipus A es necessita 1 metre quadrat de coté i 3 metres quadrats de llana;

en canvi, per a un vestit del tipus B calen 2 metres quadrats de cada tipus de tela.

a) Quants vestits de cada tipus s’han de fer per obtenir un benefici total maxim
si per cada vestit (sigui del tipus que sigui) es guanyen 30 euros?

b) Quina seria la conclusio a la pregunta anterior si per cada vestit del tipus A es
guanyen 30 euros i, en canvi, per cada un del tipus B només es guanyen 20 euros?

Plantegem el problema:
x — nre. de vestits de tipus A y — nre. de vestits de tipus B
Condicions del problema:

Cotd > riix+ 2y <80

Llana — ry:3x+ 2y <120
A més de les dues trivials: r3:y >0 r: x>0
Dibuixem la regio factible i en calculem els vertexs:

Y

Iy

35T

5T A(40, 0)
L 5 15 25 35 X

Punts de tall:
LrNr=A4000 rnNr=~82030) rNr=C0 40) rNr =D,0)
Comprovem en cada cas el benefici:

a) Funcié objectiu: F(x, y) = 30x + 30y
Substituim aquests valors en la funcié objectiu:

£(40, 0) = 1.200 €
B: £(20, 30) = 1500 €

f(x, y) =
(0 y) = 30x 430y =7 40 40) = 1200 €
(

f(0,00=0%€

El benefici maxim s'obté fent 20 vestits A i 30 de B.
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b) Funcié objectiu: F(x, y) = 30x + 20y
Substituim aquests valors en la funcié objectiu:

(40, 0) = 1200 €
- £(20, 30) = 1200 €
fx, y) = 2
(X, y) = 30x+ Oy_> - £(0, 40)—800€
70,

0)=

El benefici maxim s'obté en qualsevol punt del segment AB. Hem de buscar
els punts de coordenades enteres de la recta x + 2y = 80 entre els valors

x=0 4 jx= Comqueyfgo_
y=40 |y=30

La solucié sén els 11 parells de valors segtients:
(0,40) (2,39) (4,38) (6,37)

(8,36) (10,35) (12, 34) (14, 33)

(16,32) (18,31 (20, 30)

Un pastisser té 150 kg de farina, 22 kg de sucre i 26 kg de mantega per fer dos tipus
de pastissos. Es necessiten 3 kg de farina, 1 de sucre i 1 de mantega per fer

una dotzena de pastissos del tipus A, mentre que les quantitats per una dotzena
del tipus B son, respectivament, 6 kg, 0,5 kg i 1 kg. Si el benefici que s'obté

per la venda d'una dotzena de pastissos del tipus A és 20 i per una dotzena

del tipus B és 30, troba el nombre de dotzenes de pastissos de cada tipus
que ha de produir per maximitzar el seu benefici.

Plantegem el problema:

x = nre. de dotzenes de pastissos de tipus A

y — nre. de dotzenes de pastissos de tipus B
Condicions del problema:

Per fer 1 dotzena de pastissos dels dos tipus necessitem:

X
, els valors x han de ser parells.

1 dotzena

de pastissos harinaitkg) Sucre (kg) Mantega (kg)
Tipus A 3 1 1
Tipus B 6 05 ]

Per tant, per fer x dotzenes de tipus A i y dotzenes de tipus B, tindrem:

dotzenes .
de pastissos Ferine L) Sucre (kg) Mantega (kg)
x de tipus A 3x X
y de tipus B 6y 0,5y y

Les condicions son:

Farina — r;: 3x +6y <150

Sucre = r;: x 40,5y <22

Mantega — r;: x +y <26
A més de les dues trivials: r,; y >0 rgx=0
Funcié objectiu — f(x, y) = 20x + 30y
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Dibuixem la regi¢ factible i en calculem els vertexs:

]
D(0, 25)
281
’./ C,24)
204 "
124
41
t t t t t t t +——t—>
E00] 4 12 /A\ %8 X
I A(22,0)
Punts de tall:

LN =A220 rNr=8(1828) nnr==~C2, 24)
nnr=D0,25 nNr=EQ,0)

Substituim aquests valors en la funcié objectiu:

:(22, 0) = 440
f(18, 8) = 600

f(x, y) = 20x 4 30y — C f(2, 24) = 760
:£(0, 25) = 750
:f(0,0) =

El maxim benefici sobté amb 2 dotzenes de pastissos de tipus A i 24 de tipus B,
i aquest benefici sera de 760.

047 | Enuna prova es proposen 10 qiiestions de 5 punts i 8 quiestions de 10 punts
i es dona un temps de 100 minuts. Només es valoren els encerts; els errors
o respostes en blanc no resten puntuacio.

L’Anna, que esta capacitada per contestar correctament totes les qliestions,
necessita 4 minuts de mitjana per respondre a cada questio de 5 punts i 10 minuts
per respondre a cada qliesti6 de 10 punts.

Quina estrategia ha de seguir I'Anna (és a dir, quantes preguntes de cada tipus
ha de contestar) per obtenir la millor puntuacié possible en les seves condicions?

Plantegem el problema:
x — nre. de qlestions de 5 punts (A)
y — nre. de questions de 10 punts (B)
Condicions del problema:
Questions A (de 5 punts) = () : x <10
Questions B(de 10 punts) = (r): y < 8
Temps — (r): 4x + 10y <100
A més de les dues trivials = (1): y >0 () x>0
Funcié objectiu — F(x, y) = 5x + 10y
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Dibuixem la regio factible i en calculem els vértexs:

y
2T pos
10‘/</C)(5,8) ' "
s
ol .8(10,6)
41
o1
A(10,0)
"NS 4 6 810102 x
£00,0)
Punts de tall:

nnr =A10,0) nNnr=B10,6) nNr=C(528) nNr=DQ,38)

Substituim aquests valors en la funcié objectiu:

A: £(10, 0) = 50 punts
B: (10, 6) = 110 punts

f(x, y) =5x 410y — {C:f(5, 8) = 105 punts
D:f(0, 8) = 80 punts
E: (0, 0) = O punts

La millor estratégia és contestar 10 preguntes de 5 punts i 6 preguntes
de 10 punts. I la puntuacié que s'obtindra sera de 110 punts.

Un entusiasta de la salut vol tenir un minim de 36 unitats de vitamina A al dia,
28 unitats de vitamina C i 32 unitats de vitamina D. Cada pastilla de la marca 1
costa 0,03 € i proporciona 2 unitats de vitamina A, 2 de Ci 8 de D. Cada pastilla
de la marca 2 costa 0,04 € i proporciona 3 unitats de vitamina A,2 de Ci2 de D.
Quantes pastilles de cada marca haura de comprar per a cada dia si vol cobrir
les necessitats basiques amb el menor cost possible?

Plantegem el problema amb una taula que contingui les dades del problema:

8;;2:};:; VitaminaA | VitaminaB | Vitamina D Cost (€)
Marca 1 X 2x 2x 8x 0,03x
Marca 2 y 3y 2y 2y 0,04y
Condicions | x>0,y>0 | 2x+3y>36 | 2x+ 2y > 28 | 8x+ 2y > 32 | 0,03x + 0,04y

Hem de minimitzar la funcié cost C(x, y) = 0,03x + 0,04y a la regi6 definida
per les restriccions segients:

(m x>0
() y >0
(3) 2x+3y>36
(4) 2x+2y >28
(5) 8x+2y>32
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La regi¢ factible és:

Els punts de tal de les diferents rectes que defineixen la regid son:
nNr=A016) nNr= B[% 4—30] rNr=C6,8 nNr=D18,0)

Per obtenir el minim, calculem el valor de la funcié cost en cada vertex

ja que sabem que sobté en un vertex o en un costat:

C(A)=0,64 (C(B)=0,5533 C(C)=0,5 C(D)=0,54

El cost minim s'obté en el punt C, o sigui sobté prenent 6 pastilles de la marca 1
i 8 pastilles de la marca 2, i el cost és 0,5 €/dia.

049 | Decideix si el poligon de vertexs consecutius A(0, 0), B(5, 2), C(7, 1), D(7, 6) i E(O, 6)
és la regié factible d'un problema de programacid lineal. Justifica la resposta.

Y
Dibuixem la grafica de la regid factible:
Com podem comprovar, és un poligon 7 ‘
no convex, per la qual cosa no pot ser 6 *D
la regio factible d'un problema 5
de programacio lineal. 4t

3

2 .

B
"Ta

050 | Un curs de segon de batxillerat d'un institut té un grup que esta format per 20 noies
i 10 nois, que volen organitzar un viatge de fi de batxillerat. A fi de recollir diners,
troben una feina de fer enquestes. L'empresa contracta equips de joves per fer
enquestes durant les tardes lliures que poden ser de dos tipus:

A: parelles d'un noi i una noia.

B: equips de tres noies i un noi.
Paguen a 40 € la tarda els equips A ia 90 € la tarda els equips B.
Com els convé distribuir-se per obtenir la major quantitat possible de diners?
Quina quantitat de diners obtindran per tarda treballada?
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Elaborem una taula amb les dades del problema:

Teixit color (m) Teixit blanc (m) Hores de feina
Vestit A 2 1 4
Vestit B 2,50 05 3
Maxim 250 100 380

a) Restriccions del problema:
Teixit color — (r}): 2x + 2,5y < 250
Teixit blanc — (r): x + 0,5y <100
Hores de treball = (1): 4x + 3y < 380
A més de les dues trivials — (r,): y > 0 () x>0
b) Representacié grafica
de la regi¢ factible:
Els punts de tall son els segiients:
N = A950)
nNr = B(50, 60)
nNr=C(0,100)
nNr=DO,0)

n

X

c) El'benefici que sobté és f(x, y) = 5x + 4y iel seu maxim estara en un vertex.

Calculem el valor d’aquest benefici en cadascun dels vértexs:

:f(95,0) = 475 €

_ (060)_490€

f(x, y)—5X+4y—> - £(0, 100) — 400 €
-f(0, O)—O€

El benefici maxim sobtindra fabricant 50 vestits de tipus A i 60 de tipus B,

i aquest benefici sera de 490 €.
d) Sobrants: En el cas que hem obtingut gastaran:

— teixit de color: 2- 50 + 2,5- 60 = 250 m — no en sobra gens.

— teixit blanc: 1- 50 4+ 0,5 - 60 = 80 m — sobraran 20 m de teixit blanc

052 | Enunaempresa es fabriquen dos tipus de peces que nomenarem A i B. Per fabricar
una peca de tipus A es necessiten 2 quilos d'un metall i per fer-ne una de tipus B,
4 quilos del mateix metall. Lempresa disposa com a maxim de 100 quilos de metall

i no pot fabricar més de 40 peces de tipus A ni més de 20 de tipus B.

a) Dodna un sistema d'inequacions que representi les restriccions en la fabricacié

que té I'empresa.

b) Determina graficament els punts del pla que verifiquen aquest sistema.

c) D’entre les solucions obtingudes, quins sén els possibles valors de peces
de cada tipus (han de ser enters) si es volen exhaurir els 100 quilos de metall?

Explica detalladament que fas per trobar-los.



SOLUCIONARI

Plantegem el problema:
x — nre. de peces de tipus A
y — nre. de peces de tipus B

a) Restriccions:

(n) x <40
(n) y <20
() 2x+4y <100
() x>0
(r5) y=0

b) Grafica de la regio factible:
Y

,
301 "

I3

14
t

c) Possibles solucions:

Si volem exhaurir els 100 quilos de metall, el nombre de peces sera un punt
de coordenades enteres que estara en el segment BC, en que B(40, 5)

i C(10, 20).

Aquests valors han de complir que 2x + 4y =100 —» y = M;
per tant, x ha de ser multiple de 2. Solucions: 4
(10,20) (12,19) (14,18) (16,17)

(18,16) (20,15) (22,14) (24,13)

(26,12) (28,11 (30,10) (32,9)

(34,8) (36,7) (38,6) (40,5)

053 | Una marca comercial utilitza tres ingredients Ai B i C en l'elaboracié de tres tipus
de pizzes P1, P2 i P3. La pizza P1 s'elabora amb 1 unitatde A,2de Bi2 de C;
la P2 s'elabora amb 2 unitats de A, 1 de Bi 1 de C, i la P3 s'elabora amb 2 unitats de A,
1deBi2deC
El preu de venda al public és de 4,80 € pera P1, 4,10 € per a P2 4,90 € per a P3.
Sabent que el marge comercial (benefici) és d'1,60 € en cadascuna, troba quant
costa cada unitatde A i Bi Cala marca comercial esmentada.

Anomenem x, y i z els costos de les unitats dels ingredients A, Bi C.
Plantegem el sistema:
X+ 2y +2z=4,80—-160

2x+ y+ z=4,10-160
2x+ y+2z=4,90—-160
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Resolem per Gauss:

12 2032) 26-656 (1 2 1]32 12 1132
2 1 1|25/ 2E2E00 3 3]39[ AR 10 3 339
21 2033 03 2|3/ 00 1|08

Que ddna aquest sistema equivalent i la solucié corresponent:

X+ 2y+22=3,20 x=06%€
3y4+32=39 1 >iy=05%€
z=0,80 z=08€

054 | Un taller pot produir per dia com a maxim 12 articles del tipus A i 20 del tipus B.
Cada dia el servei tecnic pot controlar un minim de 20 articles i un maxim de 25,
independentment del tipus.

a) Siguin xiy el nombre d’articles produits per dia dels tipus A i B, respectivament.
Expressa les condicions anteriors mitjangant un sistema d’inequacions en x i y.

b) Representa la regié del pla determinada per aquest sistema.

¢) Sabem que el benefici de produir els articles de tipus A és el doble del que s'obté
amb els articles de tipus B. Troba quants articles de cada tipus ha de produir
el taller per obtenir el benefici maxim.

a) Condicions del problema:

(n) x>0

(r) x <12

(r) y=0

(ry) y < 20

(5) x+y=>20

() x+y<25

b) Representacié grafica 4 "

de la regi¢ factible: 0T n

Els punts de tall son: ™ ¢

LrNr=A(128)

nNK=B8(12,13) T o8

r, N = C(5,20) 101 SN

n N = D0, 20) T q .
t t =—t— i +—

10 208 N30 X

c) Benefici maxim:
El benefici esta determinat per la funcié objectiu: B(x, y) = k(2x + y).
Calculem el valor d'aquest benefici en cadascun dels vertexs:

A: B(12, 8) = 32k

B: B(12,13) = 37k

C: B(5, 20) = 30k

D:B(0, 20) = 20k

El benefici maxim s'obtindra produint 12 articles de tipus A i 13 productes

de tipus B, i aquest benefici sera de 37 k.

B(x, y) =K2x+y) >
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055 | Els alumnes d’un institut disposen de 300 samarretes, 400 llapis i 600 boligrafs
per financar-se un viatge. Tenen la intencié de vendre'ls en dos tipus de lots: el lot A
consta d'1 samarreta, 3 llapis i 2 boligrafs i el venen per 9 €. El lot B consta
d’1 samarreta, 2 llapis i 4 boligrafs i el venen per 11 €. Calcula quants lots de cada
tipus han de vendre per treure’n el benefici maxim i aquest benefici maxim.

Plantegem el problema:
x — nre. de lots de tipus A
y — nre. de lots de tipus B

Condicions del problema:
Per fer 1 lot de cada tipus es necessita:

Samarretes Llapis Bolis
Tipus A 1 3 2
Tipus B 1 2 4

Per tant, per fer x lots de tipus A i y lots de tipus B, tindrem:

Lots Samarretes Llapis Bolis
Tipus A (x) X 3x 2x
Tipus B(y) y 2y 4y

Les condicions son:

(ry) x>0
) y=0
(5) x4y <300
() 3x+2y <400
() 2x+ 4y <600

Grafica de la regio factible:

Els punts de tall son:
LN = A(3OO O)

r, N, = B(50, 125)
nnr=C, 150)
rnnNn = D0, 150)

El benefici esta determinat per la funciod
objectiu seglient: B(x, y) = 9x + 11y.

I r7

A
j[ 100 \ 200 3000 X

Calculem el valor d'aquest benefici en cadascun dels vertexs:

SOO O) = 2700 €
25)=1825€
150) = 1650 €

Blx, y)=9x+11y > 0
0,00=0%€

B(
B(50
B(
:B(
El benefici maxim sobtindra venent 50 lots de tipus A i 125 lots de tipus B,

i aquest benefici sera de 1.825 €.
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056 | En un jardi municipal es volen plantar un minim de 1.200 geranis, 3.200 clavells
i 3.000 margarides. Una empresa A ofereix un lot que conté 30 geranis,
40 clavells i 30 margarides per 15 €. Una altra empresa B ofereix un lot
de 10 geranis, 40 clavells i 50 margarides per 12 €. L'Ajuntament compra x lots
alempresa Aiy lots a 'empresa B.

a) Determina les inequacions que representen les restriccions a les quals estan
sotmesos els valors de x i de y per tal que compleixin les condicions
de la plantacié.

b) Representa graficament la regié del pla que satisfa les inequacions.

¢) Troba el nombre de lots de cada tipus que fan que la despesa sigui minima
i calcula aquesta despesa minima.

d) Troba quants geranis, clavells i margarides adquireix I'’Ajuntament amb la compra
de preu minim i quantes plantes i de quin tipus haura adquirit per sobre
del minim que vol plantar.

Dades del problema:
x — nre. de lots de 'empresa A
y — nre. de lots de 'empresa B

El total de flors que necessitem per plantar en funcié dels lots és el seglent:

Lots Geranis Clavells Margarides
Empresa A (x) 30x 40x 30x
Empresa B(y) 10y 40y 50y

a) Restriccions del problema:

n) x>0

y=>0
30x 4+ 10y >1.200
40x + 40y > 3.200
30x 4 50y > 3.000

SESES

(
(r)
(r)
(ra)
(%)

o

b) Representacid grafica de la regid factible:

Els punts de tall sén:

LN =A100,0)0 rnNr=B8B5030) rNr=C060) rnNr=D0,120)
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c) Despesa minima.

La despesa esta determinada per la funcié objectiu segient:

D(x, y) =15x +12y.

Calculem el valor d'aquesta despesa en cadascun dels vertexs:

D(x, y) = 15x + 12y = 58 2

Per tant, la despesa minima sobtindra comprant 20 lots a l'empresa A i 60 lots

100, 0) =
0) =
0
20)

500 €
110 €
020 €
440 €

a l'empresa B, i aquesta despesa és de 1.020 €.

d) Amb aquesta compra, la quantitat de flors en cada cas és:

Geranis: 30-20 410 - 60 = 1.200
Clavells: 40 - 20 4 40 - 60 = 3.200

Margarides: 30 - 20 + 50 - 60 = 3.600

Sobren 600 margarides.

Un taller de confeccid fa jaquetes i pantalons per a criatures. Per a fer una jaqueta

es necessiten 1 m de roba i 2 botons, i per a fer uns pantalons calen 2 m de roba,

1 botd i 1 cremallera. El taller disposa de 500 m de roba, 400 botons i 225 cremalleres.
El benefici que s'obté per la venda d'una jaqueta és de 20 € i per la d'uns pantalons

és de 30 €. Suposant que es ven tot el que es fabrica:

a) Calcula el nombre de jaquetes i de pantalons que s’han de fer per tal d'obtenir
un benefici maxim. Determina també aquest benefici maxim.

b) Siel material sobrant es ven a 1 € el metre de roba, a 0,20 € cada cremallera
ia 0,01 € cada botd, calcula quant es pot obtenir de la venda

del que ha sobrat.

Plantegem el problema:
x — nre. de jaquetes
y — nre. de pantalons

Condicions del problema:
Per fer aguestes quantitats, necessitem:

Roba Botons Cremalleres
Jaquetes (x) X 2X 0
Pantalons (x) 2y y y

a) Les condicions del problema sén:

x>0
y=>0

n)
)
) 30x+ 10y >1.200
)
)

h

=

40x + 40y > 3200
30X + 50y > 3.000

—~ T~~~
o

(o]

307



Programacio lineal

La grafica de la regid factible és:

Y
Ah
ol ~¢C \ s
2004 5
150+ i
100+
4 Iy
504
1 W
" 50 'wéo'wéo'za\' Y

Els punts de tall sén:
nNr=A200,0 rNrL=B8(100,200) rNr=C(50,225)
nnr=D0,225 rnnNnr=DQO,0)
El benefici esta determinat per la funcié objectiu seglent:
B(x, y) = 20x + 30y.
Calculem el valor d'aquest benefici en cadascun dels vértexs:
A: B(20, 0) = 4.000 €
B: B(100, 200) = 8.000 €
B(x, y) = 20x + 30y — {C: B(50, 225) = 7.750 €
D: B(0, 225) = 6.750 €
E:B(0,0)=0€

El benefici maxim s'obté fent 100 jaquetes i 200 pantalons, i és de 8.000 €.

b) Sobrants.
El material que sobra és el seglent:
—Roba: 1:100 + 2 - 200 = 500
- Botons: 2100 + 1- 200 = 400
— Cremalleres: 0100 + 1- 200 = 200

Per tant, sobren 225 — 200 = 25 cremalleres, a 0,2 €, déna un benefici extra
de5 €.

058 | Enun taller fabriquen dos tipus de bosses. Per fer una bossa del primer model
es necessiten 0,9 m? de cuir i 8 hores de feina. Per al segon model necessiten 1,2 m?
de cuir i 4 hores de feina. Per a fer aquests dos tipus de bosses el taller
disposa de 60 m? de cuir i pot dedicar-hi un maxim de 400 hores de feina.

a) Expressa, mitjancant un sistema d'inequacions, les restriccions a les quals esta
sotmesa la produccié d'aquests dos models de bosses.

b) Representa la regioé solucié d'aquest sistema i troba'n els vértexs.

Plantegem el problema:
x = nre. de bosses model 1
y — nre. de bosses model 2
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SOLUCIONARI

a) Condicions del problema:

Nre. bosses Cuir (m?) Feina (hores)
Model 1 (x) 0,9x 8x
Model 2 (y) 12y 4y
Restriccions:
(r) x>0
) y >0
() 0,9x+ 12y <60
(1) 8x + 4y <400
b) Grafica de la regio factible:
Y
n
60+
4>C
40+
20t
) . \AD
o[ " 20 40 \60 x

Els punts de tall sén els segUents:
nNr =AG50,0) rNrL=B(40,20)
nnNn=D0,0)

rnNr=C(0,50)

Una empresa de mobles fabrica dos models d’armaris, A i B. Per al model A

calen 5 h 30 min de feina i 2 m de fusta. Per al model B calen 4 h de feinai3 m

de fusta. Lempresa no pot fabricar més de 430 armaris per setmana, disposa de
2.800 h de feina i de 1.200 m de fusta. Els armaris de tipus A i B proporcionen,
respectivament, 250 € i 310 € de benefici cadascun. Determina el nombre d'armaris
de cada tipus que s’han de fabricar per obtenir el benefici maxim.

Plantegem el problema:
x — nre. d’armaris del model A y — nre. d’armaris del model B

Per fabricar aquests armaris, necessitem:

Feina (hores) Fusta (m?)
Model A (x) 5,5x 2%
Model B (y) 4y 3y
Les condicions del problema soén:
rn) x>0

(

() y=>0
(1) x4y <430
() 55x+ 4y <2800
(r)

5)  2x+ 3y <1200
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La grafica de la regi6 factible és:

e}
'Di 7100 200 300 400500 600NZ00 X

Els punts de tall son:

nNr=A4300) rNr=28(90,340) r,Nr=C(0, 400)
nnNn=D,0)

El benefici esta determinat per la funcié objectiu segtient:
B(x, y) = 250x 4+ 310y.

Calculem el valor d'aquest benefici en cadascun dels vertexs:

A: B(430, 0) = 107.500 €
B: B(90, 340) = 127.900 €
C: B(0, 400) = 124.000 €
D:B(0,0)=0€

B(x, y) = 250x + 310y —

El benefici maxim sobtindra fabricant 90 armaris del model A i 340 armaris
del model B, i aquest benefici sera de 127.900 €.

060 | Un estudiant dedica part del seu temps a repartir propaganda publicitaria.
L'empresa A li paga 4 céntims per cada impres repartit, i I'empresa B, amb fulletons
més grans, li paga 7 centims per impres. Lestudiant porta dues bosses: una
per aimpresos A, on n’'hi caben 150, i una altra per a impresos B, on n'hi caben 90.
Ha calculat que cada dia és capag de repartir 200 impresos com a maxim.
L'estudiant es pregunta: quants impresos hauré de repartir de cada classe
perque el benefici diari sigui maxim?

Plantegem el problema:

x — nre. d'impresos de l'empresa A
y — nre. d'impresos de l'empresa B

Condicions del problema:

(n) x>0
(n) y=>0
(r) x <150
(ry) y <90
() x+y <200
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La grafica de la regio¢ factible és: Y%
Els punts de tall sén: 2004 £
nNr = A150,0) 160"
T r
N, = B(150, 50) 1 >
N, =C(110, 90) 1204
rNr = D(0, 90) e < g
nnNn=EQ,O0) 1 B

404
A Y I
EL 40 8 120 f60 200~ x

El benefici (en euros) esta determinat per la funcié objectiu seglent:
1 .
B(x, y) = E(M + 7y). Calculem el valor d'aquest benefici en cadascun

dels vertexs:

A B(150,0) = 6 €
B: B(150, 50) = 9,5 €
B 1 ax+7
. ) X+ 7Y =20 8110, 90) = 10,9 €
D:B(0, 90) = 6,3 €

El benefici maxim sobtindra repartint 110 impresos de I'empresa A i 90 impresos
de l'empresa B, i aquest benefici sera de 10,9 €.

PREPARA LA SELECTIVITAT

Dos compostos medicinals tenen dos principis actius A i B. Per cada pindola,

el primer compost té 2 unitats de Ai 6 de B, mentre que el segon compost

té 4 unitats de Ai 4 unitats de B. Durant un periode de temps, un pacient ha de rebre
un minim de 16 unitats del tipus A i un minim de 24 unitats del tipus B. Si el cost

de cada pindola del primer compost és de 0,50 € i el cost de cada pindola del segon
compost és de 0,90 €:

a) Representa la regio factible.

b) Calcula el nombre doptim de pindoles de cada compost que ha de rebre

el pacient per minimitzar els costos.

a) x— nre.d'unitats del primer compost
y — nre. d'unitats del segon compost

Compost1 | Compost 2 d’lz\lr:ii.ats
Principi A 2 4 16 —2x+4y>16
Principi B 6 4 24 |>6x+4y>24
Cost (€) 0,50 0,90 —— > flx,y¥) = 0,50x 4 0,90y

— Funcié objectiu
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La regio factible esta determinada per:

2x +4y > 16
6x 44y > 24
x>0
y=>0

Es tracta d’una regi¢ factible no acotada
amb vertexs A(8, 0); B(2, 3) i C(0, 6).

b) Es tracta de minimitzar la funcio f(x, y) = 0,50x 4+ 0,90y subjecte
a les restriccions anteriors.

Graficament, si tracem rectes paral-leles a la funcié objectiu que passin
pels vertexs, comprovem que el minim s'aconsegueix en el vertex B;
aixi doncs, el pacient ha de prendre 2 pindoles del primer compost

i 3 pindoles del segon per minimitzar costos, que pugen a 3,70 €.

2 | Una empresa fabrica dos tipus de televisors (T, i T;,) de 21 i 14 polzades,
a un cost per televisor de 100 i 50 €, respectivament. Sabem que el nombre
de televisors T,; fabricats diariament no supera en 4 unitats als T,,,
i que entre tots dos no superen diariament els 30 televisors. També sabem
que el procés productiu no permet fabricar diariament menys de 2 televisors T,
ni menys de 5 televisors T..

a) Formula el sistema d'inequacions associat a I'enunciat.
b) Dibuixa la regio factible i calcula'n els vértexs.
c) Calcula quants televisors T, i T;, maximitzen el cost de produccié diaria
i quants la minimitzen.
a) x— nre.d'unitats de T,
y—nre.d'unitats de T,
x<y+4
x+y <30

X >2
y=>5

b) Laregio factible esta acotada i té com a vertexs A(2, 5), B(9, 5), C(17,13)
iD(2,28).

312



SOLUCIONARI

C) Estracta de maximitzar i minimitzar la funcio f(x, y) = 100x + 50y subjecte
a les restriccions de I'apartat a).
Com que f(A) =450, f(B) = 1.150, f(C) = 2.350i f(D) = 1.600, el maxim
s'aconsegueix en C, i el minim, en A. La conclusié és que per maximitzar
el cost de produccié cal fabricar 17 televisors de 21 polzades i 13 televisors
de 14 polzades, i per minimitzar el cost de produccié han de fabricar
2 televisors de 21 polzades i 5 televisors de 14 polzades.

Y
™D

Una aerolinia vol optimitzar el nombre de files de classe preferent i de classe turista
en un avio. La longitud util de I'avid per instal-lar les files de seients és de 104 m,

i es necessiten 2 m per instal-lar una fila de classe preferenti 1,5 m per a les de classe
turista. L'aerolinia ha d'instal-lar almenys 3 files de classe preferent i que les files

de classe turista siguin com a minim el triple que les de classe preferent.

Els beneficis per fila de classe turista son de 152 € i de 206 € per a la classe preferent.

Quantes files de classe preferent i quantes de classe turista han d'instal-lar per
obtenir el benefici maxim? Indica aquest benefici.

x — nre. de files de classe preferent

y — nre. de files de classe turista

104 |—>2x4+ 15y <104

—— > f(x, y) = 206x + 152y
— Funcié objectiu

Preferent | Turista | Total
Longitud (m) 2 1,5
Beneficis (€) 206 152
Maximitzar ~ f(x,y) = 206x + 152y

Subjecte a

2x + 1,5y <104

X >3
y > 3x

La regid factible esta acotada i té

com a vertexs A(3,9); B(16,48) i C(3; 65,3).
Com que f(A) = 1.986, f(B) = 10.592

i f(C) =10.548,6, el maxim s'aconsegueix
en el vertexs B; aixi doncs, han d'instal-lar

16 files de classe preferent i 48 files de classe
turista per obtenir el benefici maxim,

que ésde 10.592 €
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Una empresa fabrica dos productes P1i P2 que es venen a 50 € i 44 € la unitat,
respectivament. Per elaborar-los lloga dues maquines, M1i M2, a un preude 5 €

per hora i 6 € per hora, respectivament. Les hores de funcionament de cada maquina
que calen per a la fabricacié d’una unitat de cada producte i la disponibilitat maxima
setmanal de cada maquina estan expressades en la taula seglient:

Producte P1 Producte P2 Disponibilitat
M1 2 hores 4 hores 80 hores
M2 4 hores 2 hores 100 hores

El cost del material utilitzat en la fabricacié d’'una unitat del producte P1 és de 10 €
i en una unitat del producte P2 és de 8 €. Es vol saber quantes unitats de cada
producte s’han de fabricar per maximitzar el benefici.

a) Planteja el problema.
b) Troba'n la solucié graficament.
c) Analitza graficament qué passa si el preu de P2 es redueix en 2 €.

a) x— nre.d'unitats del producte P1
y — nre. d'unitats del producte P2

FBle ) MEENED| ooy | S
y P2 p per hora

M1 2 4 80 5 |»2x+4y=80
Ve P ) 100 6 |—>4x+2y<100
Cost dg material 10 8
per unitat
Preu dg venda 50 44
per unitat
Cost de material
+ ma d'obra “ 0
Benefici unitat 6 4

Despeses del producte P1 — 10 € de producte + 2 hores de M1 - 5 €/hora +
+ 4 horesde M2 -6€/hora=10+ 10424 =
=44 €

Despeses del producte P2 — 8 € de producte + 4 hores de M1 - 5 €/hora +
+2horesdeM2-6€/hora=8+20+12=40€

Maximitzar ~ f(x,y) = 6x + 4y

Subjectea  2x+4y <80
4x + 2y <100
x>0
y=0

b) Obtenim una regi¢ factible acotada amb vertexs A(0, 0), B(25, 0), C(20, 10)
i D(0, 20). Si tracem paral-leles a la funcié objectiu que passin pels vertexs,
comprovem que el maxim s'aconsegueix en C. Aixo vol dir que han de fabricar
20 unitats del producte P11 10 unitats del producte P2 per maximitzar
el benefici, que és de 160 €.



SOLUCIONARI

"t

flx,y)=0

c) Sireduim de 2 € el preu del producte P2,
obtenim 42 €, en lloc de 44 €.
Com que el preu de cost continua sent
de 40 €, el guany per unitat ésde 2 €
i, per tant, la funcio objectiu és
f(x, y) = 6x+ 2y. Si tracem paral-leles
a aquesta funcié que passin per tots
els vertexs, comprovem que el maxim
s'aconsegueix en el vertex B, és a dir,
per maximitzar el benefici han de fabricar
25 unitats del producte P1 i cap unitat
del producte P2. El valor és de 150 €.

La candidatura d'un grup politic per a les eleccions municipals ha de complir

els requisits seglients: el nombre total de components de la candidatura

ha d'estar comprés entre 6 i 18 i el nombre d’homes (x) no ha d’excedir del doble
del nombre de dones (y).

a) Representa el recinte associat a aquestes restriccions i calcula’n els vertexs.

b) Quin és el nombre més gran d’homes que pot tenir una candidatura
que compleixi les condicions?

a) x— nombre d’homes
y — nombre de dones

x>0
y >0
6<x+y<18
x <2y

La regi¢ factible esta acotada i té com a vertexs A(0, 6); B(4, 2); C(12, 6)
iD(0, 18).

b) Estracta de maximitzar la funcié,
que és la que ens déna el nombre
d’homes. Substituim els vertexs
i obtenim f(A) =0,f(B) =4, f(C) =12
i f(D) = 0; aixi doncs, 12 homes és
el nombre maxim que pot tenir
una candidatura que compleixi
les condicions de I'enunciat.
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1] El nombre de Déu

—Es magnifica, pare, no hi ha cap catedral igual en tot el mon. [...]

—Si, és un edifici extraordinari, pero ja fa alguns anys que diverses
ciutats estan construint catedrals amb les quals aspiren a superar Char-

tres. Les de Paris, Reims i Amiens sén més grans, i a Anglaterra comen-

cen a edificar alguns temples de mida desmesurada. Perd estan equi-
vocats; l'important, el que fa realment bella una catedral no és la mida,
ni tan sols la lluminositat dels vitralls, ni la qualitat de les escultures.
La bellesa, fill, és en la proporcié. Una catedral ha de ser com el cos
huma, sens dubte la millor obra de Déu: harmonic en les proporcions,
elegant en les mesures i d’aspecte airos pero sere.

»El teu oncle et va ensenyar el nombre secret de la proporcio, i ho va
fer massa aviat. En aquest nombre es guarda tot el misteri de la bellesa
d’aquest nou estil, en el nombre de Déu.

—La unitat per la unitat més dos tercos —digué I'Enrique.

—Aixi és. Aquestes proporcions expressen les mesures del rectangle
perfecte, i a partir d’ell s’estableixen totes les mesures, totes les rela-
cions i proporcions d'una catedral. [...] Sense les proporcions geome-
triques del nombre de Déu no podriem construir aquestes catedrals,
almenys no tan belles. [...]

»Déu ha anat deixant senyals perque els homes trobéssim, finalment,
la clau d’aquest nombre. Aquest nombre ha estat sempre en les pro-
porcions de les obres de la Biblia. En el llibre del Genesi, Déu ordena
a Noe que construis I'arca segons unes mesures que va donar-li en
colzes. L’arca on Noe embarca una parella de cada especie d’animals
tenia cinquanta colzes d’ample per trenta d’alt, i tres-cents de llarg.
Fixa't en les proporcions: la ra6 entre 'amplada i I'altura és el nombre
de Déu. I 1a longitud és deu vegades l'altura, i la seva relaci6 amb 'am-
plada és per tant la decima part del nombre divi.

»Perd aixo no és tot, fill. En el llibre de I'Exode, Déu mana a Moises,
quan va pujar per segona vegada al mont Sinai per cercar les taules
de la Llei, que fabriqués una arca de fusta d’acacia i la folrés d’or. [...]
I igual que en cas de l'arca de la salvacio, també va donar-li unes |
mesures: 'Arca de I'Alianca hauria de tenir dos colzes i mig de llarg
per un i mig d’ample i un i mig d’alt. Fixa-t’hi, una altra vegada el
nombre de Déu.

Josk Luis CorrAL [text adaptat]
. P




SOLUCIONARI

El nombre de Déu
José Luis Corral

La novel-la es desenvolupa durant l'edat mitjana, al segle xii. A I'argument s'entrellacen
diverses histories relacionades amb I'amor, amb la lluita pel poder i, sobretot,

amb la construccioé de tres catedrals: la de Chartres, la de Burgos i la de Lled.

Al paragraf seleccionat, el mestre Juan de Rouen explica al seu fill Enrique els principis
biblics en els quals ha fonamentat les proporcions de la catedral de Chartres,

que acaba de construir.

—Tan sols falta que també tingués aquestes proporcions el temple de Salomo

—va suposar 'Enrique.

—No. Ja ho he comprovat. El temple de Salom¢ tenia seixanta colzes de llarg, trenta
d’alt i vint d’'ample. No sén les proporcions auries, perque si agafem aquesta amplada
hauria d’haver fet trenta-tres colzes d’alt i seixanta-sis i mig de llarg.

—I doncs?

—No ho sé; al llibre Primer dels Reis es diu que el rei Salomo va decidir pel seu compte
erigir un temple a Jerusalem en honor de Déu. A diferencia de les dues arques, les mides
de les quals el Senyor va indicar amb precisio, Salomo va edificar el temple segons

el seu criteri. I ho va fer amb les mides més simples; humanes, podriem dir.

Va fer servir la mida de I'amplada del temple com a referencia: aixi, per a la longitud,
la va multiplicar per tres, i pel que fa a 'altura, va sumar l'amplada més la seva meitat;
senzill, és a dir, huma.

Aquesta novella és interessant per la visié que déna d'aquella época en parallel amb les histories

humanes que desenvolupa.

Escriu les expressions algebraiques que corresponen a les funcions de proporcionalitat

directa i inversa amb la constant de proporcionalitat que descriu el text.
Representa-les graficament. Quines diferéncies hi ha entre les dues grafiques?
5

. o 2
La constant de proporcionalitat és: 1- [1 + g] = g

Aixi doncs, les funcions de proporcionalitat son: f(x) = %x igx)= 3i
X

La funcié de proporcionalitat directa és una recta que passa per l'origen de coordenades,

és una funcié continua i creixent. La funcié de proporcionalitat inversa és una hipérbola
formada per dues branques, no és continua en x = 0 i és decreixent en el seu domini.
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Limits i continuitat de funcions

ABANS DE COMENCAR... RECORDA

001 | Justifica si les grafiques seglients corresponen a funcions.

a) YA b) Y

X X

a) La grafica correspon a una funcié, perqué a cada valor de x correspon un unic
valor de y.

b) La grafica no correspon a una funcié, perqué hi ha valors de x
als quals correspon més d'un valor de y.

002 | Factoritza aquest polinomi:
P(x) = 7x° + 14x* — 35x> — 42x?

P(x) = 7x*(x = 2)(x 4+ N(x + 3)

003 | Determina la factoritzacié d’aquests polinomis:
a) X’ +2x+1 Q X —23+x

b) x* —4 d) 9x* — 25x
a) (x+1
b) (x—=2)(x+2)

Q) X(x =17

d) x(3x —5)(3x +5)

ACTIVITATS

001 | Observa la grafica i calcula els limits de la funcié en l'infinit.

Y

X2 =2 X =2
lim

X—=+o 2 1 X——0 y2 _
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SOLUCIONARI

002 | Determina si els limits en I'infinit d’aquesta funcié sén finits.
14

XN
+
O
———
N N A S O A |
>

VX +9

Xx—=40o  x —1 xo—e  x —1

003 | Observa la grafica i calcula els limits de la funcié en l'infinit.

Y
L3k T
flx)=2
(x) 3
’I..
1 "X
X3 —3x X3 =3x
im —— = —o0 im —— = 4w
X—> —o0 2 X— +o 2

004 | Busca funcions els limits dels quals siguin els seglients:

a) lim f(x)= 4o d) lim f(x) = —0
X—>+®© X —> —o0

b) lim f(x) = —o0 e) lim f(x) no existeix.
X >+ X =+

d] Iin} f(x) = +o© f) Iinj f(x) no existeix.

Resposta oberta. Per exemple:

a) f(x)=x>—x+1 A fx)=x2+x—4 e) f(x)=cos x
b) f(x)=x—x? d) f(x)=x* —x f) f(x)=1-sin2x

005 | Determina el valor de les expressions seglients:

a) 24 (4+x) Q) 2:(400) + (+00)
b) 2 4 (—x) d) 2-(—00)-(+)
a) +oo b) —oo Q) 4o d) —o0

006 | Troba el valor d'aquestes expressions:

a) 2% + (+0) - (+00) Q) (490) + (+o0)
b) 27% + (—0) - (—o0) d) (—o0)? « (400)
a) +oo b) +o C) +w d) +o
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Limits i continuitat de funcions

007 | Si lim f(x)=—11i lim g(x) = —ox, calcula:
a) lim [f(x)+ g(x)] 0 Iinj 3 g(x)
b) Iin: [f(x)-g(x)] d) IirE I f(x)
a) lim [f(x)+g(x)]=—oo o lim ¥g(x) =—oo
X— +o X+
b) lim [f(x) g(x)]= 4o d) lim Jf(x) = -1
X— +o X—> oo

008 | Si lim f(x) =4 i lim g(x)= —5,troba:

a) lim [f(x)+ g(x)] 9 lim \g(x)
b) lim [f(x) —g(x)] d) lim f(x)9%
a) lim [f(x)+ g(x)]= 4o o lim /g(x) no existeix.
X— —00 X— —00
b) lim [f(x)—g(x)] =+ d) lim f(x)9%) =0
X— —o0 X—> —00
009 | Troba els limits seglients:
. 1
a) lim x7 9 lim Ux e lim —
X =+ X—+4x X—+o
. 1
b) lim x d lim Ux f) lim —
X——% X ——% X—>—o
3 lim x = 4o 9 lim Ux = +oo & lim =0
X— +oo X—> o0 x>+ x7/
b) lim X’ = —oo & lim Ux = f lim 4 =0
X— — X— —o0 x> —w x/
010 | Calcula aquests limits:
1
a) lim 7 o lim (\/7) e) lim 7x
X—+ow X =+ X =+
1
b) lim 7" d fim (7) f) lim 7%
3 lim 7" =+ d) lim (V7)) =0
X—> +o X —»
1
b) lim 7 =0 e lim 7% =1
X—> —o0 X—> +o0
a1
9 lim (V7 ) =+ f lim 77 =1
X— +ow X— —
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011
3
a) lim [ 2x ]
X—>+w X_’]
3
a) lim [ 2x ] =38
x—>+o| x —1

012 | Completa lim ;

x>te Dx3 x4+ 12
que el resultat sigui:

a) +oo b) 4

Resposta oberta. Per exemple:

4
x= e 2x3 — x 412
3 _
b) lim 8X73=4
x=te D x3 — x 412
013 | Resol els limits seglients:
) Vx2+3
a) lim ——
X—>+w 2X+‘|
by fim 2 X1
X+ X2+3
A X243 1
a) lim =
x—=4w 2x +1 2
2 _
o) 2x° +x—1 — too

014 | Calcula aquests limits:

x +x
a) lim ———

X4 X

7X ++3x =2
2x

b) Ilim
X—>+®
VX 4+ x
a) lim =1
X—> o X
o) i 7Xx+N3x—2 7

SOLUCIONARI

Troba els limits en I'infinit de cada una d’'aquestes funcions.

b) fim XTI
xo—» (x2 —6)2x —1)°

o) fim 3
x=-o (x?2 —6)2x—1)7° 8

, escrivint al numerador una funcié de manera

¢ 0

4 x4 x
Qo lim

B S A B— o'
x=4e ) x3 x4 12

22X 4 x—1
o lim —F——
X = —® X2+3
2x2 —12x+9

d) |Iim ——————=
X+ 3/X5+5X_2

2 _

X—> —0 IXZ +3

2 _
@ lim 2x 12x 49 _

X4>+so3X5 +5X—2

~+oo

2X —\ 6+ x

2x + 4

VX241 4 2x

6x —3

2Xx =6+ x

2x+ 4

[.2
& lim X +1+2X_l

6x—3 2

o lim

X+

d) lim

X——w

o lim =1

X+

X— —0
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Limits i continuitat de funcions

015 | Calcula els limits seglients:

2 2
a) lim [X —1 —H—ZX] 9 lim (2x =1+ 4x)

Xt X 2x —1 X+
b lim (Vx? —2x —x) d) lim (Vox? +3x —3x)
X4 X =+
) x2 =1 142x°
a) lim - | > -
X=> o0 X 2x —1
. X2 =1 14247 X=X == (14 2x%)x
lim ———|= lim
X=> 4o X 2x —1 X+ x(2x =1)
o —x? =3x 41 1
= |lm —FF— =
x>t Dx? _x 2
b) lim (\/x2—2x —X)—)Oo—oo
X+
2 2
_Jx—
lim (\/X2—2X —X): lim 22X X
X— 4o X—> 400 X2—2X 4+x
- im —2X

X—> 4 X2_2X+X

Q lim (ZX—\/H—ZLX )—)oo—oo

X—> 4

4x% —1—4x
lim (2x =1+ 4x )= lim X — 25 — 4o
X oo x4 Dx + 14+ 4x

d) lim ( 9X2+3X73X)—)oofoo

X—>+

im (Jox? £ 3x —3x) = fim 2 E3x=9x

X— +oo X—+o /9)( +3x +3x

= |m —m——— = —

ot Jox? 4+3x +3x 2

016 | Substitueix g, b, ci d per nombres de manera que:

a) lim (\/x2+ax —x):l

X—+4x

lim (\/m —ZX) = —i

X—> 4+ 4
9 fim (Jox’+7 —cx) =0

lim (\/dx2 +x—5 —2x) =4

X4
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SOLUCIONARI

a) lim (\/x2+axfx>: lim M: lim — %

X— +oo X— +oo XZ Loax 4+ x X—+oo XZ Lax 4+ x

:3:1—>a:2
2

2 _3_4y2
b) |im( 4x2+bX,372X): lim 4x° +bx—3—-4x _

X—+ow X— 4o [4)(2 +bX_3 +2X

= |im bx -3 :Ez_i%b:_'l

xote Jax? 4 bx —3 +2x 4 4
9x2 47 — 252
g lim (\/9x2+7—cx): lim XX g e

X—> +o0 X+ 9X2 +7 +cx

2 42
d) Iim( dx2+><7572x>: lim A x—5—4x =4oo—>d>4

X—+ow X—+ow [dX2 +X_5 +2X

017 | Calcula els limits seglients:

1 2x—1 4 1 3x+2
. . X —
a) lim [1 + ] o lim [2 — ]
X—+oe X X——® 4x
3 6x+2 X 3x+1
b) Iim |1—— d) lim
X =+ X X—>—w | x + 3
1 2x—1
a) lim |14+ — -1~
X—> +o0 X
1 2x—1 lim i4(2)(—1)]
||m ‘|+7 — exaﬂc X — ez
X—>+eo X
3 6 x+2
b) lim |1—— — 1%
X—>+o X
3 |oxt+2 lim [77]4(6“2)] 1
lim [ 1—= et =8 =
X—> +ow X el8
3x+2
. 4x —1
o lim |[2— ] — 1%
X— — 4 x
3x42 : 4x—1 3x+42 3
' 4x—1 lim \[17 ]~(3X+2)] lim —— -
lim |2 — ] e 4X =e~= 4 =et ={e
X— — 4 x
3x+1
. X "
d) lim -1
x—=—0o| X+ 3
x P lim [ - —1]~<3x+w] i 3D 1
lim =l =g 3 = ? =
x——»| x4+ 3 e
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Limits i continuitat de funcions

018 | Troba aquests limits:

x—1 —_—
. X2 —+ 1 . X2 —1|2x
a) lim > ¢ lim
X—+x X X—— X2 +1
X2 —x+2)"° x?—2x+2 X
b) lim d) lim
xote | x2 4 x>—= | 2x2 4 3x —2
XZ +1 x—1
a) lim — 1"
X—>+oo X2
2
2 x—1 lim X —WJ(X—I)} i L ,1}
||m X +] = X X — exl’l* XZ G — eO :1
X—> Fo X2
2 X+6
o) lim | X =X+2 =
X— oo x2 41
, X2 —x+2 —x?—5x+6
i PR x+6 _ XL.nlx [7%% —1}(x+6) _ Xlrrlx o o
X—> o0 X2 +1
1
o
9 lim | XL Z0 =y
X— —o0 X2 +‘]
2 X —3x
d) lim X —2x 42 -0
x=— 2x? 4 3x—2
019 | Observa la grafica i calcula: Y
lim f(x) lim f(x) f0)
x—0" x—0
. 3
enquéf(x) = —x+1 st x<0 |
X+2 six>0 REEEE
EEEEER
lim f(x)=1 lim f(x)=2
x—0~ x—0*
020 | Observa la grafica i troba: Y4
A
lim f(x) lim f(x) N )
x—>-2" x—0" ' | L
. ) ! 1 X
lim f(x) lim f(x) :
X— -2 Xx—0 i
lim f(x)= —o0 lim f(x)= 400 lim f(x) =1 lim f(x)=0
x——2" x——2" x—0" x—0*




SOLUCIONARI

2 —
021 | Calcula el limit de la funcio f(x) = X enx=3ix=-2.
X+2
imf(x)= k)
x—3 5
1 lim f(x)=—o0
lim f(x)= — =00 — ¥>72 — No existeix lim f(x).
x——2 lim f(x)= 4o X——2
x——2"
022 | Determina el limit de la funcié f(x) = en x = T ix=o.
sin x
lim f(x) =1
xoL
2
1 lim f(x) = —
limf(x)=— =00 — 0 — No existeix lim £ ( x).
x—0 lim f(x) = 4o x—0
x—0t
023 | Resol els limits seglients:
) X +1 2
a) lim b) lim M
x—>-1 3x 43 x>0 x2 —3x
) X +1 0
a) lim
x=>-13x 43 0
X+ 1 ) 1
— = lim —=
x=>=13(x+1) x——13
2
o) lim 22X F2x 0
x=0 x2 _3x 0
lim 2x(x+1) —lim 2(x+1) _ g
x=0 x(x —3) x=0 x—3 3
024 | Calcula aquests limits:
J25 _ x2 . 2x2—18
a) lim Y2 =X b) lim =—
X5 X —5 Xx—3 x2—9
. N25—x? 0
a Im—— —>
x=5  x—5 0
lim f(x) = —o0
i NG+ X)5-x) i Vsbx 5 _ s (x)
x5 —(5—=x) x=5 _J5 _ 0 lim f(x) no existeix
x—5"
— No existeix lim f(x).
X—5
2 2
b) lim 2x 18 0 lim 2 ):Iim(2 x2—9):0
x—3 X2 —9 0 x—3 X2 —9 X—3



Limits i continuitat de funcions

025 | Determina sila funcio f(x) = X+3

és continuaenx=—2ix=2.
x°—4

f(=2)= . — No existeix f(—2) — La funcid no és continua en x = —2.
0

f(2)= % — No existeix f(2) — La funcié no és continua en x = 2.

026 | Digues sila funcioé f(x) = \x —3\ éscontinuaenx=—3ix=0.

f(=3) =|—6|= 6 — Existeix f(—3).

lim |x —3]=|—6|= 6 — Existeix lim f(x).

x—=3 x—-3

f(=3)= lim f(x) — Lafuncié és continua en x = —3.
x—-=3

027 | Determina si aquesta funcioé és continua:

x+1 six<-—1
fx)=1", o
X°—3 six>—1

¢ Six<—1—> f(x) =x+1— f(x)éscontinua en (—oo, —1).
¢ Six>—1—- f(x) =x>—3— f(x) és continuaen (—1, +00).
¢ Six=—=1—= f(—=1)=—1+1=0- Existeix f(—1).

lim f(x)= lm (x+1)=0

= e ) — No existeix lim f(x).
lim f(x)= lim (x> —=3)=-2 X——1
x——T" x——T"
La funcid no és continua en x = —1, té una discontinuitat de alt finit

en aquest punt; aixi doncs, f(x) és continuaen R — {—1}.

028 | Calcula a perqué aquesta funcio sigui continua en tot R.

X+1

F(x) = » six <—2
—x>+a six>-2
. x+1 . ]
s Six<—-2—>f(x)= — f(x) és continua en (—oo, —2).
X
¢ Six>—2>f(x)=—x>4+a— f(x) és continua en (=2, +o).
cSix==-2—>f(x)= —2+1 :i—>E><istei>< f(=2).
-2 2
lim F(x) = lim 21— 1 lim F(x)= lim (=x? +a) = —4+a
X——2" x—>—2" X 2 x——2" x——2"
f(x) és continua en x = —2 si:

f(=2)= lim f(x)= lim f(x)—>%:—4+a—>a:%

X——2" x——2"
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SOLUCIONARI

029 | Observa les grafiques d’aquestes funcions i calcula:

Y
f(x)

X
a) lim f(x) o lim g(x)

X+ X—>+0w
b) lim f(x) d) lim g(x)

a) lim f(x)=+o0
X—> 4o

b) lim f(x)=—o

X— —

030 | Resol els limits de funcions seglients:

a) lim x°

X400

b) lim x°

X——®

o lim ¥x?

X—+00

d) lim Ix?

X —o

a) lim x> =400

b) Im x° =—o0
X— —o0

9 lim Ix? =+
X—>+ow

X— —x©
. 1
e) lim —=0
X—> o X4
f) lim — =0
X= =0 y

o lim g(x)=—o
X—>+ow

d) lim g(x) =+

X— —o0

i) lim [1]
X—>+® 3

1 X
J) x—l>njw[3]

K lim 4°

X—+®

) lim 4¢

X— —o0

g) lim 5 =4

X—> +oo

h) lim 5 =0
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Limits i continuitat de funcions

031

032

Troba els limits de funcions.

X241
a) lim
X+ X—3
2
b fim X1
X — —00 X—3
2
o i X +1
X >+ 3X2
2
4 fim X1
x—>—0  Jy?
—I_ 6
e) i X
x>+ 3x2 4 2x —1
__yb6
f) lim 17)(
x—o—e 3x2 4 2x —1
2
a) i all = 400
X— +oo X*?)
2
1
o Iim X
X— —o0 X*3
x> 41 1
Qo i =
x>t 32 3
24 1
d) fim X
x= = 3x? 3
_ 6
e) lim 1= x

ot 3x2 42 —1

_6
£ lim — =X

x>-—» 3x? 4 2x —1

g lim =X
x>t x4 4 2x2 —5
v
h) lim o 1=x
xo—e —x* 4 2% —5
. x?—2x+3
i) lim ——————
xote x3 _3x2 5
. x? —2x+3
) lim — =
xo—e x3 _3x2 _5
) lim —°
X—>+o X—2
) lim —1°
X — —© X—2
_ 4
g) lim 1= x =1
iote x4 2x? =5
4
Nolim — =Xy
xo—e —x* 4 2x* =5
2_
iy lim 2 =2XE3
xotem x3 352 5
x> =2x+3

Determina el limit d’aquestes funcions:

a) Iim (3x+1)

X—>+w

b) lim
X—=—o ¥ +’|

o lim (x> —5x+6)

X—+x©
d) lim 3—x+ x> —x3)
e) lim [S—X_4]

X— 400 2

0 lim —0
X—=> 4o X—2
) lim —0
X"’”X—Z
f) lim 2%
x>+
3)"
g) lim []
X — —© 5
2
h) lim 33x-
X—+x
i) lim (x4 3)(2x —3)
WL X*4+3x-=2
j) lim —m
X—> 4w X



a) lim Bx+1) =4

X = +oo

b) lim
X— - X+]

0

Q lim (x» =5x +6) =+

X =+

d) lim 3—x4+x>—x*) =40

554

3_X;4
2

lim

X =+

e)

SOLUCIONARI

f) Iim 27" =+

X =+

h) lim 331 =3 =1

g) lim

X— -

X = +00
i) lim (x+3)2x —3) = 4o
2 f—
) lim X 4+ 3x 2:4_Do

X

033 | Calcula els segtients limits de funcions:
2 J—
a) lim (—x* +8x* —x+8) d) lim X =8x+16
X—+oo X+ 35
Y . 6x —2
b) lim m e lm ——
x> x>—o 3x3 _Tx 41
_ 2 3
o lim Vx*—3x—-2 f) lim 52X+ 3x" —x
X+ x>+ Jx? _5x 4
2
- 1
2 lim (o +8x —x+8)=—w  d) lm X310 _ 4
X = 400 X = +o0 35
-2
b) lim /2x* +1 =—o0 e) lim 6)(7:0
X e xo-ee 3x3  Tx 41
_ 2 _ 3
Q) limVx?—=3x—2 =4 f) lim szoo
X e xodw  Jx? _5x — 4
034 | Determina els limits d'aquestes funcions:
. 4x* —1  6x
a) Im |—-
X—+® 5x x3 41
2 3
b) lim | X2 X
xote | 1—2x  x? 412
2 2
9 lim 2x +3+6x X
X>—» 5x 3x
) 4x? —1 6 o 24x* —6x
a) lim . = |lim ——=0
x =+ 5x X3—|—1 x>t Gyt + 5x
) x*+5 5x° X 17X+ 60 1
b) lim : = |m ——F = ——
ol 1—2x X2 412 x>+ 5x3 —10x* 10
2 2 2
9 i 2x +3+6x x| lim X+BOX+9:+OO
x> 5x 3x X oo 15x
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035 | Troba els seglients limits de funcions:

a) lim (x> —12x) h) lim ((x* 4172 + 4x)
X+ X——0
b%
b) lim — i) lim (x+4)
x>+ ([ x X——®
o lim (x? —4x) j) Iinj (x—\/x2—4x)
T—x
d) lim [x3—32] k) lim [1+2]
X——® X X ——ow X
e) lim (x —x?) ) lim (x+37)
X =+ X——00
f) lim (2x —3) m) lim (x+ x2—4x)
X—+0© X——®
T—x
g) lim (x®+45x?—3) n) lim [1—2]
X——00 X——x X

a)  Iim (X =12x) = 4+

X =+

b) lim —= = lim Vx = 4

X =+ ’X X =400

o lim (x* —4x) =4

d) lim [X3 —3] = —
X — - X2

e lim (x—x%)=—o0
X = +o0

f) lim 2x —3)" = 4+
X = +o0

g) lim (x> +5x* —=3) = —o0

X ——00

h)  lim (x* +1? 4+ 4x) =+

X ——00

) Iim(x+4")=—o

) X'Lr[‘oc xfxlxzf4x):_°°

X

(
Kk lim [H-E]FX—H“
|

2\ fim E[Hi—l]»(l—x) iim s
T+—| =e~~tb x =" X =t =—

lim
x> —o0 X e’
D lim (x+37)=+40ow
m) Iirrj X+4/X2_4X)—>—oo+oo
) ) X = x* 4+ 4x : 4x
im (x +x? —ax )= lim = lim =2

oy X~ ax ooy X —ax
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036 | Calcula el limit seglient:

) 5 2X+6 5x—2x—6 3x —6 ) 2)
lim | | = lim =
=2 x =2 x?—2x X2 X2 Dy =2 x(x —2) 22 x(x —=2)
-3 3
=lm===
x—2 X 2

037 | Els beneficis, en milions d’euros, generats pel funcionament d’una industria vénen
donats en funcié del temps, en anys, per:

b(t) = 2t
14+ t2

Que ocorre quan passen molts anys?

lim = 0 — Quan passen molts anys, els beneficis es redueixen a zero.

(e |4 g2

038 | El nombre d'individus, en milions, d'una poblacié ve donat per la funcié:
no 18+ t?
(t+3)

en qué t és el temps mitja en anys des de t = 0. Calcula la poblacid inicial i la mida
de la poblacié a llarg termini, quan el temps tendeix a co.

2
La poblaci¢ inicial és: f(0) = % = 2 milions d'individus
J’_
2
lim 18+ rz = 1— Allarg termini, la poblacié tendeix a ser
(4 3) d'1 milié dindividus.

039 | El nombre de flexions per minut que és capag de fer una persona que comenca
el seu entrenament en un gimnas ve donat per la funcié:

_ 36x+8
X+ 2

En qué x = «dies d’entrenament» i f(x) = «xnombre de flexions».

f(x)

Cap a quin valor s'aproxima el nombre de flexions quan creix el nombre de dies
d’entrenament?

36x+8
lim —————
om X 42

= 36 flexions

331



332

Limits i continuitat de funcions

040

041

042

L'estudi de la rendibilitat d'una empresa revela que una inversié de x milions d'euros
produeix un guany de f(x) milions d’euros, amb:

2
f(x) = 50 25 5
5 .
— six>5
2x

Raona qué passa amb la rendibilitat si la inversié s'incrementa indefinidament.

lim — = 0 — Silainversio sincrementa indefinidament, la rendibilitat
e 2x es redueix a zero.

La temperatua (en °C) d'un objecte ve donada per la funcié:

_2t2+3t+4

f(t) =10
t24+2t+5

En que t és el temps en hores. Calcula la temperatura inicial, la temperatura
cinc hores més tard i la temperatura que pot assolir I'objecte si es deixa passar
molt temps.

2:0°+43-0+4
0°+2-0+5

La temperatura inicial era: f(0) = 10 8 °C
2-5+43-5+4

S5 B
+2:5+

Cinc hores més tard: f(5) = 10

2
lim 10 - w = 20 — Si es deixa passar molt de temps, la temperatura
o FH2r+5 tendeix a ser de 20 °C.

Una empresa de transport estima que els seus guanys, en milers d'euros,
durant els propers anys seguiran la férmula:

__ 64.000 + 5.000t

®
g 5t+5

enquelavariablet=1, 2,3, 4,5, ... representa el temps en anys mesurat
a partir del present. Els guanys s'estabilitzen quan t creix? Cap a quin valor?
Raona la resposta.

lim 64000 + 5.000¢ = 1.000 — A mesura que passa el temps, els guanys

o 5t45 sestabilitzen, i tendeixen a ser d'1 milio d’euros.



043

044

045

SOLUCIONARI

Els guanys d’'una empresa, en milions d’euros, s'ajusten a la funcio:
_ 50x —100
2x+5

en qué x representa els anys de vida de I'empresa, quan x > 0.
A mesura que transcorre el temps, estan limitats els beneficis?
En cas afirmatiu, quin n'és el limit?

f(x)

. 50x—100 - o R
lim 22X _ 95 _5 s beneficis estan limitats, perqué amb el decurs del

e 245 temps tendeixen a estabilitzar-se en 25 milions d'euros.

Expressa aquestes funcions com a funcions definides a trossos i calcula’n els limits
quan x tendeix a —oo i +o0.

a) ) = |x +2|—|x —2| b) f(x) = 2X+3‘
xX—2
—X—2—(—x+2) six<-=2 -4 six <=2
a) fx)=1x+2—(=x4+2) si-2<x<2—=>f(x)=12x si 2<x<2
X+2—(x—2) Six >2 4 Six>2
im f(x)= Im (—4)=—4 im f(x)= |Im 4=4
X— —o0 X— —o0 X— +o X— +ow
2x+3 si>(<—i
X—2 2
o) Fx) = —2X+3 g 3 <y
X—2 2
2x+3 Six > 2
X —
lim f(x)= lim 2XF3 ) im f(x)= lim 2XF3
X— —00 X=—0 X — 2 X— +o X—=+o X — D
La figura seglient és la grafica de la funcio f(x). Y4
Calcula el valor d’aquests limits.
a) lim f(x) d) lim f(x) 24 fx)
X— X =+ 1
b) lim f(x) e) lim f(x) RN NN
Q) Iimo f(x) f) Iir‘r) f(x)
a) limf(x) = —0,9 o limf(x)=0 e) imf(x) =4
x—1 x—0 x—2
b) lim f(x) = —1 d) lim f(x) = —o0 f) lim f(x) = —o0

X—=3 X = too X = —00
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046 | Aquesta grafica correspon a la funcioé g(x).
Y

g(x)
Troba el valor dels limits:
a) Iim3 g(x) Q) IimO g(x) e) Iim1 g(x)
b) Iim2 g(x) d) lim g(x) f) lim g(x)
X— X—+x X —>—00
a) lim g(x)=0,7 Q) limg(x)=0 e) limg(x)=—-29
X—=-3 x=0 x—=1
b) limg(x)=0 d) lim g(x) =40 f) lim gx)=0
x—2 X +oo X > —o0
. 3x ..
047 | Si f(x) = ————, calcula aquests limits:
x24+1
a) Iim3 f(x) b) Iim1 f(x) Q) Iimo f(x)
) 9 ) 3 )
a) limf(x)=— b) limf(x)=—-—— o limf(x)=0
x—3 ‘IO x—=—1 2 x=0
048 ' Donada f(x) = 2%, determina:
a) Iim3 f(x) b) IimS f(x) d] Iimo f(x)
a) limf(x)=2>=38 b) lmf(x)=2"°= us o lmf(x)=2°=1
x—3 X—=5 32 x—0
. . ., 6x —12 . .
049 | Sitenim la funcio f(x) = — -, quins seran els seus limits quan x
tendeixia0, —1,1i4? X —3x—4
lim—2X=12_ _ 3
x>0 x2 _3x — 4
6x—12 18 lim Flx) = —oo
lim = =00 — 27 — No existeix lim £(x).
x=-1x2 _3x—4 0 lim f(x)= 4o O
x— 1T
) 6x—12
lim—————— =1
=1 x2 —3x —4
[im f(x) = —o0
m 0¥ =12 12 o — No existeix lim f(x).
x4 x2 _3x—4 0 lim f(x)=+o0 x4
x—4t
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050 | Observa les grafiques i determina els limits seglients:

051

a) Y
P42 )
NIRRT
b) N
I ]GO
o}
——t : + . 1; + ¥

X— —x©
lim f(x)=—o0
xX——2
b) lim g(x)=0
X—> —o0
lim g(x)=—w
X—=>—=2"

lim f(x)

X ——

lim f(x)

xX—-=2"
lim f(x)

x——=2"

lim f(x)

X400

lim g(x)

Iinjr g(x) Iim2+ g(x)
lim g(x) lim g(x)

X1 x—>T"

lim g(x)

X—>+®

lim f(x)= 400
x— 2"

im f(x)=1

X—>+o

lim g(x)=+o

x— -2 x—1t

lim g(x) =4

x—1" X—=>+o©

Observa la grafica de la funcio f(x).

Troba el valor dels limits:
a) lim f(x)
x—1

b) lim f(x)

x—=4"

o lim f(x)

x—4*

a) limf(x)=—1

x—=1

b) lim f(x)=3

X—4"

o lim f(x)=5

x—4*

lim g(x)=—o

lim g(x)=0
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052 | Calcula aquests limits:

oxP=2x+1 . x —3
a) lim ———— o lim ——
x—>2" X —3 X—>—1" (X + 1)2
X =2x+1 . x—3
lim —————— lim —=>
X2 x—=3 x==1 (x 4+ 1)?
2 _2 -I 2 _
b) fim X —2X+1 d) fim — X Fx=6
x=3" x —3 x=2" x3 —x? —8x+12
2 2 —
lim X 2x +1 lim X"+ x—6
x>3 x—3 x-2" x3 —x2 _8x+12
Coxr = 2x 41 Coxr—2x 41
a) lim ——— =1 lim ————— = —1
x—2" xX—3 x—2" X—3
o oxE = 2x 41 oxr = 2x 41
b) Im — =—w lim =—=2 1 —
Xx—3" X—3 x—3" X—3
. X—3 . X—3
o lim =—o0 lim [
o (x4 1) x>=17 (x4 1)
2
— -2 1
@) fim 2 EXZ6 g, X=X S
x> x3 —x2 —8x+12 X%T(X—Z)2(X+3) x—=2" X —2
2
— 1
lim X +x-6 = lim =+
x-2t x3 —x2 —8x 412 x—2t X —2
053 | Determina els limits i, en cas que siguin infinit, determina els limits laterals:
2_y_ 9 ) x> 4+ 5x% 4 6x
a) lim X ox=s b) lim
x=2 2x? —3x —2 x5-2 x3 4 x2 —8x —12
. x2—x—=2 . x3 4+ 5x% + 6x
im ———M—— lim
x=>-1 2x? —3x —2 x=>-3 x3 4 x2 —8x —12
2 J— — —
a) lim X —x=2 = lim (x =0+ 1) = lim X+1 :i
x22 2x? —3x =2 22 (x =2)2x 4+ 1) 22 2x 41 5
2 — —
lim X =x=2 0
==12x* —3x =2
3 2 2 _2
by lim — T ox o X A+3) o x 3 =2
o2 )3 L x? —8x —12 2 (x=3)(x+2)? =2(x=3)x+2) O
) x>+ 5x2 + 6x ) Xx(x +3)
lim = |im = _
e X4 xT=8x—12  x=o=27 (x =3)(x +2)
_ x>+ 5x% + 6x _ X(x +3)
lim = lim =4

o2t 3 x? —8x —12 o2 (x —=3)(x +2)
N x> 4 5x” + 6x
— No existeix lim ———————
xo=2 )3 L x? —8x —12

. x> 4+ 5x% 4+ 6x
lim

>3 px? —8x—12
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x4 11x%* 4+ 31x + 21

054 | Amb la funcié f(x) = , troba:
x3 4+ 7x?
a) Iim3 f(x) o] Iim3 f(x) e) lim f(x)
X— X == X—+00
b) Iim7 f(x) d) Iim0 f(x) f) lim f(x)
X1 +31x+21 240 8
a) lim =—=—
x=3 X2+ 7x2 90 3
3 2
- x>+ 11x7 + 31x + 21 — lim (x+N(x+3)x+7) _
X7 34 7x2 x—==7 x> (x+7)
— lim (x+Dx+3) _ 24
x——7 X2 49
XX 4 31x + 21
o lim =0
x=-3 X34 7x?
lim f(x)=+o0
3 2
d) lim XEIXE ST 2T o0 S lim £(x) = 400
x=0 X+ 7x° 0 lim f(x)= 4o x—0
x—0t
XX+ 31X+ 21
e) lim =1
X= oo x>+ 7x2
XX 4 31x + 21
f) lim =1
X=—o X2+ 7x2
3 2
055 | Si f(x):w,calcula:
x? +10x + 21
a) Iim3 f(x) o] Iim3 f(x) e) lim f(x)
X— X == X—+0oo
b) Iim7 f(x) d) Iim0 f(x) f) lim f(x)
3 2
a) lim X+ 6x° +9x _ 108 :3
x=3 x2 410X 4 21 60 5
X+ 6x7 +9x . X(x + 3)? o x(x+3) 28
b Im —"—-"=|m ———— = |m —- =" =0
x>7 x2410x+21 o> 7 (x+3)Nx+7) x>7 x+7 0
lim f(x)=—oo
x=>=7 — No existeix lim f(x).
lim f(x)= 4o x——7
X—>—7"
3 2
9 lim X>+6x" +9x — lim X(x+3) —0

=3 x2410x+21 =3 x+7

3 2
d) |]mw:0
x=0 x2 4+ 10x 4 21
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3 2
o lim w:m
x>t x2 410 x 4 21

3 2
f) lim X>4+6x°+9x _

x=— x?2 4 10x + 21

x> —1 six<3

056 | Donada g(x) = 3 . , calcula els limits:
six>3
x+5
a) Iim1 g(x) Q) Iim3 g(x) e) lim g(x)
X—— X X—+®©
b) Iinj5 g(x) d) Iim6 g(x) f) Iinj g(x)
a) lim g(x)= lim (x> =1)=0
x— -1 x— -1

b) lim g(x)= lim (x> —1)=24

X——=5 x——1
9 lim g(x)=lim (x*=1)=8
X—3" X—3" R . .
3 317 lim g(x)= lim g(x) — No existeix lim g(x).
lim g(x)= lim == xo3 x—3t x=>3
x—3" x—=3" X+5 8
3
d) limg(x)= lim ==
X—6 x—=6 x +5 N
e lim g(x)= lim =0
X— +oo X—> +o0 X+5

X—> —o0 X— —o0
4 six <—2
. . X—2
057 | Considera: h(x) =1 7, .
X +4x+4 si—2<x<3
2t 49 six >3
Calcula els limits:
a) Iim5 h(x) Q) Iim5 h(x) e) Iim3 h(x)
b) Iim2 h(x) d) Iim2 h(x) f) lim h(x)
X— X——. X—>+x
a) lim h(x)= lim 4 :—i
x—-=5 x—>-5x —2 7

b) lim h(x) = lim (x> +4x+4) =16

x—2 x—2

o lim h(x) = lim (2**'+9)=73

x—=5 X—=5

338



SOLUCIONARI

lim h(x)= lim 4 =1
d) x—-2 x> X =2 - lim h(x)= lim h(x)
lim h(x)= lim (x> +4x+4)=0 x> x>
x— =21 x— 2"
— No existeix lim h(x).
X—=2
lim h(x)= lim (x> +4x+4)=25
e) % X3 = lim h(x)= lim h(x)
lim h(x)= lim (2**"4+9) =25 x—>3 x—>3°

x—3" x—3*

— lim h(x) = 25

x—=3

f) lim h(x)= lim (2*""4+9) = 4w

X— +oo X—+o

058 | Decideix si les funcions seglients s6n continues en els punts que s'indiquen.
Sino ho sén, determina’n el tipus de discontinuitat.

a) Enx=0ix=2. d) Enx=—1ix=2.
Y Y__
fx) :
SV
1 f(x) :
'er' T X 1 X
b) Enx=0ix=2. e) Enx=—-2ix=2.
Y 14
! f(x)
1 fx) : 1 1] +
! : X
: T i
¢ Enx=1. f) Enx=1.
Yi Y
) )
Sk
T X 1

a) « f(0)=0=lim f(x) — La funcio és continua en x = Q.
x—0

o f(2)=4= lim f(x) = La funcid é continua en x = 2.
X—2
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b) « No existeix (0).
lim f(x)= lim f(x)=0,5— Existeix limf(x)=0,5.

x—0 x—07" x—0

La funcid no és continua en x = 0, té una discontinuitat evitable.

« f(2)=2,5= lim f(x) — La funcié és continua en x = 2.
X—2

c) No existeix f(1).

lim f(x) = —1

x=1 — lim f(x) = lim f(x) — No existeix lim f(x)
lim f(x)=3 x—=17 x—1 x—1
x—1F

La funcié no és continua en x = 1, té una discontinuitat de salt finit.

d) « f(=1)=1= lim f(x) — Lafuncié és continuaen x = —1.
x— -1
- f(2)=15

lim f(x)= lim f(x)=2,5— Existeix limf(x)= 2,5.

x—2" x—2T x—2

f(2) = lim f(x) — La funcié no és continua en x = 2,
=2 té una discontinuitat evitable,

e) » No existeix f(—2).
lim 7f()<) = 4o
x>=2 — No existeix lim f(x).
im f(x)=—o0 x——2
x——=2"

La funcio no és continua en x = 0 i x = —2, té una discontinuitat de salt infinit.

- f(2)=3
|imﬁf(x):—1
2 — lim f(x) = lim f(x) — No existeix lim f(x).
lim f(x)=3 Xx—2" x—2+ x—2
x—21

La funcié no és continua en x = 2, té una discontinuitat de salt finit.

f) f(1)=-1
Iimif(x):z
e — lim f(x) = lim f(x) = No existeix lim f(x).
lim f(x)=5 x—=1" x—1t x—>1
x—1"

La funcié no és continua en x = 1, té una discontinuitat de salt finit.

059 | Estudia la continuitaten x = —1ix = 2 de la funcié:
3x —2 si x < —1
fX)=1x>+4x—1 si—1<x<2
x4+ 11 six>2

Classifica'n els tipus de discontinuitats.
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« f(=1)=—4
lim f(x) = =5
=t — lim f(x) = lim f(x) = Noexisteix lim f(x).
lim f(X) =4 x—>=1" x——1% x—-1
x——1%

La funcié no és continua en x = —1, té una discontinuitat de salt finit.

- f2Q)=11
lim f(x) =11
2 — lim f(x) = lim f(x) = No existeix lim f(x).
lim f(X) =13 x—=27 x—2% x—2
x—2%

La funcid no és continua en x = 2, té una discontinuitat de salt finit.

060 | Estudia la continuitat de la funcié en els punts x =0ix = 3.

si x <0
x—4
g(x)=4{x —1 sio<x<3
six >3
x—3
+ No existeix g (0).
lim g(x)= -1
x=0 — lim g(x) = —1
lim g(x)=—1 x=0
x—0*

La funcié no és continua en x = 0, té una discontinuitat evitable.

+g(3)=2
lim g(x)=2
3 — No existeix lim g(x).
lim g(x)=+o0 x—3
x—3t

La funcid no és continua en x = 3, té una discontinuitat de salt infinit.

061 | Donada la funcio:

x*+3x+2 six<0
fx)=1{2 Si0<x<1
X2 —4x+5 six>1

Estudia’n la continuitat en els puntsx=0ix=1.

. f0)=2
lim F(x) = 2
=0 — lim f(x) = lim f(x) — Existeix lim f(x).
lim f(X) =2 x—0~ x—0% x=0
x—0"

f(0) = 2 = lim f(x) = La funcid és continua en x = 0.

x—=0
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« f()=2
lim f(x) =2
o — lim f(x) = lim f(x) — Existeix lim f(x)
lim f(X) =2 x—=17 x—1+ x—1
x—=1%

f(1) = 2 =limf(x) — Lafuncié és continuaen x = 1.

x—=1

062 | Considera la funcio:

x? si x <1
1 .

F(x) = ; sitT<x<2
X1 six >2

Estudia la continuitatde fenx=0ix=1.

. f(0) =0 = limf(x) = Lafuncié és continua en x = 0.

x—0

lim £(x) = 1

it — lim f(x) = lim f(x) — Existeix lim f(x).
[im f(X) = x—>17 x—>1* x=1
x—=1%

f(1) = 1=Ilimf(x) — Lafuncié és continuaen x = 1.
x—=1

3
——8 sio<x<4

063 | Diguessilafuncié f(x) =1 4 és continua en x = 4.

\/x_3 si 4 < x

f4) =8

lim f(x) =8

e — lim f(x) = lim f(x) — Existeix lim f(x).
lim f(X) = X—4~ x—4+ x—4
x—4+

f(4) =8 = lim f(x) = Lafuncio és continua en x = 4.

x—=4

064 | Completa la definicio de la funcié perqué sigui continua en x = 2.

x2—=2x—1 six<2

p(x) = I:I si x=2

1

six>2
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La funcio és continua si: lim p(x) = p(2)

X—2
Existeix lim p(x) si lim p(x) = lim p(x).
x—2 x—2" x—2"
lim p(x)=—1
=2 — lim p(x) = -1
lim p(x)=—1 x—2
x—2+
x2 —2x—1 six<?2
Aleshores, la funcio és continua si: p(x) = =1 six =2
! Six > 2
X —73
Donada la funcié:
x?—25
six=5
fx)=1 x—5
0 six=5

demostra que no és continua en x = 5.
Existeix alguna funcié continua que coincideixi amb f(x) per a tots els valors x = 5?
En cas afirmatiu, déna'n l'expressio.

f(5 =0

2 — J—
lim 2= iy XD i r s =10
X5 X—S X5 X_S X=5

f(5) = lim f(x) — Lafuncio és continua en x = 5.

X—=5

Existeix una funcié continua que coincideix amb f(x) en R — {5}, i té com a expressié:

x> =25 )
six=5
9x)=1 x—5
10 six=5

066 | Donada la funcio:

X +1 si x <1
Foo={XT1 sIxs
3—ax six >1

Per a quins valors de a la funcié F(x) és continuaen x = 1?

La funcid és continua en x = 1 si: im F(x) = F(1)

x=1

F()y=2

Existeix IimF(x) si lim F(x) = lim F(x).
X— x—=1" x—=1%

lim F(x) =2

! —»2=3-a-a=1

limF(x)=3—a

x—=1%
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067 | Considera la funcio:
X2 4ax six<2
f(x) =
2 si x >2
X

Calcula els valors del parametre a per als quals f(x) és continua en x = 2.

La funcio és continua en x = 2 si: lim f(x) = f(2)

x—2

f(2) =1
Existeix Iimzf(x) si lim f(x) = lim f(x).

X X—27 x—=2%
lim f(x) =4+ 2a 3
e —S442a=15a=—-=
lim f(x) =1 2
x—2+

068 | Donada la funcio:

ax? —2 six <=2
f(x)=1{a si—2<x<2 (@eR)
X si x>2

a) Calcula el valor de a perqué f sigui continua en x = —2.
b) Estudia la continuitat de fquana = 2.

a) Lafuncié és continuaenx = —2si: lim f(x) = f(=2)

X—=-2
f(—2) = 4a -2
Existeix Iimzf(x) si lim f(x) = lim f(x).
X—>— x——2" x—=2%
lim f(x)=4a-2 5
o —4a-2=a—a=—
lim f(x)=a 3
x—-2%
2% =2 six <=2
b) Sia=2:f(x)=142 si—2<x<2
X Six > 2
. f(=2)=6
lim f(x) =6
o = lim f(x) = lim f(x) = No existeix lim f(x).
lim f(X) =2 x—>=2" x—-2% x—=2
x—-2%

La funcid no és continua en x = —2, té una discontinuitat de salt finit.

- fQ)=2
lim f(x) =2
o2 — lim f(x) = lim f(x) — Existeix lim f(x).
lim f(X) =2 x—27 x—2* x—=2
x—2*

f(2) = 2 = limf(x) — La funcié no és continua en x = 2.
x—2
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‘x+2‘ si x <—1

069 | Donada la funcié: f(x) = {k si —1<x <1
(x —2)* six>1
Troba el valor de k perqué la grafica sigui continua perax = —1.

La funcio és continuaen x = 1 si: lim f(x) = f(—=1)

x—-—1

f(—=1) =1
Existeix Iimwf(x) si lim f(x) = lim f(x).
X—— x——1" x——1*
lim f(x) =1
ot S k=1
lim f(x)=k
x——1*

—(x—=102+b six<2

070 | Considera la funcio: f(x) = )
alx =32 +3 six>2

Troba a i b perqué la funcié sigui continua en x = 2.

La funcio és continua en x = 2 si: lim f(x) = f(2)

x—2

f2)=-14+0b
Existeix |iI’T;f(X) si lim f(x) = lim f(x).
X— x—=2" x—=2+
lim f(x) =—-1+0b
e - -1+b=a+3—>a=b—4
limf(x)=a+3
x—2"

071 | Considera la funcié definida a trossos mitjancant l'expressié seglient:
3(x4+2) six<—1
f(x) =142 si—1<x<3
x? —1 six >3
Estudia’n la continuitat per a tot valor de x en el qual la funcié esta definida.

f(x) esta formada per funcions polinomiques; per tant, sabem que f(x)
és continuaen R —{—1, 3}.

. f(=1)=2
lim f(x)=3
o — lim f(x) = lim f(x) — No existeix lim f(x).
lim f(x)=2 x—>—1" xo>—1* X1
x——1*

Aixi doncs, f(x) no és continua en x = —1, té una discontinuitat de salt finit.

- f3)=2
lim f(x) =2
s — lim f(x) = lim f(x) = No existeix lim f(x).
lim f(X) =38 x—37 x—3* x—3
x—3%

Aixi doncs, f(x) no és continua en x = 3, té una discontinuitat de salt finit.
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072 | Sigui la funcio:
' .
flx) = x° =1 SI. x <1
x—1 si x >1
Estudia’n la continuitat.

f(x) esta formada per funcions polindmiques; per tant, sabem que f(x)
és continuaen R — {1}.

f(1)=0

lim f(x) =0

! — lim f(x) = lim f(x) — Existeix limf(x).
lim f(X) =0 x—>17 x—=1* x—1

x—=1%

fH=0= Hrq f(x) — Lafuncié és contihuaen x = 1.

Per tant, f(x) és continua en R.

073 CO Sldera Ia 1U ClO:
_.(X) _ iZX =+ 2 SI X 0

x2—3x+2 six>0
Estudia’n la continuitat.

f(x) esta formada per funcions polinomiques; per tant, sabem que f(x)
és continua en R — {0}.

f0)=2

lim f(x) = 2

*o0 — lim f(x) = lim f(x) — Existeix lim f(x).
lim f(X) =2 x—0~ x—0% x—0
x—=0"

f(0) = 2 = lim f(x) — La funcié és continua en x = 0.

x—0

Per tant, f(x) és continua en R.

074 | Considera la funcié definida per:

2x2 —8x+6  six<1
f(x) = )
—2x>4+8x—6 six>1

Estudia la continuitat de f.

f(x) esta formada per funcions polinomiques; per tant, sabem que f(x)
és continuaen R — {1}.

f(1)=0

lim £(x) = 0

it — lim f(x) = lim f(x) — Existeix limf(x).
lim f(X) =0 X1~ x—>1F x—1
x—=1%

f(1) =0 =limf(x) = Lafuncid és continuaenx=1.
x—1

Per tant, f(x) és continua en R.
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075 | Considera la funcié:
Flx) = X2 4+ x s? x <0
x> —x six>0
Estudia’n la continuitat.

f(x) esta formada per funcions polinomiques; per tant, sabem que f(x)
és continua en R — {0}.

fO=0

lim f(x) =0

0 — lim f(x) = lim f(x) — Existeix lim f(x).
lim f(X) =0 x—0~ x—0% x—=0
x—=0+

f(0) =0 = lim f(x) — La funcié és continua en x = 0.
x—0

Per tant, f(x) és continua en R.

076 | Siguila funcio:
_x? ix <
flx) = 9—x si x <3
—2x2+16x —30 six>3
Estudia’n la continuitat.

f(x) esta formada per funcions polindmiques; per tant, sabem que f(x)
és continuaen R — {3}.

f3)=0

lim f(x) =0

o — lim f(x) = lim f(x) — Existeix lim f(x).
[im f(X) =0 x—3~ x—3* x—=3
x—3*

f(3) = 0 = limf(x) — Lafunci6 és continua en x = 3.

x—3

Per tant, f(x) és continua en R.

077 | Considera la funcié:
xX}+x+2 six<O0
f(x) = 5 )
x?—3x+2 six>0
Estudia’n la continuitat.

f(x) esta formada per funcions polinomiques; aixi doncs, sabem que f(x)
és continua en R — {0}.

f(0) =2

lim f(x) =2

0 — lim f(x) = lim f(x) — Existeix lim f(x).
lim f(X) =2 x—0~ x—07F x—=0
x—=0+

f(0)=2= IimO f(x) = Lafuncié és continua en x = 0.

Per tant, f(x) és continua en R.
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Donada la funcié:

1—x? si x <1
f(x)=13x> —12x+9 sil<x<3
—2x* +16x —30 si x >3

Estudia’n la continuitat.

f(x) esta formada per funcions polindmiques; aixi doncs, sabem que f(x)
és continuaen R — {1, 3}.

- f(1)=0
lim f(x) =0
! — lim f(x) = lim f(x) = Existeix lim f(x).
lim f(X) =0 x—17 x—>1T x—1

- f3)=0
lim f(x) =0
3 — lim f(x) = lim f(x) = Existeix lim f(x).
lim f(X) =0 x—37 x—3% x—3
x—3*

f3)=0= Iimgf(x) — La funcio és continua en x = 3.

Per tant, f(x) és continua en R.

Sigui la funcié:

5 six <2
f(x)={x> —6x+10 si2<x<5
4x —15 six>5

Estudia’n la continuitat.

f(x) esta formada per funcions polindmiques; aixi doncs, sabem que f(x)
és continuaen R — {2, 5}.

- f(2)=5
lim f(x) =5
2 — lim f(x) = lim f(x) = No existeix lim f(x).
lim f(X) =2 x—=27 x—2% x—2
x—2F

Per tant, la funcié no és continua en x = 2, té una discontinuitat
de salt finit.

- f(5) =5
lim f(x) =5
e — lim f(x) = lim f(x) — Existeix lim f(x).
lim f(X) =5 X—5" x—5% X5
x—5%

f(5)=5= Iim5 f(x) — Lafuncié és continua en x = 5.

Per tant, f(x) és continua en R — {2}.
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080 | Donada la funcio:

16 —x2 si—2<x<2
fx)=1, T
X si2<x<3

Estudia la continuitat de f.

f(x) esta formada per funcions polindmiques; aixi doncs, sabem que f(x)
és continuaen (—2,2) U (2, 3).

fQ)=4

lim f(x) =12

2 — lim f(x) = lim f(x) = No existex lim f(x).
lim f(X) =4 x—27 x—2% x—=2
x—2*

Per tant, la funcio no és continua en x = 2, té una discontinuitat de salt finit.

081 | Estudia la continuitat en l'interval [0, 4] de la funcié segient:

Flx) = 2x+3 sio<x<1
Tl -2+ 9x+1 si1<x<4

f(x) esta formada per funcions polindmiques; aixi doncs, sabem que f(x)
és continuaen (0, 1) U (1, 4).

f(1)=5

lim f(x) =5

s = lim f(x) = lim f(x) — Existeix lim f(x).
lim f(X):S x—17 x—>1* x—1
x—=1*

f)=5= Iimf(x) — Lafuncié és continuaen x = 1.

Per tant, f(x) és continua en (0, 4).

082 | On es troben les discontinuitats d'aquestes funcions? De quin tipus sén?

5 6x
a y=—— d)yzzi
X—2 X°—2x+3
3x —6 2x + 2
b)yzzi e)yzzi
X°=2x4+1 X —2x -3
x*—x 2x2+4x+6
Qy=——""—"-—H#— fly="————
2x2 +4x —6 x?—x

a) No existeix f(2).

[im f(x) = —o0
x=27 — No existeix lim f(x).
lim f(x)=+4o0 x—2
x—2"

La funcio té en x = 2 una discontinuitat de salt infinit.
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b) x?—2x+1=0—>x =1

lim f(x) = —o0

X210 = lim f(x) = —o
lim f(x)=—c0 X1
x—-1+

La funcio té en x = 1 una discontinuitat de salt infinit.

0 2)(%—4)(—60%{)(__3
X =

« No existeix f(—3).

lim f(x)=4o0
x=>=3 — No existeix lim f(x).
lim f(x)=—o0 x—>-3
x——3"

« No existeix f(1).
—1 1
lim F(x) = fim— X=X
x—1 x=12(x —1)(x + 3) x=12(x +3) 8
La funcio és continua en R — {—3, 1}, té una discontinuitat evitable en x = —3
i una discontinuitat evitable en x = 1.

d) x*—2x 4 3= 0 peraqualsevol valor de x, no hi ha punts de discontinuitat.

e) )(2—2><—3—O—>{X__T
x=3
- No existeix f(—1).

) ) 2(x+1) ) 2 1
lim f(x)= lim = lim =——
x— -1 x=>=1(x+N(x —3) x=>-1 x—3 2

« No existeix f(3).

lim f(x)=—o0

X3 — No existeix lim f(x).
lim f(x) =+ e
x—3"

La funcio és continuaen R — {—1, 3}, té una discontinuitat evitable en x = —1
i una discontinuitat de salt infinit en x = 3.

f) X2X=O—){X:O

« No existeix f(0).

lim f(x) =+
x=07 — No existeix lim f(x).
lim f(x)=—o0 x=0
x—0*

No existeix f(1).

lim f(x) = —oo

x> — No existeix lim f(x).
lim f(x) = +oo x=1
x—1

La funcio és continua en R — {0, 1}, té discontinuitats de salt infinit
enx=0ienx=1.
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083 | Estudia la continuitat d’aquesta funcié:

1+ x* six <—1
£(x) 2 si x =—1

si x >—1
3—x

Especifica els tipus de discontinuitat que presenti.

« f(x) =14 x?és una funcié polindmica; per tant, f(x) és continua en (—oo, —1).

- f(=1)=2
lim f(x)=2
o — lim f(x)=2
lim f(x)=2 x— =1
x— 1T

lim f(x)=f(=1) — f(x) és continua en x = 2.

x——1

s f(x)= 8 esta definida en R — {3}; per tant, f(x) és continua
3—X

en(—1,3)U (3, +o).

« No existeix f(3).

lim f(x) = 4+
x=>3 — No existeix lim f(x).
lim f(x) = —o0 x—3
x—3"

La funcid no és continua en x = 3, té una discontinuitat de salt infinit.

084 | Donada la funcio:

4 six <—2
X+ 3
h(x)=1x*+2x+4 si2<x<I1
3 .
six >1
xX+7

Hi existeix alguna discontinuitat evitable? Com es podria evitar?

« h(x)=

3 esta definida en R — {—3}; per tant, h(x) és continua
X+

en(—oo, —3)U(—3,—2).

No existeix h(—3).

lim h(x)= —o0

x5 — No existeix lim h(x).
lim h(x)= 4w x—-3

x— 3"

Aixi doncs, la funcié no és continua en x = —3, té una discontinuitat
de salt infinit.
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« Estudiem qué passa en el punt x = —2:

h(=2)=4
lim h(x)=14

x>=2 — lim h(x)=4
lim h(x)=4 X—>=2

x——=2"

lim h(x) = h(—=2) = h(x) és continua en x = —2.
X——2

« h(x) = x> 4 2x + 4 és una funcié polindmica; aixi doncs, h(x) és continua
en(=21).

« h(x)= j_ . esta definidaen R — {—7}; per tant, h(x) és continua en (1, 4o0).
X

Estudiem que passa en el puntx = 1:
No existeix h(1).
lim h(x)=7
x—1
31~ No existeix lim h(x).
lim h(x) == .
x—1t 8

Aixi doncs, la funcié no és continua en x = 1, té una discontinuitat de salt finit.

085 | Siguila funcio:
XZ
2x —— six <4
f(x) = 2 -

2x —8 six >4

Estudia la continuitat d’aquesta funcid.

f(x) esta formada per funcions polindmiques; aixi doncs, sabem que f(x)
és continuaen R — {4}

f(4)=0

lim f(x) =0

o — lim f(x) = lim f(x) — Existeix lim f(x).
[im f(X) = x—4~ x—4+ x—4
x—4+

f(4) =0 = lim f(x) = Lafuncio és continua en x = 4.

x—=4

Per tant, f(x) és continua en R.

086 | Siguila funcio:
(x+1? six<o0

i si0<x<2
X
x

six>2
4

Estudia’n la continuitat.
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f(x) = (x +1)* = Funcié polinomica — f(x) és continua en (—oo, 0).

flx) = 1 — Definida en R — {0} — f(x) és continua en (0, 2).
X

f(x) = % — Funcio polindmica — f(x) és continua en (2, 4+o0).

« Estudiem el puntx =0:

f(0) =1

lim f(x) =1

0 — No existeix lim f(x).
lim f(x) = +o0 x=0
x—0*

Aixi doncs, la funcid no és continua en x = 0, té una discontinuitat
de salt infinit.

Estudiem el punt x = 2:

f2) =—
2
lim f(x) = =
x=2 215 lim f(x) = lim f(x) = Existeix Iimzf(x).
x—27 x—2% =
lim f(x) = L
x—2% 2

limf(x) = % = f(2) = f(x) és continua en x = 2.

x—2

Aixi doncs, la funcié no és continua en R — {0}.

Expressa aquestes funcions com a funcions definides a trossos i estudia’n la continuitat.

a)y:\x\ d)y:‘xz—ﬂ g)y:;
b) y =|x+5| e) y=|x*—x—¢| h) y= ! ‘
X —2
J y=|3-2x| f) y=]6—x|
X six >0
3 f)= —x six<0
- f(0)=0
lim f(x)=0
=07 > limf(x)=0
lim f(x)=0 x—0
x—0*

lim f(x)=1f(0) = f(x) és continuaen x = 0.
x—0

« La funcio esta formada per funcions polinomiques; aixi doncs, sabem
que f(x) és continua en R.
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>
b) f(X)_{x—i-S s?x_ 5
—Xx—=5 six<-=5
« f(=5)=0

lim f(x)=0

=S = lim f(x)=0

lim f(x)=0 X—==5

x——5"

lim f(x)=f(=5)— f(x) és continua en x = —5.
X— =5

« La funcio esta formada per funcions polinomiques; aixi doncs,
f(x) és continua en R.

3—2x six<
o f(x)=
2x—3 six>

ojw o |w

X—=—
3+ 2
X——=
) 3 ) ] 3
lim f(x)="f] = |— f(x)éscontinuaen x = —.
o 2 2
2

- La funcio esta formada per funcions polinomiques; aixi doncs,
f(x) és continua en R.

X =1 six < —1
d fxX)=1—x>+1 si—1<x<1
x? =1 Six > 1

lim f(x)=0
o - lim f(x)=0
lim f(x)=0 x——1

x—>=17

lim f(x) = f(=1) — f(x) és continuaen x = —1.

x——1
- f(1)=0
lim f(x) =0
e — limf(x) =0
lim f(x)=0 X1
x—1*

lim f(x) = f(1) = f(x) és contiuaen x = 1.

x—=1

« Lafunci¢ esta formada per funcions polinomiques; aixi doncs,
f(x) és continua en R.
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X =-=2

e XX —x—6=0—>
x=3

XX —x—6 six <=2
FxX)={—x"+x+6 si—2<x<3
x> —x—6 six>3

f(-2)=0

lim f(x)=0

x=>=2 - lim f(x)=0
lim f(x)=0 X—=2

x— 2"

lim f(x)="f(=2)— f(x)és continuaen x = —2.

X—=2
-« f(3)=0
lim f(x)=0
X3 S Ilimf(x)=0
lim f(x)=0 x—3
x—3F

lim f(x)="f(3) — f(x) és continua en x = 3.
X—3

- La funcio esta formada per funcions polinomiques; aixi doncs,
f(x) és continua en R.

f)6—x2=0—x=+J6
X2 —6 six<-6

fF)=16-x2 si—J6 <x<+6

X2 -6 six>6

- f(J6)=0
lim  f(x)=0

x=(=V6 ) - lim_f(x)=0
lim  f(x)=0 x—-6
x—=(=6 )"

Iimff(x) = f(—\/g) — f(x) és continua en x = 6.
X—>—\6

. f(J6)=0
lim f(x)=0
x—(J6)

im f(x)=0 x—\6
x—(J6 )"

lim f(x):f(\/g)—n((x)és contmuaenx:\/g.
X—V6

« La funcio esta formada per funcions polinomigues; aixi doncs,
f(x) és continua en R.
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« No existeix f (0).

lim 7(x) = —oo

0 — No existeix lim f(x).
lim f(x) = +o0 x=0
x—=0*

Per tant, la funcié no és continua en x = 0, té una discontinuitat
de salt infinit.

. La funcié és continua en R — {0}.

Six > 2

Six <2
X—2

- No existeix f (2).

lim f(x) = +o0

2 S limf(x) =+
lim f(x) = 4o X2

x—=2%

Per tant, la funcié no és continua en x = 2, té una discontinuitat
de salt infinit.

« Lafuncié és continuaen R — {2}.

088 | Calcula la constant k perque la funcié segiient sigui continua en tots els punts:

{xz si x <3

f(x) =
x+k six>3

La funci¢ esta formada per funcions polinomiques; aixi doncs,
sabem que és continua en R — {3}. Estudiem la continuitat
enel puntx = 3.

La funcio és continua en x = 3 si: lim f(x) = f(3)

X—=3

f3)=3+k

Existeix Iimgf(x) si lim f(x) = lim f(x).
X— x—3" x—3%

lim f(x) =9

s —>9=34+k—>k=6

lim f(x) =3+k

x—3*
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Donada la funcié:

—lx si x <2
fx)=49 2

2x+ k six>2

Calcula la constant k perque la funcié sigui continua en tots els punts.

La funcié esta formada per funcions polinomiques; aixi doncs, sabem
que és continua en R — {2} . Estudiem la continuitat en el punt x = 2.

La funcio és continua en x = 2 si: lim f(x) = f(2)
X—=2

fQ)=4+k
Existeix Iimzf(x) si lim f(x) = lim f(x).
X— x—2" x—=2F
lim f(x) = —1
2 - - l=4+k—>k=-5
lim f(x) =4 +k
x—=27F

Calcula la constant k perque la funcié segiient sigui continua
en tots els punts.

k six <3
f(x)=4x+3

six >3

La funcié esta formada per funcions polindmiques; aixi doncs, sabem
que és continua en R — {3} . Estudiem la continuitat en el punt x = 2.

La funcio és continua en x = 3 si: Iim3 f(x) = f(3)

f3)=3

Existeix ngf(x) silim f(x) = lim f(x).
X x—37 x—3%

lim f(x) =k

s — k=3

lim f(x)=3

x—3%

Calcula g, b, ci d perqué la funcié f(x) sigui continua:

ix si x <2
2

3x —a si2<x<3
f(x) = SX<

b si3<x<5
—Xx+c si5<x<7
d si7<x
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La funcié esta formada per funcions polindmiques; aixi doncs, sabem
que és continua en els intervals en els quals estan definides.
Estudiem els punts en que canvia I'expressié algebraica.

« Lafuncié és continuaen x = 2 si: Iimzf(x) =f(2)

fQ)=6-—a

Existeix Iirr; f(x)si lim f(x) = lim f(x).
X= x—27 x—2%

lim f(x) =1

e —1=6—-ad—>a=>5

lim f(x) =6—a

x—2"

« Sia=>5,lafuncid és continua en x = 3 si: lim f(x) = f(3)

X—3

f3)=b
Existeix Iimzf(x) si lim f(x) = lim f(x).

X— x—=3~ x—3*
lim f(x) =4
" —>b=4
lim f(x)=0b
x—3*

« Sia=5ib=4,lafuncié és continua en x =5 si: limf(x) = f(5)

x—5

f(5)=-5+c¢
Existeix Iimsf(x) si lim f(x) = lim f(x).

X= x—5~ x—5%
lim f(x) =4
" —4=-54+c—>c=9
lim f(x) = -5+c¢
x—5%

Sia=5b=4ic=9lafuncio és continuaenx="7si |im7f(x) =f(7)

f7)=d

Existeix Iirr;f(x) si lim f(x) = lim f(x).
X xX—=77 x—7+

lim f(x) =2

7 —>d=2

lim f(x)=d

x—=7%

092 | Considera la funcié seglent:

X—2 .
si x <—1
X
fx)={—x*+a si—1<x<1
X+2 si1<x
X

Troba els valors de a per als quals f és continua.

flx) = 2= 2 — Definida en R — {0} — f(x) és continua en (—oo, —1).
X
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f(x) = —x? 4+ a — Funcié polindmica — f(x) és continua en (=1, 1).
fx)= x+2 — Definida en R — {0} — f(x) és continua en (1, +co).
X

Estudiem els punts en els quals canvia I'expressio algebraica.

La funcio és continuaen x = —1 si: lim f(x) = f(—1)
x—=—1

f=1)=-14a
Existeix Iim]f(x) si lim f(x)= lim f(x).
X—>— x—=—17 x——1%
lim f(x)=3

X—==1"

lim f(x)=—-1+a

x——1%

—>3==14+a—->a=4

Sia=4:f(1) =3 =lim f(x) = f(x) també és continuaenx = 1.

x—=1

093 | Calcula els valors de a, b € R perque la funcié:

X+a si x <0
fo) = {NI+EX =VI=X o
3x
bx si x >1

sigui continua en qualsevol punt.

f(x) = x + a — Funcié polinomica — f(x) és continua en (—oo, 0).

3 X — Definidaen (=1, 0) U (0, 1) — f(x) és continua en (0, 1).
X

f(x) = bx — Funcié polinomica — f(x) és continua en (1, +00).

f(x)=

Estudiem els punts en els quals canvia l'expressié algebraica.

. Lafuncié és continua en x = 0 si: lim f(x) = f(0)

f(o) —q x—=0
Existeix Iirrgf(x) si lim f(x) = lim f(x).
X x—=0~ x—0%
lim f(x)=a
x—0~"
im () = fim MEX ZNVI=X e (40 -20-%)
x—0% x—=0F 3x x—0" 3X(\/]+X +\/]*X)

) 2X . 2 1 1
= Iim = |im N L

=0 3 (T4 x +4¥1=x) = 31+ x +41=x) 3 3

La funcié és continuaen x =1 si: Iirq f(x) = f(1)

f(1)=»b

Existeix Iirqf(x) silim f(x) = lim f(x).
X= x—=1" x—=1"

lim f(x) = ﬂ J2

x—=1" 3 —>b=—

limf(x)=0b 3

x—=1%
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094 | Els beneficis, en milers d’euros, per la venda d'un article en funcié de les despeses
en publicitat, en milers d’euros, vénen donats per la funcio:

B(x) = 5x +15 sio<x<3
T l—(x=32+30 siz<x<8

en queé x representa la quantitat, en milers d'euros, que es gasta en publicitat,
i B(x) els beneficis, en milers d'euros, que I'empresa productora rep per la venda
de l'article.

Es continua, aquesta funci6? Qué passa si la despesa de publicitat és superior
a8.000 €7

La funcio esta formada per funcions polinomiques; aixi doncs, és continua
en els intervals en els quals estan definides. Estudiem el punt en qué canvia
I'expressié algebraica.

La funcio és continua en x = 3 si: lim f(x) = f(3)

xX—3

f(3) =30
Existeix Iimsf(x) si lim f(x) = lim f(x).

X= x—37 x—3%
lim f(x) = 30
x — lim f(x) = lim f(x) — Existeix lim f(x).
lim f()() =30 x—37 x—>3* x—3
x—3*

Hm3f(x) =30 = f(3) = f(x) és continua en x = 3.

Per tant, la funcio és continua en (0, 8).

La funcié no esta definida per a valors reals més grans que 8, és a dir,
no es poden determinar els beneficis a partir de 8.000 €.

095 | Segons una determinada teoria medica, el perill d'un virus es mesura en funcié
del temps que porta en l'organisme mitjangant I'expressié seglient, en que P(t)
és per a un temps de t minuts:

t? sio<t<5
P(t) = { 50t — 62,5
0,5t +5

sit>5

Estudia la continuitat de la intensitat com a funcié del temps.

P(t) = t* — Funci6 polindmica — P(t) és continua en (0, 5).

t) = 200625 — Definidaen R — {—10} — P(t) és continua en (5, +0).
0,5t +5
f(5) =25
lim P() = 25
0 — limP(t) = 25
lim P(t) = 25 =5
t—5%

limP(t) = P(5) — P(t) és continuaent=>5.

=5

Per tant, la funcié és continua en (0, +o0).
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Un inversor empra la funcio seglient per reinvertir a la Borsa part del capital
que obté mensualment. R(x) representa la quantitat reinvertida quan el capital
obtingut és x (tant la quantitat com el capital, en euros):

0 si 0 < x <600

ROX) =1 ,q . 400+ 56x
1.640 + 0,1x

si x > 600

La quantitat reinvertida és una funcié continua del capital obtingut?

R(x) = 0 — Funcié constant — R(x) és continua en (0, 600).

R(x) = 40 + 00X £ s definida en R — {~16.400}
1640 +0,1x 5 R(x) és continua en (600, 4 oo).
R(600) = 60
lim R(x)=0
Ko — No existeix lim R(x).
lim R(x) =60 X600
x—600%

Per tant, la funcié no és continua en x = 600, té una discontinuitat
de salt finit.

Un article es ven segons aquesta regla:

A 10,50 € el kilo,si 0 <x< 10
A 7,50 € el kilo,si 10 < x < 20
A 5,50 € el kilo, si 20 < x

Escriu la funcié que representa el preu de venda amb x = «pes en kilos» i estudia’n
la continuitat.

10,50x si0<x <10
f(x)=17,50x si10<x <20
5,50x si20 < x

La funcio esta formada per funcions polinomiques; aixi doncs, sabem
que és continua en els intervals en els quals estan definides.
Estudiem els punts en que canvia l'expressi¢ algebraica.

- Lafuncié és continua en x = 10 si: lim f(x) = f(10)

x—10
f(10) =75
Existeix lim f(x) si lim f(x) = lim f(x).
x—10 x—10~ x—=10*

lim f(x) =105

0 — No existeix lim f(x).

lim f(X):75 x—10
x—10*

Per tant, la funcié no és continua en x = 10, té una discontinuitat
de salt finit.
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« Lafuncié és continua en x = 10 si: lim f(x) = f(10)

£(20) = 110 ot
Existeix lim f(x) si lim f(x) = lim f(x).
x—20 x—=20" x—20"
lim f(x) =150
o0 — No existeix lim f(x).
lim f(X)ZHO x—20
x—20"

Per tant, la funcié no és continua en x = 20, té una discontinuitat de salt finit.

098 | Cada mes, una empresa decideix la despesa en publicitat en base als beneficis
que espera obtenir durant aquest mes. Per fer-ho, utilitza la funcié segient,
on D és la despesa en publicitat, en centenars d’euros, i x son els beneficis esperats,

en milers d'euros:
2

6+ 2x — si0<x<9
Gl = 75 65400
34 X440 g oo
10x?

La despesa en publicitat és una funcié continua del benefici?

2
G(x) =6+ 2x — X — Funcioé polindmica — G(x) és continua en (0, 9).
6

G(x)=3+ 75%52400 — Definida en R — {0} — G(x) és continua en (9, + o).
X
Estudiem el punt en el qual canvia l'expressié algebraica.

La funcio és continua en x = 9 si: lim G(x) = G(9)
x—=9

G(9) =105

Existeix Iirr]3 G(x) si lim G(x) = lim G(x).
X— X—9~ x—=9+

IimﬁG(X) =10,5

9 - limG(x) = 10,5

lim G(x) = 10,5 X=9

x—9%

lim G(x) = G(9) = G(x) és continuaen x = 9.

x—9

Per tant, la funcié és continua en (0, +o0).

099 | El pes que una planxa d'un material determinat és capag de suportar depéen de l'edat
de la planxa segons la funcié segiient (el pes P en tones; t representa l'edat en anys
de la planxa):

50 — t? sio<t<3
P(t) =
56 — 20t sit>3
t+1
El pes és una funcié continua de l'edat?
A mesura que passi el temps, la planxa aguantara cada vegada menys pes?
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Les funcions sén continues en els intervals en els quals estan definides:
« En (0, 3) la funcio és una funcié polinomica; aixi doncs, és continua.

« En (3, +00) podria presentar una discontinuitat en els punts en els quals s'anul-li
el denominador:

t+1=0->t=-1
Com que —1 ¢ (3, +), la funcié és continua en (3, 4-o0).

Per tant, P(t) és continua si és continua en t = 3, és a dir, si: limP(t) = P(3)
>3

P(3) =41

Existeix limP(t) si lim P(t) = lim P(t).
t—3 =37 t—3*

lim P(t) = 41

3 = limP(t) = 41

lim P(t) = 41 =3

t—3*

limP(t) = P(3) — P(t) és continuaen t= 3.

t—3

Aixi doncs, la funcié és continua en (0, +o0).

t—+oo >+

lim P(t) = lim [56”]:5620:36
(41

Per tant, a mesura que passi el temps la planxa aguantara un pes
de 36 tones.

100 | El preu, en euros, de x litres d'oli comprats en una almassera ve donat
per la funcié:
3x sio<x<20
P(x) = - =

Jax? +2.000 si x >20

a) Determina el valor de la constant a perqué la funcié P(x) sigui continua.

b) Si compressin moltissims litres d'oli, quant sortiria aproximadament el preu
de cada litre?

a) Com que les funcions son continues en els intervals en els quals estan
definides, f(x) és continua si és continua en x = 20, és a dir, si: lim P(x) = P(20)

x—20

P(20) = 60
Existeix lim P(x) si lim P(x) = lim P(x).
x—20 x—20" x—20*F
lim P(x) = 60

e —5 60 = \/400a + 2.000
lim P(x) = /4004 + 2.000

x—20% — 4000 + 2000 = 3600 - a =4

P(x)

b) El preu de cada litre seria; ——

X
[ 2
ax” + 2000 = x/g€/litre
X

lim Px) = lim

x>+ X X—>+ow
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PREPARA LA SELECTIVITAT

Sigui x, en euros, el preu de venda del litre d'oli d'oliva verge extra. Considera:

flx)=2—

amb x >0
x+1

la funcié que representa el balang economic quinzenal, en milers d’euros,

d'una empresa agricola. Estan limitats els guanys quinzenals d'aquesta empresa?

| les perdues?

Com més alt sigui el preu de I'oli, x, més grans seran els guanys:

lim |2 — 4 =2
X—>+oo X+1

Els guanys quinzenals més grans de I'empresa poden ser de 2.000 €.

Les pérdues es produiran quan el preu del litre d'oli, x, sigui molt baix, és a dir,

quan tendeixia 0.

x—0

X +1
Les perdues quinzenals més grans de I'empresa poden ser de 2.000 €.

imf -] =2-a -2

Considera la funcié:

—x?=2x six<0
f(x) =1—14+2x si0<x <1
—x?4+2x six>1

Estudia’n la continuitaten els puntsx=0ix=1.

- f(0)=0
Existeix Iirrgf(x) si lim f(x) = lim f(x).
X—> x—=0" x—=0%
limf(x)=0
x=07 — No existeix lim f(x).
lim f(x) = —1 x=0
x—0"

Aixi doncs, la funcié no és continua en x = 0, té una discontinuitat

de salt infinit.
- f(1)=1
Existeix Iirqf(x) si lim f(x) = lim f(x).
X—= x—17 x—=17F
lim f(x) =1
i > limf(x) =1
lim f(x) =1 x=1
x—=17%

limf(x) = f(1) = f(x) és continuaen x = 1.

x—=1
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3 | Sigui la funcio:

—t* + 5¢2 sio<t<3
ft)=1—t2+12t—9 si3<t<5
2t +16 si5<t<10

Estudia la continuitatde fent=3it=>5.

. f(3)=18
Existeix limf(t) si lim f(t) = lim f(t).
= t—3" t—3*
lim f(t) =18
=37 — limf(t) =18
lim f(t) =1 -3
t—3*

limf(t) = f(3) = f(t) és continuaen t = 3.

-3

« f(5) =26
Existeix Iirrgf(r) si- lim £(t) = lim f(t).
t— t—57 t—5%
lim f(t) = 26
e - limf(t) =26
lim f(t) = 26 15
t—5%

limf(t) = f(5) — f(t) és continuaen t=>5.

t—=5

4 | Siguila funcié:

x? si x <1
fx)=1", ,
—x*+4x =2 six>1

Analitza'n la continuitat.

La funcié esta formada per funcions polinomiques; aixi doncs, sabem que és
continua en els intervals en els quals estan definides.

Estudiem el punt en qué canvia l'expressié algebraica.
La funcié és continua en x =1 si: lim f(x) = (1)

x—=1
() =1

Existeix |imf(x) si lim f(x) = lim f(x).

x—=17 x—1+

lim f(x) =1
ad — limf(x) =1
lim f(x) =1 x=1

x—1"

limf(x) = f(1) = f(x) és continuaen x = 1.

x=1

Per tant, la funcié és continua en R.
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5 | Un determinat article es ven a un preu o a un altre segons la quantitat
que se'n compra, d'acord amb les dades segiients:

A10<€elkilo,si 0<x<5
A 9<€elkilo,si 5<x<10
A 7€ elkilo,si10 <x <20
A 5<€elkilo,si20 <x

En que x representa el pes en kilos de la quantitat comprada.

a) Escriu lafuncié que representa el preu de l'article.
b) Estudia'n la continuitat.

10x si0<x<5

9% si5<x<10
7x  sil0<x<20
5x si20 < x

b) La funcio esta formada per funcions polinomiques; aixi doncs, sabem
que és continua en els intervals en els quals estan definides.

« f(5 =45
Existeix Iirr;f(x) si lim f(x) = lim f(x).
X=> X—57 x—5%
lim f(x) = 50
el — No existeix lim f(x).
lim f(x) = 45 X5
x—=5%

Per tant, la funcid no és continua en x = 5, té una discontinuitat

de salt finit.
- f(10)=70
Existeix lim f(x) si lim f(x) = lim f(x)
x=10 x=10" x—10*

lim f(x) =90

=107 — No existeix lim f(x).
lim f(x) =70 x—10
x—10*

Per tant, la funcié no és continua en x = 10, té una discontinuitat
de salt finit.

- f(20) =100

Existeix lim f(x) si lim f(x) = lim f(x).
x—20 x—20" x—20*

lim f(x) =140

*=20 — No existeix lim f(x).

lim f(x) =100 X—>20

x—20%
Per tant, la funcié no és continua en x = 20, té una discontinuitat
de salt finit.
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. o . x> —5x+2 . . . o
6 | Estudia la continuitat de la funcié f(x) = —————— i classifica les discontinuitats
x2 —5x+6

que hi trobis. Es possible tornar a definir la funcié per evitar alguna discontinuitat?

X=2

x2—5x+6:0—>l
x=3

- No existeix f(2).
x> —5x 42 0
S %

lim —
=2 X" —5x4+6 0

X —=5x+2 (X=X +2x =) x4 2x =1

lim = lim = lim =7
=2 x7 —5x4+6 22 (x—=2)(x—3) =2 x—3

— Existeix Iimzf(x).

Asf, x = 2 és un punt de discontinuitat evitable.

« No existeix f(3).

x> =5x+2 14
m-——F—— = — =
x93 x2 —5x 46 0

[im f(x) = —o0

sl — No existeix lim f(x).
lim f(x) = +o0 X3
x—=3%

Per tant, x = 3 és un punt de discontinuitat de salt infinit.
Aixi doncs, la funcié és continua en R — {2, 3}.

Com que la primera discontinuitat és evitable, podem definir la funcié
de la manera seglent perqué sigui continua en x = 2:

X —=5x4+2
Six =2
f(x)=1x> —=5x+
7 Six =2
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Derivada d'una funcio

Accidental

El signe d’igual [va dir en Magnus a ’Ambre] el va inventar Leibniz.
Pero, com saps que és veritat?, va dir "Ambre.

Bé, va dir en Magnus. Suposem que ho vaig llegir en un llibre, perque
no recordo exactament ni quan ni com ho vaig aprendre, pero supo-
sem que ho vaig llegir en un llibre, la qual cosa ho fa presumiblement
cert.

Per que ho fa cert el fet d’estar en un llibre?, va dir 'Ambre.

Perque si estava en un llibre era presumiblement un llibre de text, va
dir en Magnus. I els llibres de text acostumen a estar escrits per perso-
nes que han estudiat el tema durant molt de temps i amb prou profun-
ditat per ensenyar-lo a gent que en sap molt menys. I a més, els llibres
son editats per uns editors que comproven els fets abans de publicar-
los. T suposant que no ho hagués apres en un llibre, siné que mho
ensenyés un professor, s’hi podria aplicar el mateix criteri.

Pero, vols dir que els professors son editats per editors que comproven
els fets abans que els ensenyin? [...]

Ja saps a que em refereixo, va dir. Au vinga. Deixa'm tranquil.

Només estic dient que que passaria si no fos Leibniz, va dir 'Ambre.
Només estic dient aixo: i si va ser un altre?

Pero va ser Leibniz, va dir en Magnus.

Pero, i si no va ser ell?, va dir '’Ambre. Perd va ser ell, va dir en Mag-
nus. [...]

No estic enamorada de tu, va dir-li 'Ambre. Aixi que no te n’oblidis.
Senzillament, els homes de la teva edat son apropiats per naturalesa
per a les dones de la meva edat: es tracta d’elevar-nos a la potencia
maxima. Tu ets l'exponent variable.

Ho havia sentit bé? Sho havia inventat ell, en sentir potencia, aixo de
I'exponent variable? Era una broma tipica de ’Ambre? Navegant per
Internet en un dels ordinadors nous de casa, un dels molts dies d’ex-
pulsio, i preguntant a en Jeeves, en Ask.com, el primer que li passava
pel cap, com qui va matar en Kennedy, on era Osama Bin Laden i com
va morir Plato, [...] i quan va inventar Leibniz el signe d’igual, en
Magnus va descobrir que, després de tot, no havia estat Leibniz, sino
possiblement un gal-les anomenat Robert Recorde qui I'havia inventat
cap al 1550. L'unica dada relativa a Robert Recorde que apareixia a la
pagina era que havia mort a la preso per deutes.

ALl SMITH



SOLUCIONARI

Accidental
Ali Smith

Un noi de disset anys, en Magnus, passa les vacances d'estiu amb la seva familia
en una ciutat de la costa anglesa. Té remordiments per haver col-laborat en un «joc»
que va fer que una companya de l'institut se suicidés.

Era felic, generosa, molt estimada. Els seus amics se I'estimaven. Torna a posar el cap

sota l'edredo. Era intel ligent. Pertanyia a 'Associacié de Gemmologia. A I'Associaci6

de Gemmologia polien pedres i en feien coses, com ara joies o botons de puny.

Segur que guardava les coses que feia al tocador de la seva habitacio. [...] Ella no sabia
qui era ell. Ni ell mateix no ho sabia tampoc. Té sort, ella. De ser morta. No pot sentir res.
Ell tampoc sent res. Perd no és mort. Després la noticia va correr per tot l'institut.

Una noia de Deans s’havia suicidat a la cambra de bany de casa seva. Sa mare o son germa
I'havien trobat. Va sentir el rumor a classe de matematiques. En Charlie vol ampliar

la part del darrere de casa seva i vol construir una extensio de 18 metres quadrats de sol.
Vol fer servir com menys totxos millor, de manera que necessita saber quin és el perimetre
més petit que pot utilitzar. Dona l'expressio de l'area en termes de x, y. El calcul

és la matematica dels limits, en especial pel que fa referencia als tipus de canvi. Gairebé

hi va haver una guerra per qui el va descobrir, si Leibniz o Newton. Leibniz va inventar

el signe =. Les matematiques = trobar allo simple en allo complex, allo finit en allo infinit.
S'asseu a la moqueta, s'agafa els peus. [...] No hi haura universitat. Ja no és probable

que hi vagi. La universitat li fa riure. El calcul li fa riure. Tot plegat és una broma.

Durant aquell estiu també coneix una dona jove, 'Ambre, amb la qual viu una aventura
que tindra consequencies greus. Al paragraf seleccionat es descriu una de les trobades
amb ella.

Hi ha més referéncies a les matematiques a la novel-la, pero aquests dos paragrafs
ja permeten plantejar algunes glestions relacionades amb el calcul infinitesimal
i el seu origen.

La funcio f(x) = e* és una funcié amb exponent variable.

e —1 fla+ x) —f(a)

Sisaps que lim =1, calcula lim ——————.
x—0 xX—

X X

a—+x a a X
Iimf(aJrX)if(a):lime —¢ :”me(e 71):e“~1:e“
x—=0 X x—=0 X x—0 X
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Derivada d'una funcié

ABANS DE COMENCAR... RECORDA

001 | Estudia la continuitat d'aquestes funcions:

a) f(x) = —= 9 Al = In 3x
x? —1
b) gx)=+x*+7 d) i) =x3—2x+1
a) f(x)éscontinuaenR —{—1, 1} ¢) h(x) és continua en (0, ).
b) g(x)éscontinuaenR. d) i(x) és continua en R.

002 | Donades les funcions f(x) = 3x* + xig(x) = —x + 5, calcula el valor de les funcions
compostes que s'indiquen.

a) (gof)2) Q) (gofx) e) (fof)(x) g) (fof)(1)
b) (fog)(—3) d) (fog)x) f) (gog)x) h) (gog)(1)

)

Q

( X
b) (fog)(—3) = f(g(—3)) = f(8) = 200
A (gof)(x)=g(f(x) = g3x* + x) = —(3x> + x) + 5= —3x> = x + 5
d) (fog)x)=f(g(x) = f(=x +5) = 3(—x + 5 + (—x + 5) = 3x* = 31x + 80
e) (Fof)(x)="Ff(f(x)=1(B3x>+ x)=303x+x)+Bx* + x)=12x> + 4x
f) (gog)x) = g(g(x)) = g(—=x +5) = —(—x +5)+ 5= x
9) (Fof)(1)=f(f(1) =f(4) =52
h) (go g)(N) = g(g() = g(4) =1
ACTIVITATS

001 | Troba la taxa de variacié mitjana d’aquestes funcions: f(x) = x>+ 1  gx)=x*+7
en elsintervals [0, 1]i [—2, —1].

a) TVM([OJ]):M:ﬁ:]

TVM ((=2, =) = ~— = -3

b) Tvm (0, 1) = L9 _ —

TWM (=2, 1) = 2= - =7

002 | L'espai, en metres, que recorre un mobil en funcié del temps, en segons, esta

. . 1 , . -,
determinat per la férmula e = ;tz + t. Troba'n la velocitat mitjana en [1, 5].

LTS ,
Tw @, 5)) = £V =€ _ 3 3 123
51 4 4




SOLUCIONARI

Calcula la derivada d'aquestes funcions en x = 2

003
a) fl)=7x+1 b) FX) = —
X
2) f(2):|1mf(2+h) f(2)_| 72+ h)+1-15 —lim 7h _7
h—0 h h—0 h h—0 h
11
— 2+h? 4 - 2
o) () = im I 2EMN=f@) _ . C+h A @t n)
h—0 h—0 h h—0 4h(2 + h)z
—4h—h? _—4—h 1
= lim =lim -
=0 4h(2 + hY 10 42 + h)? 4
004 | Troba la derivada de les funcions en els puntsx = 1ix=2
a) flx)=x* b) f(x)=x
_ 3 _ 2 3
a) () = lim fa+h) —f) —im (1+ h) _i 3h+3m+h
h—0 h h—0 h h—0 h
zlhiﬂg(3+3h+h2):3
_ 3 _ 2 3
£2) = lim f2+ h)—1(2) —im (2+h) —im 12h+6h° +h _
h—0 h h—0 h h—0 h
:lhmg(12+6h+h2):12
o) )= i f0ED =0 b =1 (i )b )
h—0 h h—0 h h—0 h( 1+h + )

T+h—1
= |lim = lim —
h—0 h( /H_ +]) h—0 /H_ h+1 2
#2)  lim f(2+h>—f<> A2+ ,5:
h—>0

(\/2+ ~2) 2+ +f) i 2+h=2
- h2+h +2) T2+ h +42)
1 1 2

= lim =
2t h 442 22

Calcula les derivades laterals de la funcio f(x) en el punt d'abscissa x = 2

005
F(x) = 2x+1 six <2
X+3 six>2
o) - fm fQEN @) @Em+3=5 | h
h—0* h h—0* h h—0* h
o) = i FREN (@ 2@ 4I=5 ok
h—0~ h h—0~ h h=0" h

Les derivades laterals no son iguals — f(x) no és derivable en x = 2
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Derivada d'una funcié

006 | Troba les derivades laterals de les funcions segiients en el punt d'abscissa x = 0.
1

a) fx)=x3 b) f(x)=4x
1
— 3
2 (07 = lim 20T =IO ey D7y T
h—0* h h—0*  h h—0t £
3
1
f(07) = lim w — lim 73 — lim L = —o
h—0" h h—0~ h h—0- 2
3

Les derivades laterals no sén iguals — f(x) no és derivable en x = 0.

4
o) £(0%) = fim JOEM=FO) _ Ih ] ~ foo
h—0t h h—0* h h—0* é/h_3

'(07) no existeix, perque h és un nombre negatiu i la funcié no esta definida
per a nombres negatius — f(x) no és derivable en x = 0.

007 | Estudia la continuitat i la derivabilitat d’aquesta funcié en el punt x = 2.

flx) = x2+1 s!x<2
x4 =1 six >2

lim(x +1) = lim(x? =1 =3 =f(2) = f(x) és continua en x = 2.

x—2* x—27
_ 2 _1_ 2

F2*) = lim f+h—-f2) _ im Q@+h"—1-3 i 4h+h* _

h—0* h h—0* h h—0* h

= lim@4+h =4

h—0*
F-) = lim JCHEN @)y QERFT=3 b

h—0" h h—0~ h h—0" h

Les derivades laterals existeixen, perd sén diferents; aixi doncs, f(x) no és derivable

enx=2.

008 | Determina silafunci6 f(x) = |x+ 2| és continua i derivable en els punts seguents.

a) x=0 b) x=-2 c x=3 d) x=-5
a) lim(x+2)= lim(x+2) =2 = f(0) = f(x) és continua en x = 0.
x—0F x—0"
f(07) = lim flO+ M —1O) = lim O+M+2-2 = Iimﬁ:1
h—0* h h—o* h h—0* h
flo7) = lim JOFN=FO O WF2=2 b
h—0~ h h—0~ h h—0" h

Les derivades laterals existeixen i sén iguals; aixi doncs, f(x) és derivable en x = 0.

b) lim (x+2)= lim (=x —2) =0 = f(—2) = f(x) és continua en x = —2.

x—-2% x—-2"

f(=2+h)—1f(=2) (=2+h)+2 __h
= |im =

f(—=27) = lim = lim im —=1
h—0" h h—0" h h—0" h

oy i [C2EM—FD) 2 m=2 L h
h—0~ h h—0~ h h—0" h

Les derivades laterals existeixen, perd no sén iguals; aixi doncs, f(x)
no és derivable en x = —2.



SOLUCIONARI

o limx+2) = Ilim(x+2)=5="f(3) —f(x)éscontinuaenx=3.

x—3* x—3"

f(3*) = lim fB+M=F _ o BEN+225 g
h—0* h h—0* h h—0" h

F3) = lim LBEN=AO) _yy BHRH225 b
h—0~ h h—0~ h h—0" h

Les derivades laterals existeixen i sén iguals; aixi doncs, f(x) és derivable en x = 3.

d) lim (=x —=2)= lim (=x —2) = 3 = f(=5) = f(x) és continua en x = —5.
x——5% X——5"
F(=5%) = lim f(=5+ h) — f(=5) — lim —(=54+h)—2-3 — qim — =
h—0% h h—0t h—0"  h
Flo5) = lim W2 WMD) _ ey A5 W =223 _ y =h
h—0~ h h—0~ h h—0" h

Les derivades laterals existeixen i son iguals; aixi doncs, f(x) és derivable en x= —5.

009 | Troba la funcié derivada de f(x) = 3x* + 1 aplicant la definicio.
A partir del resultat, calcula la derivada de f(x) en aquests punts:

a) x=1 b) XxX=2
) Cfx+h —f(x) . 3x+h?+1-0Cx*=1) . 6hx+3h’
f'(x) = lim = |lim = |lim =
h—0 h h—0 h h—0 h

= lim(6x + 3h) = 6x
h—0

a) f(h=6
b) f(2)=12

010 | Fes servir la definicié per calcular la funcié derivada
de la funcio f(x) = x* + x% Després, calcula les derivades successives.

Existeixen totes fins a la derivada n-ésima?

f(x + h) —f(x) (x+h? +x+h?—(x>+x7%)

f'(x) = lim = lim =
h—0 h h—0 h
—im 3hx? +3h’x + h* + 2hx + >
h—0 h

= Ihirrg(3><2 +3hx + h? +2x + h) = 3x? + 2x

3(x + h)? + 2(x + h) — (3x* 4+ 2x)

f(x +h)—f(x)
= lim

f"(x) =1i = | =

h—0 h h—0 h

2
i XA AN 6 3h 4 2) = 6x 42

h—0 h—0
" (x4 h)—f"(x) . 6(x+h)+2—(6x+2) . 6h
f"(x) = lim = lim =lim— =26

h—0 h h—0 h h—0 h
() = lim XA = 100 66

h—0 h h—0 h

A partir de la derivada quarta totes les funcions derivades sén iguals a 0.
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Derivada d'una funcié

011 | Calcula la derivada d'aquestes funcions i comprova que es compleix que el resultat
és igual a la suma de les derivades de les funcions que les formen:

a) f(x)=x—x? b) f(x)=x3+2x
, fx+h)—1f(x) . (x+h—(x+h—(x—x)
a) f'(x)=Ilim = lim =
h—0 h h—0 h
_ _Rh2
—lim A2 ok — ) = 1— 2x
h—0 h h—0
_ 2 __ 2 2
fi(x) = lim x+h)—x —lim x4 h)y —x :Iimﬁ—limM:
h—0 h—0 h h—0 h h—0 h
=1—1limQ2x + h) =1—2x
h—0
3 (3
b) Flx) = lim fx+h—fx) _ lim (x+h° +2x+h) =0 +2x)
h—0 h h—0 h
2 2 3
fim XX 20 3y | ap 4 2) = 30 42
h—0 h h—0
3 3 _
f'(x) = lim (x+h —x + lim 2x + h) - 2x =
h—0 h—0 h
2 2 3
—lim I 2P G 4 3k A 42 = 3% 42
h—0 h h—0 h h—0

012 | Troba les derivades de f(x) = 6x%i g(x) = —x. Quina és la derivada del seu producte?

IdeM?
g(x)
2 2 ,
f(x) = lim PO+ P =) _ o B+ h)f —6x" . 12hx 4 6h°
h—0 h h—0 h h—s0
= lim(12x + 6h) = 12x
h—0
g'(x) = lim gx+h—=gx) xR =x) o —h
h—0 h h—0 h h—0 h
[f(x) Q(X)]' = f'(x) g(X) + f(x) - g’(x) = 12x(—x) + 6X2(7W) — _18x°
f(x) ,7 fi(x)-glx)—f(x)- g'(x) _ 12x(—x) — 6x2(=1) .
glx) [gUOF (—x)?

013 | Fes servir les definicions de composicié de funcions i de derivada per comprovar
que es compleix la regla de la cadena.

(gof)x+h)—(gof)x) gf(x + h)) — g(f(x)

[(go (X)) = lim =i —
h—0 h h—0 h
—im gif(x + h) — g(f(x)  Fx+h) —f(x) | _
h=0l  f(x + h) —f(x) h




SOLUCIONARI

014 | Troba la derivada de la funcio k(x) =+/2x + 5 per mitja de la definicio de derivada,
i comprova que el resultat és el matelx que si apliques la regla de la cadena.

K0 — i KEEM =k o 45 —Jaxds

h—0 h h—0 h

. (Vat+m+5 —Vax+5) 2+ m+5 +2x+5) _

h=0 WV2x+h+5 +2x+5)
—lim 2x4+2h+5—-2x—5 — lim 2 _
=0 h(J2ax+ h)+ 5 +2x+5) h”°J2x+h +5 +J2x+5
2 1

245 Jax+s

SHF0) = 26 45— F) = lim XM =F) X+ +5-0@x+5)
h—0 h h—0 h
—I|m&*2
haoh

Sig(x \/——>Q 7|lmg(x+h)—g() hO X+ _\/7

(W—\F)(\/ﬁjtf)
- hx+h +x)

X+h—x 1 1

”;Dh(\/x+ ) va+h+ﬁ:2&

Com que k(x) = (g o f)(x), si apliquem la regla de la cadena:

K(x) = 1 )= !

2W2x+5 J2x+5

015 | Calcula la derivada d'aquesta funcié i indica els passos que segueixes per trobar-la:
f(x) = 5x* + 3x2
Apliquem la derivada de les funcions potencials:
(x*)' = 4x° (x?) = 2x
Si tenim en compte les operacions amb derivades:
fi(xX) =5-4x>+3-2x = 20x° + 6x

016 | Troba la derivada de la funcié seglent:

f(x) =

X

5)2 15 10

xz]f 1.X° —(x —205x*  4(x—27° x°—5x°+10x*
X X

fi(x) = 4[
(x
(x —2)*(—=16x + 40)

XZW
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Derivada d'una funcié

017 | Troba la derivada de les funcions seglients:

a) f(x)=5Inx+e* b) f(x) =log; (—6x*Inx)
a) Fl)=5-—te%.4
X
—12>(|r1>(—i-(—6x2)i N
b) F(x) = X _ X
—6x*InxIn 3 xInxIn 3

018 | Determina la derivada d'aquestes funcions:

a) f(x)=e"log,x® b) f(x)=In(3x*—x)~’
4
a) f(x) =e*log, x> + e* L e*log, x* +e* - >
x°In 4 xIn 4
b) Flx) = 73x" —x)"°(6x —=1) _ 7(6x —1)
(3x? —x)”’ 3x2 —x

019 | Determina de quin tipus son les funcions segtlients i troba la derivada de cadascuna:

a) f(x) = cos (sin 2x) Q) f(x)=arctgx>+2
b) f(x) =sin(In 2x) d) f(x)=tg (x*+ 3x)
a) f'(x) = —sin(sin 2x) - cos 2x - 2

b) f'(x) = cos(In2x) - 2 = Cos(in2x)

2x X
1 _1
—(x>4+2) 23x2 3
Q9 Flx) =2 - X

1+(\/x3+2)2 203 + 24 X + 2

d) F(x) = (14+tg? (x* +3x)(4x° +3)

020 | Calcula la derivada d'aquestes funcions:

a) flx) = cosv/ x> + x o fix)=tg 1+X
—x
b) f(x)=sinx*+ 3cos®x d) f(x):arctg\/;
1 : /2
a) f’(x):fsin(\/x2+x)i(x2+x) 2(2X+]):7(2x+1)sm( X +X)
2 20 X2+ x
b) f(x) = cosx? - 2x 4+ 6Cos x(—sin x) = 2xcos x> — 6N x Cos X
Q) f’(x):[1+tg2 ]+X]]“_X)_(]+X>(_]) :[1+tg2 HX] 2
—X (1—x)? T—x ) (1—x)?




SOLUCIONARI

021 | Calcula la taxa de variacié mitjana de la funcié f(x) = 1 en els intervals [2, 3]
i[2, 5] X
A partir d'ella, determina’n la derivada en el punt x = 2.

W= =@ 3 2 1
32 1 6
11
wisy=C=f@_5 2 1
5 3 10
7
F) = lim2F 2 _p2=2=h e o1
b 022+ h) M2+ h) 4

022 | Troba les taxes de variacié mitjana de la superficie d'un cercle quan el radi passa
de mesurar Tcma 3 cmide 3 cma5cm. Es manté constant si la variacié del radi

és la mateixa?

La funcié que mesura la superficie de d’un cercle segons la longitud del seu radi, x,
és:f(x) = mx?
f(3) — f(1) Im— =

TVM ([1,3) = = = 4%
3-1 2
TVM (3, 5]) = f(5) —£(3) _ 257 — 9w —8n
5-3 2
Tot la variacio del radi és la mateixa, la variacié de la superficie no roman
constant.

023 | Galileu va demostrar que, quan un objecte cau lliurement, és a dir, prescindint
de la resistencia de l'aire, I'altura recorreguda, en metres, i el temps transcorregut,

. .. . 1 .
en segons, es relacionen mitjangant la formula h = —gt?, o, aproximadament,
2

h=5¢
a) Calcula les taxes de variacié mitjana entre 1i7 segons i entre 1
i 5 segons.

b) Troba la derivada d’aquesta funcié en x = 1.

f(7)—f(1) _245-5

a) Twm (7)) = 40
7-1 6
51 4
— 2 _ 2
0) (= i JOER =FO S04 hY =5 L oh sk
h—0 h h—0 h h—0 h
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024 | A partir de la definicid, calcula la derivada de les funcions segiients

enelpuntx=—1.
a) f(x)=3x b) g(x) =x Q ix)=x d) j(x) = |x|
a) F(=1) = lim f(=1+h)—F(=1) —im 3(—=1+h)+3 —lim 3h _3
h—0 h h—0 h h—0 h
_ _ _ 2 _ _ 2
b) g'(f1)=|im g( +h) 9( ) :“m( 14 h) 1 — lim 2h+nh _
h—0 h h—0 h h—0 h
=lim(-2+4+h)=-2
h—0
— — _ 3 _ 2 3
9 /’(71):|ml( T+h—it=) AT 3h =3 A
h—0 h h—0 h—0 h

=Im(3—3h+h’) =3
h—0

A ) = lim LT ZIED

h—0 h h—0 h - h—0 h

025 | A partir de la definicid, troba la derivada de les funcions segiients
enel puntx=0.

a) f(x)=ax+b c) i(x)=sinx
b) g(x) = ax? d) h(x)=cosx
3 F(0) = lim f(0 + h) —£(0) —im ah+b->b —a
h—0 h h—0
b) g'(0) = lim g0 +h) = 9(0) = lim ah = lim(ah) =0
h—0 h—0 h h—0
9 0 =i sin(0 + h) — sin(0) —lim sin(h) 1
h—0 h—0 h
&) J0) = lim cos(0 + h) — cos(0) —im cos(h) —1 _0
h—0 h h—0 h

026 | A partir de la definicid, calcula les derivades laterals d'aquestes funcions
enx=2.

a) flx)=]2—x| b) g(x)= |x*— 4]

—2+x Six>2
f(x) = -
3) 1) {fo Six <2

FoH) = fim fREN D) 2+ 2+h
h—0+ h h—0* h

ooy — i FRAM=FD) 2= Qh) L —h
h—0" h h—0~ h h—0~ h

Les derivades laterals no sén iguals — f(x) no és derivable en x = 2.
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x> —4  six< =2
b) gx)=1—x>+4 si—2<x<2
X2 —4  six>?2

_ 2 _ 2
g2 = lim J2EN =) @Rr =4 A
h—0* h h—0* h h—0* h
=lim@+h =4
h—0%

_ _ 2 _ _h2
g2 ) = lim g2+ h)—g(2) _ i 24+ h’+4 —im 4h —h _
h—0~ h h—0~ h h—0~ h
= lim(—=4—h) = —4

h—0~

Les derivades laterals no sén iguals — g (x) no és derivable en x = 2.

027 | Mitjangant la definicid, troba les derivades laterals de la funcié segiient

enx=0.
flx) = 7 six=0
0 six=0
1_
f(0%) = lim f0+h) —f(0) = lim h =i L:+c>c
h—0* h h—0"  h h—0* h?
£(0+ h) — £(0 P 1
£y = lim HOEN =IOy by L
h—0~ h h—0~ h h—0~ hz
028 | Considera la funci6 f: R — R definida per:
2 .
f(x)z{x T3 sl
2—x* six>1
Calcula, si és possible, les derivades laterals de fen x = 1.
F) = fim f(+h)—f£(1) — lim 2—(0+hy—4 — lim h* —2h—3 -
h—0* h h—ot h h—0* h
_ 2 _ 2
F0) = lim (14 h) —f(1) ~ im (1+h"+3-4 ~ lim 2h+h _
h—0~ h h—0~ h h—0~ h
= lim@2+h) =2
h—0"

029 | Estudia sila funcié f(x) = Jx és continua i derivable en x = 0.

x—=0* x—0"
3
f(0) = I|mM = lim Ih —lim— = +oo = f(x) no és derivable
h—0 h h—0 h h—0 3/h2 enx=0.
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030 | Demostra que la funcio seglient és continua en el puntx =1,
perod que no hi és derivable.

flx) = —Xx +1 s!x§1
Inx six >1
a) Aquest fet contradiu algun dels teoremes o propietats estudiats en la unitat?
b) Posa un exemple d'una funcié que sigui derivable i discontinua en un punt.

lim(n x) = In( lim x) =InT=0= lim(—x +1) — f(x) és continuaen x =1
x=1" x=1" x—=1"
F7) = Tim (14 h) —f(1) — lim In(14 h) —In(1) _ In(1+ h) _

h—0* h h—0* h h—0* h

1
:m“m@+hﬁ}ﬂma:1
h—0"

) = fim JAED =AW AR FT o =h

h—0~ h h—0~ h h—0" h

Les derivades laterals no sén iguals; aixi doncs, f(x) no és derivable en x = 1.
a) No, perque la continuitat no implica derivabilitat.

b) No existeix, perqué si una funcié és discontinua en un punt no pot ser
derivable en aquest punt.

031 | Estudia la continuitat i la derivabilitat de la funcid segiient:
x+1

fX) =1 x —1
—2X six >2

six <2

« Six > 2:f(x) = —2x — Funcio polindmica; per tant, continua en (2, +).

1
¢ Six<2:f(x)= X+ — Funcié racional, continua en (—oo, 2), excepte en x = 1.
X —1
« Six=1:
1) = lim X = o
x=1" x —

— f(x) no és continua en x = 1; per tant,
) = fim X ‘s derivable en x = 1
) = lim 22— = 40 no és derivable en x = 1.

x=1F x —1
o Six=2
f2) = lim X1 =3
X227 x —1 — f(x) no és continua en x = 2; per tant, no és
f27) = lim(=2x) = —4 derivable en x = 2.
x—2%
) — six <2
F(x) =1 (x =1
—2 Six > 2

Aixi doncs, la funcié és continua i derivable en R — {1, 2}.
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Se considera la funcié f: R — R definida per:
—1 six <—4

flx) = x+2 si 4<x<2

— si2 <x
X

Estudia la continuitat i la derivabilitat de f(x).
« Six < —4:f(x) = —1— Funcié constant; per tant, continua en (—oo, —4).

« Si—4 < x <2:f(x) = x + 2 — Funcié polinomica; per tant, continua en (4, 2).

8 . .
Si x > 2: f(x) = — — Funcio racional; per tant, continua en (2, +o).

X
e Six=—4
f(=47) = Iim (=) = -1
N Ko — f(x) no és continua en x = —4; per tant,
fl=a")= lim (x+2)==2|  no¢sderivable en x = —4.
« Six=2:

f7)=lim(x+2) =4
X—2"

8 — limf(x) = lim f(x) =4 =f(2)
f2*) = lim = =4 = o
X2t X — f(x) és continua en x = 2.

Aixi, la funcié és continua en R — {—4}.

0 Six < —4
f(x)= |1 Si—4<x<?2
—i Six >2
XZ
f(27)=1 deri - )
Oty — — — Les derivades laterals no sén iguals; per tant,
- f(x) no és derivable en x = 2.

Aixi doncs, la funcié és derivable en R — {—4, 2}.

Considera la funcié seglent:

x? six <0
fx)=q1a+bx si0o<x<1
3 six >1

a) Determina ai b perqué sigui continua en R.
b) Per a aquests valors, estudia la derivabilitat de f(x).

a) « Six <0:f(x) = x* = Funci6 polinomica; per tant, continua en (—eo, 0).
« Si0 < x <1 f(x) = a+ bx — Funcié polinomica; per tant, continua en (0, 1).
« Six > 1. f(x) = 3 = Funcié constant; per tant, continua en (1, +o).

La funcié és continua en R si ho és en els punts en els quals canvia
I'expressio algebraica.
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« Perque la funcio sigui continua en x = 0, els limits laterals han de ser iguals
i han de coincidir amb f(0) = O:
fO7)= limx*=0
=0 - f(07)=f(0")=f(0)—>a=0
f0T)= lim(a+bx)=a
x—0*
« Sia =0, perqué la funcié sigui continua en x = 1, els limits laterals han de ser
iguals i han de coincidiramb (1) = b:
f(7) = lim(bx) =b
! S f0)=f1")=f—>b=3

f0F)=lim3=3
x—T"
2x six <0
flx)y=43 si0o<x<1
0 six>1
;(O;) = O} — Les derivades laterals no sén iguals; aixi doncs,
(07)=3 f(x) no és derivable en x = 0.

Fae) i 3} — Les derivades laterals no sén iguals; aixi doncs,
- f(x) no és derivable en x = 1.

Per tant, la funcié és derivable en R — {0, 1.

034 | Siguifla funcié definida per:

x2—2x six>3
fx) = o=
2x4+a six<3

a) Troba el valor de a perqué fsigui continua.

b) Comprova si és derivable en x = 3.

a)

- Six > 3:f(x) = x> — 2x = Funcié polinomica; per tant, continua en (3, +o0).
« Six < 3:f(x) = 2x 4+ a — Funcioé polindmica; per tant, continua en (—oo, 3).
« Perque la funcio sigui continua en x = 3, els limits laterals han de ser iguals

i han de coincidiramb (3) = 3:

fG)=limQ2x+a)=6+a
o 7[37:f3+ =13 6 =3 - _3
f(37) = lim (x> —2x) =3 —->f3)=f3")=fB)—>6+a Sa

x—3*
La funcié només pot ser derivable si és continua, per aixo considerem:
) )
— >
f(x) = X°—2x S!X73
2x—3  six<3

f(3+ h)—f(3) (3+h)2—2(3+h)—3:

f'(3%) = lim = lim
h—0* h =0+ h
2 — — —
:”m9+6h+h 6 —2h 3:|im(4+h):4
h—0* h h—0*
F3) = lim JOTN=IC) _ oy 234 W =323 _ oy 2h
h—0~ h h—0" h h—0" h

Les derivades laterals existeixen, perd no sén iguals; aixi doncs, f(x) no és
derivable en x = 3.
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035 | Considera la funcié definida per:

e six <0
flx) = o
2x+1 six >0

on a és un nombre real.
a) Calcula lim f(x) i comprova que f(x) és continua en x = 0.
x—0

b) Per a quin valor del parametre a la funcio f(x) és derivable en x = 0?

|im+(2x +17)=1
a) ° > limf(x) =1
lim e™ =1 x=0
x—0"
f(0) = e??

=1
IirTgf(x) = f(0) — f(x) és continua en x = 0.

6) Fl) = {ae“* six <0

2 six >0
Perqué la funcié sigui derivable en x = 0, les derivades laterals
han de seriguals:
f(0T)=a

f’(O*):Z}%a_z

ax’+1 six<2

036 | Donada la funcio: fix) =17, .
e 42 six>2

a) Calcula a perqué fsigui continua en x = 2.
b) Per al valor obtingut, f és derivable en x = 2?

a) Perque la funcié sigui continua en x = 2, els limits laterals han de seriguals i
han de coincidiramb f(2) = 3:

f27)=lim(ax> + 1) =4a+1
X—2"
feH) = lim@E*>*+2)=3

x—2%

1, 4 4
— 1 2 2
b) Fx) = 2x +1 six< ) = X Six <

2—x H
. —e Six > 2
X 42 six>2

— Les derivades laterals no sén iguals; aixi doncs,
f(x) no és derivable en x = 2.

037 | Considera la funcié:
—4x =3 six<-l
2x2 =1 si—1<x <1
k+2

X

si x >1

Calcula el valor que ha de tenir el parametre k perque la funcié sigui continua en R
i estudia’n la derivabilitat per al valor de obtingut.

S =f2") = f2) > da+1=3 > a=—
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038

« Six < —1:f(x) = —4x — 3 — Funcio polindomica; per tant, continua en (—oo, —1).

¢ Si—1<x<1:f(x) = 2x* —1— Funcié polinomica; per tant, continua
en(—1,1).
k+2

X
continua en (1, +00).

o Six>1:f(x)=

— Funcié racional continua en x = 0; per tant,

« Perqueé la funcié sigui continua en x = —1, els limits laterals han de ser iguals
i han de coincidiramb f(—1) = 1:
f(=17)= Im (—4x —=3) =1
x=1 = lim f(x)= lim f(x)=1=f(=1)
f(=17) = lim 2x* =) =1 xo=17 xo=1*
il — f(x) és continuaen x = —1.

« Perqué la funcié sigui continua en x = 1, els limits laterals han de ser iguals
i han de coincidiramb (1) = k4 2:

fO0) = Iim@x> =10 =1

x—=17

S () =f0")=f) s k+2=1>k=—1
14y = lim £<F2 — k42
x=1% X
—4 six < —1
Sik=—1:f(x) = 4x Si—1<x <1
,L six > 1
XZ
f=1)=-4 deri | Is existeixen i s6n iqual
F_T+) — —4 — Les derivades laterals existeixen i sén iguals
- — f(x) és continuaen x = —1.
;,(t) 4 } — Les derivades laterals no sén iguals
(") =-1 — f(x) no és derivable en x = 1.

Considera la funcié f: R — R definida per:

si x <0
X) = x* 41
ax+b sio<x<3
x—5 six>3
ambaibeR.
a) Calculaaib perqué la funcio sigui continua.
b) Peraaquests valors de ai b, calcula la derivada de f on existeixi.

a) « Six<O0:f(x)= — Funcio racional; per tant, continua en (—oo, Q).

x* 41
« Si0 < x < 3:f(x) = ax + b — Funcié polinomica; per tant,
continua en (0, 3).

« Six>3:f(x) = x — 5 — Funcié polinomica; per tant, continua en (3, +).
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« Perqueé la funcié sigui continua en x = 0, els limits laterals han de ser iguals
i han de coincidir amb f(0) = b:

F07) = lim —— =1
x=0" x? 4] - f07)=f0")=f0)—>b=1
f(0M) = |irp+(ax+b):b

« Considerem que b = 1; aleshores, perque la funcio sigui continua
en x = 3 els limits laterals han de ser iguals i han de coincidir
amb f(3)=3a+1:

f37 )= lim(ax +1)=3a+1
el —Sf(3)=f3)=f3)>3a+1=-2—>a=—]
f3*) = lim (x —=5) = =2

x—3%
_227)(12 six <0
b) Sia=—1ib=1,aleshores: f'(x) = (x4 )
—1 Si0<x <3
1 Six >3
;(0;) =0 } — Les derivades laterals no son iguals
07) = — f(x) no és derivable en x = 0.
;’(3;) = _]} — Les derivades laterals no sén iguals
(37) =1 — f(x) no és derivable en x = 3.

039 | Calcula els valors de a i b perque la funcié:

3x 42 si x <0
f(x)={x*+2acosx si0<x<w
ax’>+b si x>

sigui continua per a qualsevol valor de x.
Estudia la derivabilitat de f(x) per als valors de a i b obtinguts.
« Six <0:f(x) = 3x 4+ 2 — Funcié polindmica; per tant, continua en (—oo, 0).

. S0 < x <mf(x) = x> + 2acos x — Funcié polindmica i trigonométrica;
per tant, continua en (0, ).

Si x > m: f(x) = ax? + b = Funci6 polindbmica; per tant, continua en (, +c0).

Perqué la funcié sigui continua en x = 0, els limits laterals han de ser iguals
i han de coincidir amb f(0) = 2a:

f0) = limBx+2) =2
o - f0)=f0")=f0)>2a=2—>a=1
f(0%) = lim (x? 4 2acos x) = 2a
x—0*
Considerem que a = 1; aleshores, perqué la funcié sigui continua en x =
els limits laterals han de ser iguals i han de coincidir amb f(w) = =° + b

f(r™) = lim (x> 4+ 2cos x) = ®> =2

ot _le“f b=t b —f(r)=f(r")=f(x)
(@)= Im O +b) ==+ s —2=mtbob=-2
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3 six <0
Sia=1ib= -2, aleshores: f(x) =12x —2sinx si0<x <=
2x SiX >

Flom = 3} — Les derivades laterals no sén iguals; per tant,
= f(x) no és derivable en x = 0.

f(x")=2m ) o
. — Les derivades laterals existeixen i sén iguals; per tant,
Fm") =2%]  f(x) és derivable en x = .

x* six <1
2x six >1

040 | Decideix si la funcié f(x) = { és derivableenx = 1.

Perqué una funcié sigui derivable en un punt ha de ser continua, i perque sigui
continua els limits laterals han de seriguals i han de coincidir amb el valor
de la funcié en el mateix punt; en aquest cas, amb f(1) = 1:

f7) = limx* =1

. e — f(x) no és continua en x = 1; per tant,
fm) = lim2x=2|" noésderivable enx = 1.

041 | Demostra que la funcié f(x) = | x |* és derivable en x=0.

lim f(x) = lim f(x) = 0 = f(0) = f(x) és continua en x = 0.

x—0* x—=0"
_ 3
Flo+) = fim QN O _ AP e

h—0* h h—0*  h h—0*

3
£(07) = tim LOEMN=FO 1P ) ey = 0

h—0~ h h—0" h h—0~

Les derivades laterals existeixen i sén iguals; per tant, f(x) és derivable en x = 0.

042 | Raona siles funcions segiients sén derivables en els punts x = —2,x=0ix=1.

a) fo)=— b) g(x)=x|x+2|
X
a) + Six=-=2: Iim f(x) = lim f(x) = =1= f(=2) — f(x) és continuaen x = —2.
x——2* x——2"
|im+f(x) = 4o
- Six=0:""" — f(x) no és continua en x = 0; per tant,
X'L”QﬂX) =T® no és derivable en x = 0.

o Six="1limf(x) = limf(x) =2 =f(1) = f(x) és continuaen x = 1.

x—=1" x—1"
Estudiem la derivabilitat en els punts en els quals la funcié és continua:
, 2
fix)=——

XZ

o Six=-2:f(-2)= f% — f(x) és derivable en x = —2.

« Six=1:f(1) = =2 — f(x) és derivable en x = 1.
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x(x +2) six > —2

o) glx) = {—x(x +2) six<-=2

« Six==2lim g(x) = lim g(x) =0 = g(—2) — g(x) és continua en x = —2.
x—==2"

x—-2*
« Six=20: lim g(x) = lim g(x) =0 = g(0) — g(x) és continua en x = 0.
x—0% x—0"

« Six=1:lim g(x) = lim g(x) = 3 = g(1) = g(x) és continuaenx=1.

x—=1* x=17

Estudiem la derivabilitat en aquests punts:

oy |2x 42 six>=2
g(X)_{fzxfz Six < —2

« Six=-2 g’(—{) =2 } — Les derivades laterals no son iguals;
g(=2")=- per tant, g x) no és derivable en x = —2.

+ Six=0:9(0)=2-042 =2 —g(x) és derivable en x = 0.
« Six=1g(N=2-142=4 — g(x) ésderivableen x = 1.

2x —3
043 | Considera lafuncié: f(x) =1 x 41
x?4+2x—=3 six>0

si x <0
Estudia’n la derivabilitat en x = 0.

Una funcié només pot ser derivable si és continua.
lim f(x) = lim f(x) = =3 = f(0) — f(x) és continua en x = 0.
x—0" x—0"

six <0

(X)) =1 (x+1?
2Xx + 2 six>0

- 2} — Les derivades laterals no son iguals — f(x) no és derivable en x = 0.

I .
044 | Sigui la funci6 f definida mitjancant: f(x) = Xt —x+1 S! .
In x si x >1

Estudia la derivabilitatde fenx=—1ix=1.

2x =1 six <1

fx)=11 4

— Six > 1

X

« Six< 1:f(x) = x> — x + 1 — Funci6 polindbmica; per tant, continua en (—oo, 1)

— Escontinuaenx= —1.
f'(=1) = =3 > f(x) és derivable en x = —1.

« Perqueé la funcid sigui derivable en x = 1 ha de ser continua en aquest punt, per
la qual cosa els Iimits laterals han de ser iguals i han de coincidiramb f(1) = 0:
fO)=lm x> =x+D=1

. ! — f(17) = f(1") - No és continuaen x = 1.

fa7) = lim Inx =0 — No és derivable en x = 1.

x—1*
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045 | Determina el valor de g, si existeix, per al qual la funcié segiient és derivable en x = 0.

{cosx six <0

flx) =
) x*4+a six>0

Perqué la funcié sigui derivable, en primer lloc, ha de ser continua.

La funcié és continua en x = 0 si els limits laterals sén iguals i si coincideixen
amb f(0) =cos 0= 1:

f(07) = limcos x =1
x—=0" - _ o B
F0%) = Tim (x4 a) = o] [0 =10 =F0) > a=1
x—0"

; . - f(x) = .
X“+1 six>0 2x six >0

f(0)=0
f(0*) =0

cosx  six<O0 —sinx six<0
f(x) =

— Les derivades laterals existeixen i son iguals; aixi doncs,
f(x) és derivableenx=0sia=1.

046 | Considera la funcié definida per:
flx) = sin x s!xgo
ax+b six>0

Troba els valors que han de tenir a i b perqué sigui derivable en x = 0.

Perqué la funcié sigui derivable en x = 0 ha de ser continua en aquest punt,
per la qual cosa els limits laterals han de seriguals i han de coincidir amb f(0) = O:
f(07) = limsinx =0
o = f(0)=Ff0")=f(0) > b=0
f(0T)= lim(ax+b)=0b
x—0*

Una vegada que comprovem que és continua en x = 0, perqueé la funcio sigui
derivable en aquest punt les derivades laterals han d'existir i han de ser iguals:

f,(X):icosx six<0 ”0)21}—)0:1
a six >0 f(0")=a

)3 2 G
047 | Considera la funcié seglent: f(x) = Xt x S! x<1
ax —b six >1

Troba els valors de a i b perque sigui derivable en tots els punts.

Una funcié només pot ser derivable en tots els punts si és continua en aquests punts:
« Six <1 f(x) =—x>+ x? = Funcié polindbmica; per tant, continua en (—oo, 1).
« Six > 1 f(x) = ax* + b — Funci6 polindmica; per tant, continua en (1, +oco).
« Perque la funcio sigui continua en x = 1, els limits laterals han de ser iguals
i han de coincidiramb (1) = a — b:
fF07) = lim(=x*+x*)=0
- S ) =f0")=f)s>a-b=0-a=b
fOT) = lim(ax —b)=a—b
x—=1%
La funcié és derivable en x = 1 si les derivades laterals existeixen i sén iguals:

2 H M) = —
Flx) = —3x2 4 2x S!X<1 (7)) = -1 g 1 b
a Six > 1 M)y =a
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048 | Determina els valors de a i b perqué la funcié sigui derivable en tots els punts.
bx? + ax six <—1
— si —1<x <1

X2 +ax+1
X+1

six >1

) a o . .
Si—1< x <1 f(x) = — — Funcié racional, no continua en x = 0; aixi doncs,
X noésderivable en x = 0.
Per tant, no hi ha valors de a i b per als quals la funcié sigui derivable en tots
els punts.

049 | Troba els valors que han de tenir a i b perque la funcié segiient sigui derivable
enx=0.
flx) = Ins(e + sin x) s! x <0
xX*4+ax+b six>0

Perqué la funcié sigui derivable en x = 0 ha de ser continua en aquest punt,

per la qual cosa els limits laterals han de ser iguals i han de coincidir amb f(0) = b:

f(07) = limIn (e 4 sinx) =1
" = f(07) =F07) =f(0) > b=1
f0Y) = Im(x*+ax+b)=b
x—0%
Perqué la funcid sigui derivable en x = 0, les derivades laterals han d'existir
i han de ser iguals:
_cosx
fx)=1e+sinx
3 +a  six>0

six <0

er—>4d=—
f(0*)=a

050 | Considera la funcié definida per:

54 sin x si x <0
f(x)= ) .
—x*+ax+b six>0

Determina els valors que han de tenir a i b perqué sigui derivable en x = 0.

Perque la funcio sigui derivable en x = 0 ha de ser continua en aquest punt,

per la qual cosa els limits laterals han de ser iguals i han de coincidir amb f(0) = 5:

fO7)= lim(5+sinx)=5

=0 — f(0)=f(0")=f0—>b=5
f0T)= lim(—=x*+ax+b)=0b

x—=0%

Perqueé la funcié sigui derivable en x = 0, les derivades laterals han d'existir
i han de seriguals:

) Cos X six <0 f(07)=1
f'(x) = ) —a=1
—2x4+a six>0 f(0")=a
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051 | Demostra que la funcio seglient és derivable per a tots els valors de x.

A
x?sin— sixz0
f(X) = X
0 six=0
La funcié és derivable per a tots els valors de x només si és continua en aquests
valors.

Estudiem la continuitat en x = 0:

sini funcid acotada — f(0) = Iimox2 sini = 0 — f(x) és continua.
X x> X
f'(x) = 2>(sini — cosi six =0
X X
;o
h?sin— —0 1

f'(0) = Hmih = limhsin— = 0 — f(x) és derivable.

h—0 h h—0 h

052 | Calcula raonadament els valors de m i n perque la funcié sigui derivable en x = 4.

Flx) = N25 —x2 si—-5<x<4

x>+ mx+n six>4

Perqué la funcié sigui derivable en x = 4 ha de ser continua en aquest punt,
per la qual cosa els limits laterals han de ser iguals i han de coincidir
amb f(4) =16+ 4m + n:

f(47) = limv25—x* =3

) Xﬁ“’ , —f(47)=f(4%)=1(4)
f(4):XILr£1+(X +mx+n=16+m-+n 164 man=3

Perqué la funcié sigui derivable en x = 4, les derivades laterals han d'existir
i han de seriguals:

—X

— s 5<x<4
Fx) =125 - x?
2x+m six >4
4
f(47)=—— 4 28
3 -8+ mMm=——-->m=——
F(4%) =8+ m ’ 3

Aixidoncs:16f?+n=3—>%+n:3_>n:,%

053 | Sigui fla funcio definida per:

2 .
f(x):{ax +1 six <1

x> +bx+3 six >1

Determina els valors que han de tenir a i b perqué f sigui derivable.
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Una funcié només pot ser derivable si és continua.
« Six< 1:f(x) = ax* +1— Funcié polindmica; per tant, continua en (—oo, 1).

« Six>1:f(x) = x* + bx + 3 — Funcié polindmica; per tant, continua
en (1, 4o0).

« Perqué la funcié sigui continua en x = 1, els limits laterals han de ser iguals
i han de coincidiramb (1) =4 + b:

fO) = lim@?+N=a+1

d 7)) =f0")=1(1)
f(]*)zlir?+(x2+bx+3):4+b —»>a+1l=4+b—>a-b=3

(xX) = 2ax six <1
2Xx+b  six>1

La funcio és derivable en x = 1 si les derivades existeixen i son iguals:

ff(1-)=2a
20=24+b—>2a—-b=2
1"(1*)—24—19}ﬁ ¢ o=
a—-b=3 L la= —1
20—b=2 b=-4
054 | A partir de la definici, troba la funcié derivada de les funcions seglients:

a) f(x)=123 o flx)=x
b) f(x)=3x? d) f(x)=ax

a) fflx)=0 Q f(x)=3x?

b) f(x)=6x d) f(x)=a

055 | A partir de la definicid, calcula la funcié derivada d'aquestes funcions.

a) f(X):i c) f(x)=sinx
X
b) fx)=~/x d) f(x) = cosx

1 1

x+h_x_|. X—Xx—h 1

=1 = lim
h—0 h h=0 xh(x + h) x?

:“m\/x+h—ﬁ:“m(\/x+ Vo )xrh+4x) _
h—0 h h—s0 h( /X+h+\/;)

. X+h—x 1
= lim -

h-0 h(\/x+h +&) 2x

sin (x 4+ h) —sin x

.~ sinx-cos h+ cos x - sin h—sin x
= |lim = COS X

o f'(x)=lim

h—0 h h—0 h
h) — . h—sinx-sin h—
4 ) = lim cos (x + h) —cos x —lim COS X - COS Sin x - sin cosx _ dinx
h—0 h h—0 h
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056 | Troba la funcié derivada de la funcié f(x) = In [ ] i simplifica'n el resultat.

X+1

1 1 X+1—x 1

> f(x)=—-— = =
X x4+1 x(x+1) x4+ x

057 | Calcula les tres primeres derivades de les funcions segiients:

a) f(x)=2x d) i(x)=cosx
b) g(x)=x? e) j(x)=sinx
) hx)=x3 f) k(x)=tgx
a) fx)=2
f"(x)=0
f"(x)=0
b) g'(x)=2x
g"(x)=2
g9"(x) =
Q) h'(x)=3x’
h"(x) = 6x
h"(x)=6
d) i'(x) = —sinx
i"(x) = —cos x
i"(x) = sin x
e) Jj'(x)=cosx
j"(x) = —sinx
j"(x) = —cos x

f) K00 =1+19" x
k"(x) = 2tg x - (14 tg® x)
k"(x) = 201+ tg* x)* + 2tg x - 2tg x -(1+ tg® x) = (2 + 41g* x)(1+ tg® x)

058 | Troba els punts en els quals la funcié h(x) = In x és derivable i calcula'n les derivades
primera i segona.

La funcio és continua en el seu domini, és a dir, en (0, 4-o0).

h'(x) = i — h(x) és derivable en (0, +o0).
X
h(x) = 1

XZ
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059 | Troba els punts en els quals les funcions segiients sén derivables i calcula
les dues primeres derivades de cadascuna d'elles.

2 six <1 3x+4  six<—1
oy = 17 six< _ <
a) flx) in six >1 c) vix) —2x —1 six >-—1

b) g(x)=x+ |x—2]

a) f(x) esta definida per funcions polindmiques; aixi doncs, son continues
i derivables en R.
f(7) = lim x> =1

x=17

— f(17) = f(1") = f(x) no és continuaen x = 1;
f0) = lim2x =2

per tant, no és derivable en x = 1.

x=1t
Flx) = 2x s!x <1 F(x) = 2 s!x <1
2 six > 1 0 six>1

Aixi, f(x) és continua i derivable en R — {1}.

(x) = 2X—2 six>2
9= Six <2

g(x) esta definida per funcions polindbmiques; aixi doncs, sén continues
i derivables en R.
g2 )=1lm2=2
o —g(27) = g(2") = g(2) = g(x) és continuaen x = 2.
g2*) = lim(2x—2) =2 9

x—2%
glx) = 2 six>2
0 six<?2
912 =01 _, | o5 derivades laterals existei 5 s6n diferents;
0 =2 ivades laterals existeixen, pero son diferents;
92" = aixi doncs, g x) no és derivable en x = 2.

Per tant, g(x) és continua en R i derivable en R — {2}.

g'x)=0 six=2

c) v(x) esta definida per funcions polinomiques; aixi doncs, sén continues
i derivables en R.

v(=17)= Iim 3x+4)=1

x= - vQ2)=v(2Y) =v(2)
V(=11 = lim (=2x =1 =1 ) ’
X1+ — v(x) éscontinuaenx = —1.
, 3 six < —1
vix) = )
-2 six>—1

— Les derivades laterals existeixen, pero son diferents;
aixi doncs, v(x) no és derivable en x = —1.

v(=1")=3 }

V(=1 =—

Per tant, v(x) és continua en R i derivableen R — {—1}.

V'i(x) =0 six=—1
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060 | Determina la derivada n-ésima de cada una de les funcions seglients:

a) f)=x

b) g(x)=cos2x

) hx)=e™
(-
a) f(x)=—x 2
2
.‘ 73
f"(x) —X 2
4
5
f"(x) = ixi
8
() = —12x 2
16

Sin > 4, laderivada n-ésima és: f"(x) = (—1)""-

(2n=3)2n—=5)-...-

2n

b) g'(x) = —2sin 2x

”

g"(x) = —4cos 2x

g"(x) = 8sin 2x
g"(x) = 16cos 2x
Vi(x) = —32sin 2x

Aixi, podem calcular la derivada n-ésima segons les expressions:

Zkl 2k=1
"o '(x) = (=1)2%"sin 2x k=123
J { ) = (~)f2%cos 2x Do oNT AT
o h'(x)=—e"
h"(x)=e™*

La derivada n-&sima és: h™(x) = (—1)"e™*

061 | Troba la derivada n-eésima d'aquestes funcions:
1+ x

a) flx) = 1 b) g(x)=sin?x d h(x)=Inx
—Xx
a) f’(X)— (17X)7(W+X)<7‘|) _ 2
(1—x)? (1—x)?
Fx) = —2
(—x)
Frx) = — 2
(1—x)*
iy — 18
(—x)y
La derivada n-ésima és: f”(x) = (—=1)""- 2t
(1=
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b) g'(x) = 2sin x cos x = sin 2x

g"(x) = 2cos 2x
g"(x) = —4sin 2x
M(x) = —8cos 2x

g
g"(x) = 16sin 2x

Aixi, podem calcular la derivada n-ésima segons les expressions:

n gzk—1)<x) — (71)k+122k—2 sin 2x B
g = {QM)(X) — (=122 T cos 2x perak=123, ...
: 1 »
A hx)=—=x
X
h"(x) = —x*
h"(x)=2x""
hY(x) = —6x~*

La derivada n-ésima és: h"(x) = (=1)""" - (n = )Ix~"

Hi pot haver dues funcions diferents que tinguin la mateixa funcié derivada?
Raona la resposta i, si és afirmativa, escriu-ne un exemple.

Si, hi pot haver dues funcions diferents amb la mateixa funcié derivada.
Per exemple:

fix)=x>+3

900 = x — 2} — f'(x) = g'(x) = 2x

A partir de la propietat de la derivada d’una suma i la del producte d'una constant
per una funcid, troba la derivada d’aquestes funcions:

a) y=x>4+x+3 d) y=>5sinx — 10cos x

b)y=_12+8x3+i e) y=4x*—5x°+3

X

Q) y:3+5x2+8\/; f) y=cos’x + cos x*

d) y'=5cos x 4+ 10sin x

e) y'=24x> —15x’

f) y'=—2cos x sin x — 2xsin x’

A partir de la propietat de la derivada d'un producte de funcions, troba la derivada

de les funcions seglents:

a) y=12x*
b) y=3xInx
a) y' = 48x°

b) ¥y =9x%Inx + 3x?

c) y=>5x*sinx
d) y:\/;(x3+2x)

Q) y'=10xsin x + 5x*cos x
7x° + 6x

Wx

d y' = (X +2x) +Vx B3x? +2) =

1
Nx
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065 | Utilitzant la propietat de la derivada d'un quocient de funcions,

calcula la derivada de les funcions seglents:

1 5x% —1
a) y=— b) y= o y=
X X+ 2
. =3x2 3
V== 7
o) y = 10x(x +2) — (5x> =1) _ 5x° 4+ 20x + 1
(x + 2)? (x + 2)?
-2
o y=
g (x =2y
) 14 1g% X)x — tg X
@ y=IHEx
X

066 | Deriva les funcions:

a) fx) = X2 b) g(x) = (2x —1) +In x
X +1
3) Flx) = 2x+1)—-02x—=2) _ 4

(x + 1 (x + 1)

b) g'(x) = 42x —1)-In X + (2x — 1 -

X
067 | Quina és la derivada d’aquestes funcions?
e 7
a y= X —1 C)y_X4oo
12 4x2 41
X X
2 y,izx(x—D—(H-xz) x> =2x—1
(x—=1 (x—=1
.36
b) = —7
, 2.800
o - Ko
Qv 8x” —(4x* +1)  4x* —1
) V= x? o
L =X —(2=x)3x" _ 2xX*—6x>  2x—6
e y= 6 - 6 - 4
X X X
o v X=X +M2x =X’ =2x _ x+2
) v = x4 - 4 - 3
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068 | Calcula la derivada de la funcié:

x? X

f,(X)zz[)H-ZJ. X=(x+2) __ 4x+2)

X

069 | Calcula la derivada de les funcions trigonometriques segiients.

a) y=4arctgx d) y=(1+ xdarctgx
b) y=(3x+ 1)arccos x e) y= x>+ 8x+ 1)sinx
) y=2cosx+ tgx f) y=5(sinx) (cos x)
4
a) y' =
g T4+ x2
3x +1

b) y'= 3arccos x —

V1= x?

Q y'=-=2sinx+1+1tg’ x

d) y'=2xarctg x + 1

e) y'=(2x +8)sin x + (x* + 8x + 1)cos x
f) y'=5cos’ x — 5sin’ x

070 | Troba la derivada d'aquestes funcions logaritmiques.

a) y=In(9x°+ 7x+2) d) y=Invx®+2x
b) y= X e y=Inx
x? X
o y=log,(3x*—7) f) y=In(@x+7)
2y X7
9x° 4+ 7x + 2
i-)<27|r1)<~2)< -
. X _1-2Inx
b) y'= x4 - 3
g y'= 6x
(3x*>=7)n 2
1
i(>(3+2x) 2(3x* +2) ,
d) y' = 2 _ 3x° 42
G+ 2x 2(x° + 2x)
1
—-x—Inx
,X T—Inx
e y'= 2 %
f) y'= 4
4x 47
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071 | Calcula la derivada de la funcié: f(x) = In (x* + 1) (In representa la funcié logaritme
neperia).

2x
x* 41

f'(x) =

072 | Calcula la derivada de les funcions segients:

a) g(X)=;+In (1—x) b) h(x) = e
(2x —5) X3 41
) 12 _ 1
) g 2x—5¢ 1—x
b) A(x) = e (x> +10)—e" - 3x° _ e (x> =3x* +1)

(O 41 (x* 4+

073 | Calcula la derivada d’aquestes funcions:

a) y=4 f) y=135x?
8 X —2
Y x> —4 Y x—3
2x —1 x2(1—x)
Q y= hy y= 23274
Y X — x? Y x? —1
d) y=7\/;+83/; i) y=x’sinx— 5x
e) y=xe* j) y=2"+log,x
a) y'=4"In4
16x
b) y=—--""—
Y (x? — 4)?
Oy 20x — x1) = (2x = N1 =2x) _ 2x7 = 2x +1
(x = x*) (x —x*)
1 = 127 8
d y'=7-—x248-—x 3 = +
2 3 Wx o 3¢
e) y'=e"+xe* =1+ x)e*
1 2 10x 10
f) y'=—(5x%) 310x = =
3 33(x%)? 3/25x
;o (x=3)=(x=2) 1
9 y= 2 == 2
(x=3) (x—3)
Ny = (2x(1—x) = x2)x* =) = x*(1—x)2x _ —x* 4 3x” — 2x

(x* =17 (x? =17

)y '=2xsinx+ x?cos x —5

) oy'=2In2+

xIn 2
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074 | Calcula’'n les derivades i simplifica'n el resultat.

x2+1 (x +2)
a) y= Q y=——"—
ex x+1
X x? —1
In x e
L 2xe — (x4 Ne” —x? 4+ 2x —1
a) y'= =
(ex)z ex
|nx—x~i | 1
b) y’: X = nx—
(In x)? In? x
9 y= 2Ax+2)(x+)—(x+27 x> +2x+38
(x + 1 (x +1?
L2k —(xE=Ne" - 2x  —2x% + 4x
d) y'= ; = ;

(ex )2 ex

075 | Calcula la derivada de les funcions segiients:

a) y=23"* f) y=arctgVx

b) y=(*—2)>* g) y=+2x*+1

o y=3Ux®—2x h) y=e""7

d) y=5e~ i) y=sin’x
Vx+1 . ;

e) y — X3 J) y — 2$|nX

a) y'=3"*In3.2x
b) y'=15x*(x> —2)

_2 2 _
Q) y’:i(x372x) 3(3)(272):L
3 33(x* — 2x)
d) y'=—10xe"
1
l(x+1)2x3f x+1-3x7
% 2 —5x—6
e = =
x° 2x* N x +1
1
1.
Sy 2 1
T+ X 204 VX

1

9 y= %sz +1) Tax = 2

N2x2 41

X =7

h) y'=2xe
) y'=2sinx cosx

)y '=2""In2.cos x
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076 | Troba la derivada d'aquestes funcions.

a) y:arcsini d) y=12v3x*+ x g) y=4x*—5x+1).3
X
b) y = cos(x>+5x+1) e) y=arcsin (5x + 1) h) y =x*+3x3
Q y= cotg X f) y=In(sinx?
X2
_
2 y = X X . 1
xx? =1 xx? =1

R

b) y'= —sin(x? + 5x + N2x + 5)

1
Q y=

tg x - x?
;0419 X)X+ 19 x-2x X+ xtg° x 4 2tg X
(tg x - x*)? x*tg? x
1
d) y’:]z.i(gxz_‘_x) 2(6X+W):M
2 V3x2 4 x
) 5 5
e) y' = =
JI—Gx+17 J-25x* —10x
2.
f) y= COS}X 22)( — 2xcotg 2
sin x

g) y'=(8x—5)3"+(4x* —=5x+103*In 3
6

—— 3 2
h) y,:%(x4+3)<3) 7 4 9x¢) = B

77 (X4 +3X3)6

077 | Calcula la derivada d’aquestes funcions.

a) y=tg>(2x +3) o y=+Ih3Bx-5) e) y=2xarcsinx
b) y=arctg (x* + 6) d) y=45x>+1 f) y=3(x-27
a) y'=4192x +3)(1+tg> 2x + 3))
, 3x?
b) y'=——F—
T+ (x° +6)
1
9 y'=—lnGx—5) T——= :
2 3x =5 2(3x — 5)4/In(3x = 5)
3 2
Q) y'= G ) Fs = X
4 435 + 17
e) y'=2arcsinx + 2x - 1
V1= x?
2 — 10
f) y=2(x—2) 5= ——n
3 3R5x =2
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078 | Determina la derivada de les funcions seglients:

X sinx

a) y= ;
e

b) y = arctg X
X

Q y=Ih(1-2%

dy=+ve*+x
o) y= 5% 457
2
— y2p,—X
f) y = x’e
3y = (sin x + xcos x)e* — xsinx-e*  sin x4 Xxcos x — xsin x
(ex)2 ex
_
2 2
b) y = X _ = X _ 1
1 X2(x2 41 x2 41
T+|—
X
9 y,772X|n2
1—2%
1 — e +1
d y=—("+x) 2 +1)=—F—
2 2Ne  + x
. 5In5—=5"In5
DY =T

f) y'=2xe" —x% " =Q2x—x")e "

079 | Troba la derivada d’aquestes funcions:

2) y = 05X g y=e
XZ
1 1
b) y = sin— + cos — d) y =+secx
X X
) . —sinx-x>—cosx-2x _ Xsin X+ 2c0s X
a) y'= = — >

d y=
Cos X
1
. 1[ 1 ]2 sinx  sin xvcos x
2\ cos x cos® x 2cos? x
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080 | Calcula la derivada de les funcions:

a) y:|n X+1 d) y:3/2cosx

X —1

b) y:arctgL e) y =log, a
x —1 X

c) y=arccos (In x) f) y=cos’x+ sinx?

1[x+1];x1(x+1)

o 2Ux—1 (x —1)? 1 x—1 1
a) y' = = — . = —
X 41 (x =107 x+41 x2 =1
x—1
X—1—x
, (x =17 1 1
b) ¥y = 2 2 2 2
% (x =1+ x 2x7 —=2x +1
1+
x—1
A
, X 1
Q y=- =

\/17(|nx)2 _X\/1—|n2x
1 2 In 2 sin x3/ 2

d) yr — 7(2@)5)()7;2@5)('“2 (—Sin X) R

3 3
1
ivllea
. 2\x x’ 1
e y = =
1 2xIn 2
—In2
X
f) y'= —3cos’ x sin x + 2sin x cos X

081 | Troba les derivades de les funcions segiients i simplifica’'n el resultat.

_ Invx+1

a) y = arcsin Ix

d) y
X
b) y =4sin(x*+1) x
, e) y=|n[ X ]
Q y=2""4+x*+4 X+1

|-
—X 2
1

2
J1—x NWx—x

’

a) y

3x?cos (X3 +1)

3
b) y' = i(sin (> +1) 4cos (x> +1)3x2 =
4 43 sin® (x* +1)

Q y' =22 2x + 2x
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1 1
—(x+1) 2

27-x—ln\/x+1 —Inx+1
, x+1 2zx+1)
d) y'= . = - —
X X
X=2x+DInx+1
2(x + Nx?
e) y=xIn
X 4+1
X+1—x
, X (x 417 X 1
=In + x- =In +
X +1 X X +1 X +1
X+1
082 | Perag(x)=e"™ +In(x + 2), calcula g'(1).
1 1 2
gx)=—e™ g =-1+—=—=
X+2 3 3
083 | Calcula les derivades de les funcions seglients:
yi=+v4+2¥ +1In !
1+ x
y, = sin? (2x + 1)
B 1
(+x)7°  27.In2 1

1
V=472 2+ - -
2 1 Wa+2 +x
14+ x

Yy =2sin2x + 1’ cos(2x +1)°-32x + 12 =
=122x + 1) - sin(2x + 1)* - cos(2x + 1)°

PREPARA LA SELECTIVITAT

1 | Calculag”(2)sig(x) = A —x.
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2 | El dominide la corba y = f(x) de la figura
és el conjunt de tots els nombres reals.

a) Determina els punts on la funcid val 0. 1
Determina els valors de x per als quals .l
la funcié és positiva.

b) Digues en quins punts s'anul-la la derivada
i en quins punts f'(x) < 0. J[

a) A partir de la corba comprovem que:
fx) =0—>x=-1,x=2

Per tant, la funcio s'anul-la en els punts (—1, 0) i (2, 0).
La funcio és positiva six < —1, és a dir, si x € (—oo, —1).

b) La derivada s'anul-la en els punts que tinguin recta tangent horitzontal,
ésadirenx=0ienx=2.

La derivada primera és negativa en (—oo, 0) U (2, +0), intervals
en els quals la funcié és decreixent.

3 | Els beneficis (en milers d’euros) per la venda d'un producte en funcié de la inversié
realitzada en promocié (en milers d’euros) vénen donats per:

Bl = [5¥ 15 sio<x<3
T l=(x=37+30 siz<x<8

Es continua aquesta funci6? Es derivable?

« Si0 < x<3:f(x) =5x+ 15 — Funcioé polinomica; per tant, continua en (0, 3).

« Si3<x< 8 f(x) =—(x —3)’ + 30 — Funci6 polindbmica; per tant,
continua en (3, 8).

« Perqué la funcié sigui continua en x = 3, els limits laterals han de ser iguals
i han de coincidir amb f(3) = 30:

f(37) = lim (5x+15) =30
x—=37

L ; S f(3) = f3") = f(3)
fi37) = XI;rg(—(x =37 +300=30] ", f(x) és continuaen x = 3.

, 5 Si0< x<3
f(x) = .
—2(x—3) si3<x<8

f(37)=5
f'3")=0
La funcio és derivable en (0, 3) U (3, 8).

} — Les derivades laterals no sén iguals — f(x) no és derivable en x = 3.

X —k
4 | Siguilafuncié: f(x) =1 x +1
x> +2x+1 six<0

six >0

Calcula el valor de k perque la funcié f sigui continua en x = 0. Per a aquest valor de k,
és derivable en x = 0?

« Perque la funcio sigui continua en x = 0, els limits laterals han de ser iguals
i han de coincidiramb f(0) = 1:
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f0*) = lim 2 =5 = &

o0 X 41 SO =f0)=f0)— —k=1—k=—1
fO7)= lim(Xx*+2x+ 1) =1

x—07

« Perqueé la funcié sigui derivable en x = 0, les derivades laterals han d'existir
i han de seriguals:

) = 0 six >0

T 2x4+2 six<0
f:(O*) =0 — f(x) no és derivable en x = 0.
f(07)=2

3
5 | Deriva les funcions: f(x) = X? —8 g(x) =V x3 h(x) = x* —e*

1

=X g'(x) = ix; = i\/; h(x) =2x —e*
3 2 2

6 | Calcula les derivades segiients i simplifica’n els resultats tant com sigui possible.

a) yziln 3/ x—1 b) y = (5x —1)e** + sin?5x Q y=+J(1—x%?3

2 X +1
2
1[)(—1]3.)(—1—1—()(—1) 2
o3 3lx+ (x 41 1 (x4
a) y'=—- =—. 27 _
2 X —1 2 x—1
3
X+1 x+1
. 1 _ 1
(x=Nx+1 x*=1

b) y'= 5" + (5x —1)e* -3+ 2 sin5x - cos 5x-5=
= (15x + 2)e*™ + 10 sin 5x - cos 5x

(1= x?)? - (=2x) = —3x\1— x?

'

Q y=

N w

7 | Troba els valors a, b i c de la funcié f(x) = ax® + bx*> + cx de manera que una arrel
de la funcid és el valor x = +1, f'(2) = 40 i la segona derivada s'anul-laen x = —1.
Calculem les derivades primera i segona de la funcio:
fi(x) = 3ax? + 2bx + cif"(x) = 6ax + 2b
Les dades del problema donen lloc a les equacions segiients:

a+b+c=0
12a+ 4b+c =40
—6a+2b=0
Resolem el sistema pel metode de Gauss i la solucio és:
40 240 280
a=— b=—"- - _ =
29 29 29
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La vida, manual d’us

Bartlebooth va proposar-li [al seu criat Smautf] que es jubilés ja fa molt
de temps, perd sempre s’ha negat a fer-ho. La veritat és que té poca
feina. Al mati prepara la roba de Bartlebooth i I'ajuda a vestir-se. L’afai-
tava fins fa cinc anys —amb un matxet que havia estat propietat d’'un
avi de Bartlebooth—, pero hi veu molt malament i el pols ha comencat
a tremolar-li, motiu pel qual ha estat substituit per un oficial del se-
nyor Pois, el perruquer del carrer Prony, que puja al pis cada mati.
Bartlebooth ja no es mou de casa; gairebé no surt del despatx en tot el
dia. Smautf s’esta a 'habitacio contigua, amb la resta de criats, que no
tenen gaire més feina que ell i passen I'estona jugant a cartes i parlant
del passat. [Ell, pero, ha trobat una ocupacio que 'absorbeix comple-
tament.]

Smautf, molt al principi dels seus viatges, havia vist en un gran music-
hall de Londres un calculador prodigi i durant els vint anys de la seva
volta al mon, llegint i rellegint un vell tractat esparracat de passatemps
matematics i aritmetics que havia descobert en una llibreria de vell
d’Inverness, es va aficionar al calcul mental i, quan va tornar, era capac
d’extreure arrels quadrades o cubiques de nombres de nou xifres amb
una rapidesa relativa. Quan aixo ja li comencava a ser massa facil va
entrar-li un frenesi pels factorials:

11=1;21=2:31=6;4] = 24: 5! = 120: 6! = 720; 7! = 5.040:
8! = 40.320; 9! = 362.880: 10! = 3.628.800; 11! = 39.916.800:
12! = 479.001.600: [...]; 22! = 1.124.000.727.777.607.680.000,

o sigui més de mil milions de vegades set-cents vint-i-set mil milions.

Smautf va actualment pel 76, pero ja no troba paper de format prou
gran; i, encara que el trobés, no hi hauria una taula prou llarga per
estendre’l. Cada vegada té menys seguretat en ell mateix, i per aixo
sempre esta repetint els calculs. Morellet va intentar desanimar-lo anys
enrere dient-li que el nombre que s’escriu , o sigui, nou elevat a nou
elevat a nou, que és el nombre més gran que es pot escriure utilitzant
només tres xifres, tindria, si 'escrivissim sencer, tres-cents setanta-nou
milions de xifres; a rad d’una xifra per segon, es trigarien onze anys a
escriure’l; i calculant dues xifres per centimetre, tindria mil vuit-cents
quilometres de llargada. Malgrat aixd Smautf continua alineant colum-
nes i més columnes de xifres en dorsos de sobres, marges de quaderns
i papers d’embolicar carn.

GEORGES PEREC



SOLUCIONARI

La vida, manual d’us
Georges Perec

Al llarg d'aquesta «complicada» novel-la apareixen un munt de personatges excéntrics,
dos dels quals, aquells que tenen alguna rellevancia matematica, sén els que surten
en aquest paragraf: Bartlebooth i Smautf.

Bartlebooth va dedicar deu anys a iniciar-se en l'art de lI'aquarel-la. Després va recérrer el moén
durant vint anys pintant una aquarel-la cada quinze dies en cinc-cents ports diferents.

Quan n‘acabava una, I'enviava a un artesa de Paris perque I'enganxés en una placa de fusta

i després la retallés, de manera que va formar un trencaclosques de set-centes cinquanta peces.
Quan va acabar el seu periple, va tornar a Franga i es va estar vint anys més per reconstruir

els cinc-cents trencaclosques a ra¢ d'un cada quinze dies. A mesura que els anava

completant, el mateix artesa, amb una técnica especial, desenganxava del suport I'aquarel-la
reconstruida i I'enviava al mateix lloc on I'havia pintada. Alli la submergien en una solucié
detersiva de la qual sortia una altra vegada el full blanc i verge. D’aquesta manera, no va quedar
cap vestigi d'aquella activitat que durant cinquanta anys va omplir del tot la vida

de Bartlebooth.

En totes les etapes, a Bartlebooth el va acompanyar el seu criat Smautf, el qual encara,
malgrat els seus vuitanta anys, en té cura a casa seva de Paris i ocupa el temps
amb els entrenaments matematics que hem vist en el text escollit.

Els factorials dels nombres naturals formen una successio creixent, és a dir,
una funcié f(x) = x!, definida per a x € N, és creixent. Estudia si la funcio
f(x) = x(x — 1)(x — 2), definida per a qualsevol nombre real, també és creixent.

Perqueé sigui creixent s'ha de verificar que, per a qualsevol valor de x;, x; € R,
amb x; < x, = f(x;) < f(x,).
Per ala funcid f(x) = x(x— 1)(x — 2) tenim que:

X <X2%x171<x271 — x50 =N —2) < 06 =D —2)
X —2< X, —2

— f(x,) < fx,) = f(x) creixent
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001

002

003

001

002

003

ABANS DE COMENCAR... RECORDA

Determina el creixement i el decreixement Y
d'aquesta funcié. .
Indica en quins punts assoleix maxims O A S S o
7. . . il 1
o minims relatius i absoluts. \ N
1

La funcio és decreixent

en (—oo, —2) U (1, 3) U (6, +0) . -
i és creixenten (—2, 1) U (3, 6).
Té un maxim relatiuen (1, 2) i en (6, 1). Té un minim relatiu en (=2, —2)
ien(3,—1).

Considerant la funcié, no podem assegurar que presenti ni maxims ni minims
absoluts.

Una funcié definida per a tots els nombres reals és decreixent en l'interval (—2, 5)
i creixent en la resta. Quins sén els maxims i els minims?

S'assoleix un maxim en x = —2 i un minim en x = 5.

Si lim f(x)=Li lim g(x)= 4o, calcula aquests limits:

X400 X—+0o

a) lim (f(x) + g(x)) b) lim (f(x)-g(x)) Q) lim (f(x)#™

X =+ X =40

a)  lim (f(x) 4+ g(x)) = 40

X—+00

b) lim (f(x)- g(x)) = 4o

X—=+o0
+o0 SiL>1
Q) lim (f(x))*™ = {Indeterminacié siL =1
R 0 S0<L<T
ACTIVITATS
Troba el pendent de la recta tangent a la grafica de la funcié f(x) = 6x> + 1enx = 1.
_ 249 2
F(1) = lim fa-+h)—1£() — i 6(14+h)> +1-7 —lim 12h+ 6h _

h—0 h h—0 h h—0 h

= im(12 + 6h) =12
h—0

Quin és el pendent de la recta tangent a la grafica de la funcié f(x) = x*enx = 12

— 3 _ 2 3
F(1) = lim 0+ h) —1f(0) — i (1+h)y —1 — Jim 3h+3h°+h _

h—0 h h—0 h h—0 h

zlhirTg(3+3h+hz>:3

Troba l'equacié de la recta tangent a la grafica de la funcié f(x) = x* + 3
enelpuntP(—1,4).
Quina és l'equacié de la recta normal?
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_ _ f(_ _ 2 _ _ 2
F_1) = lim f(=1+ h)—f(=1) :Iim( 1+h° +3-4 _ lim 2h+h”
h—0 h h—0 h h—0 h
=|im(=2+h) = —
h—0
L'equacié delarectatangentés:y —4 = -2(x+1) > y=—-2x+42
L'equacié de la recta normal és: y — 4 = %(x +N)>y= %x +%

004 | Calcula les equacions de les rectes tangents a la funcié f(x) = 2x° + 3
enelspuntsx=1ix=—1.

Comprova que sén paral-leles a la recta y = 6x.

1+ h)— (1) —lim 204+ hP +3-5 _im

h—0 h h—0 h h—0 h

=|hirrg(6+6h+2h2)= 6

L'equacié delarectatangentés:y —5=6(x —1) - y = 6x —1

fl=1) =1
_ _f(_ _ 3 _ _ 2 3
F_D) = lim f(=1+ h)—f(=1) _lim 20=1+hy +3-1 —im 6h—6h"+2h" _
h—0 h h—0 h h—0 h
= Ihimo(6f6h+2hz) =6
L'equacid delarectatangentés:y —1=6(x+1) = y =6x+7

Les rectes son paral-leles a la recta y = 6x, perqué el seu pendent és 6.
005 | Determina on creixen i decreixen aquestes funcions:
a) fX)=x—3x+x+1

X
b =
) g(x) e

a) Com que f(x) és continua en R, estudiem el creixement per a tots
els nombres reals.

Je

Ui+ ? +00] — f'(x) > 0 — f(x) creixent

G s

. En [1 - 14+ J — f(x) < 0 — f(x) decreixent

b) Com que g(x) és continua en R, estudiem el creixement per a tots
els nombres reals.
_ 2
g0 =TT oy x=
x>+
« En(—o0, = U (1, +0) = g'(x) < 0 — g(x) decreixent

« En(—=1,1) = g'(x) > 0 — g(x) creixent

6h+ 6" +20°
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006 | Troba els intervals de creixement i decreixement d’aquestes funcions i comprova-ho
graficament:

a) f(x)=—x*—2x+5 b) g(x) = —x+ 7x
a) Com que f(x) és continua en R perque és una funcié polinomica, estudiem
el creixement per a tots els nombres reals.
f(x) ==2x—2=0— x=—1
e En(—o0, —1) = f'(x) > 0 — f(x) creixent
o En (=1, +00) = f(x) < 0 — f(x) decreixent
Y

b) Com que g(x) és continua en R perqué és una funcié polindmica, estudiem
el creixement per a tots els nombres reals.

g'(x):—1+14x:0—>x:i
14

- En [—oo, i] — g'(x) < 0 — g(x) decreixent

« En [i +oo] — g'(x) > 0 — g(x) creixent

14
gx)

007 | Estudia els intervals de creixement i decreixement d'aquestes funcions, i calcula'n
els maxims i els minims:

x?—1 b%
a) f(x)= b) g(x) =
x2+1 J X3 +1

a) f(x)és continuaen R.
, 4x
f(x)=————=0—->x=0
(XZ +])2
« En(—o00, 0) = f'(x) < 0 — f(x) decreixent
« En (0, +00) = f'(x) > 0 = f(x) creixent

En x = 0 presenta un minim, que té com a coordenades (0, —1).

410



SOLUCIONARI

b) g(x) éscontinuaenR — {—1}.

93
g’(x):M:O%X: 3l
(74 V2
Aixi, doncs, estudiem el creixement en (—oo, —1), [—1, 3 ;] i [3/; +00],
,‘|( 3 i
\V 2

— g'(x) < 0 — g(x) decreixent

« En(—o0, =N U

. En [,3/3 1o
2

— g'(x) > 0 — g(x) creixent

1 . . 1T 2 |1
Enx =3 B presenta un maxim, que té com a coordenades | 3 >3 3 >

008 | Troba les coordenades dels maxims i els minims de la funcié seglent:

3
flx) = x> 43

Com que f(x) és continua en R — {0}, I'extrem es troba en (—oo, 0).
« En (—00, —5/5) — f(x) < 0 = f(x) decreixent
- En (73/5 O) — f'(x) > 0 = f(x) creixent

4312

En x = —</12 presenta un minim, que té com a coordenades [\”/12 , =3 ]

009 | Troba els maxims i els minims d’aquestes funcions mitjancant la derivada segona:

2 2
X 1 b) g(x) = 6x
x3 x°+2

a) f(x)=

_ 2
a) f(x)éscontiuaenR — {0} amb f'(x) = —x+3 =0->x= i\/g

4

2 _ X
i = 20 =12
XS
f"(—ﬁ)>0%x:—x/§ Minim
(\3) <0 = x =3 Maxim
b) g(x) és continuaen R.
_ 7
g’(X):M:O%X:O,X:—lX:]
(x°+2y
y 20x'? —100x° + 8
9" = ———

(x®+2)
g"(O):§:1>O—>x:OM|’nim
Q"(f1)=w<0—>x:f1Méxim

27
g ()= B=10F8 5 — 1 Maxim

27
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010 | Utilitza la derivada segona per determinar els maxims i els minims de la funcié

seglent:
9 x+3

x> 4+ x2 —6x

f(x) =

f(x) és continuaen R — {—3, 0, 2}.

f,(X):f2x3f1OX276x+18: —2x+2 0y
(x* + x> —6x)? X' —4x3 4 4x°

Fx) = 6x4 —24x> +32x* —16x _ x(x —2)(6x* —12x +8) _ 6x>—12x+8
(x* —4x> +4x%) x*(x —2)*(x + 3)? x3(x —2)(x +3)°

(1) < 0 = x = 1 Maxim

011 | Determina on sdn concaves i on s6n convexes aquestes funcions:

a) fX)=7¢—x*—x+2

X3

x24+1

b) g(x) =

a) Com que f(x) és continua en R, estudiem la concavitat per a tots
els nombres reals.

fi(x)=21x? = 2x —1

f"(x):42><72:0—>x:i:i
42 21

. En [—oo, %] — f"(x) < 0 — f(x) concava
. En [% —‘,—oo] — "(x) > 0 — f(x) convexa

b) Com que g(x) és continua en R, estudiem la concavitat per a tots
els nombres reals.

, x* + 3x?
X)) = — "
(x*+
g"(x) = —2x° +6x
x>+
- En (—Oor —\/g) U (O, \E) — g'(x) > 0 — g(x) convexa
< En (-ﬁ O) U (\/g +00) — g'(x) < 0= g(x) concava

:O—>—x3+3x:0—>x:0,x:—\/§,x:\/§

012 | Troba els intervals de concavitat i convexitat de les funcions segiients, i comprova
el resultat graficament:

a) fx)=—x*—x+4
b) g(x)=—x— 5x?
a) f(x) és continua en R; per tant, estudiem la concavitat per a tots els nombres
reals.
f(x)=—2x—1
f"(x) = —2 < 0 — f(x) concava
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Graficament:
Y

f(x)

g(x) és continua en R; per tant, estudiem la concavitat per a tots
els nombres reals.

g'(x)=—-1—10x

g"(x) =—10 <0 — g(x) concava

Graficament:
Y

14+

013 | Estudia els intervals de concavitat i convexitat d’aquestes funcions i, a partir
d'aquests intervals, determina els punts d'inflexié:

a) f(x) = x>+ 3x? b) g(x) =

a)

x —1
x> +7x
f(x) és continua en R.
f(x) = 3x* 4 6x
f"x)=6x+6=0— x=—1
« En(—oo, —=1) — f"(x) < 0 — f(x) concava
« En (=1, +0o0) > f"(x) > 0 — f(x) convexa
Aixi, doncs, en x = —1 trobem un punt d'inflexid.

Com que el domini de g(x) és R — {—7, 0}, estudiem la concavitat
en(—ow, —7),(=7,0),(0,7)i (7, +o0).

g0 = X2+ 2x+7
(x> +7x)
Y 2x° —6x* —42x — 98
g"(x)= 4 7xP =0—->x=7

« En(—00, —=7)U(0,7) = g"(x) < 0 — g(x) codncava
« En(=7,0)U (7, 4%) = g"(x) > 0 — g(x) convexa
Hiha un punt d'inflexié en x = 7.
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014 | Estudia els intervals de concavitat i convexitat i els punts d'inflexié de les funcions
seglents:

342

2

a) fx)=4x>—8x+7 b) g(x)=
X

a) f(x)=12x> -8
f'(x)=24x=0—>x=0
f"(x) = 24 — "(0) = 0 = x = 0 Punt d'inflexié
« En (=00, 0) — "(x) < 0 — f(x) convexa
« En (0, +00) = "(x) > 0 — f(x) concava

—x>—4
3

b) g'(x) =
X

12
g"(x)= —>0-No hi ha punts d'inflexié i la funcié és concava
X

en (—oo, 0) U (0 +c0), perque 0 no es troba en el domini.
015 | Calcula els punts d'inflexié de les funcions seglients mitjancant la derivada tercera:

x?—1
2x3

a) f(x)=

2
Frix) = = —6 —0ox=-J6,x=+6

- —3x* + 30
i = — 212
X

f(fJg) =0, f(\/g) 20 Enx=—V6ienx=+6 presenta punts
d'inflexio.
x* 47
(x* =7y
y —2x% — 42x
9" =——"——"
(x*=7)
6x% +252x% 4 294
= —
(x* =7)*

b) g'x)=

=0->x=0

g"(x)

d'inflexio.

g"(0) = 0 — En x = 0 presenta un punt

016 | Troba els maxims, els minims o els punts d'inflexié d’aquestes funcions:
a) flx) = —4x®
b) g(x)=3x’
a) f(x)=-24x>=0—->x=0
f'(x)=—120x*=0—->x=0
f"(x) = —480x* — f"(0) =0
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fY(x) = —1440x> = f(0) =0

fI(x) = —2.880x — f"(0) =0

f(x) = —2.880 = 0

La primera derivada no nul-la té ordre parell i f (0) < 0— En x = 0 assoleix
un maxim.

b) g'(x)=21x*=0—->x=0

g"(x)=126x>=0—->x=0
g"(x) = 630x* = g"(0) =0
gV (x) = 2.520x> = gV (0) =0
gw(x) =7560x* = ¢g”(0) =0
9" (x) =15.120x = ¢"(0) =0

g"(x) =15120 =0
L'ordre de la primera derivada no nul-la és imparell, per aixd en x = 0 presenta
un punt d'inflexio.

300x

017 | Siobtenim el nombre de visitants d'un museu mitjancant f(x) = . ,enque x
x>+ 2
és I'hora en qué l'obren, quan rep un nombre més gran de visitants?

Hem de maximitzar aquesta funcié: f(x) = 300x

X 42
_ 3
frx) = 00 +600 oy
(x* +2)
5 _ 2
f"(x) = 1800x = 7.200x° — "(1) < 0 = En x = T assoleix un maxim.
(x> +2)y

Aixi, doncs, el nombre més gran de visitants el rep quan fa una hora que I'han obert.

018 | Troba el nombre real x que minimitza aquesta funcio:
DX)=(@—x*+(b—x"+(cc—x* abceR

D'(x)=—2(a—x)—2(b—x)—2(c—x)
D'(x)=—=-2a+2x—2b+2x—2c+2x=6x—2a+b+c)=0

2a+b+c) a+b+c
> Xx= =

6 3

D”(x):6>O—>Enx:%b+ceRtéunminim.

019 | La capacitat de concentracié d’'una saltadora d'altura, en una competicié d'atletisme
de tres hores de durada, esta determinada per aquesta funcio:

f(t) =300t(3 —t)
en qué t mesura el temps en hores. Quin és el millor moment, en termes de capacitat
de concentracié, perque la saltadora pugui batre la seva marca?

f'(t):900f600t:O—>t=§

f'(t) = —600 <0 —Ent = % assoleix un maxim.

Aixi, doncs, el millor moment perqué la saltadora pugui batre la seva marca
és al cap d'una hora i mitja.
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020 | Troba dos nombres reals positius si saps que sumen 10 i que el producte
dels seus quadrats és maxim.

Sianomenem x i y els dos nombres reals positius, es compleix que: x + y = 10
Hem de maximitzar la funcio:

P(x, y) = x*y* = P(x) = x*(10 — x)* = x*(100 4 x* — 20x) = 100x? 4 x* — 20x>
P'(x) =200x +4x> —60x>=0—>x=0,x=5,x=10

Busquem quin és el nombre que maximitza la funcié P(x).

P"(x) = 200 + 12x* — 120x

P"(0) = 200 > 0 — En x = 0 presenta un miim.

P"(5) = —100 < 0 — En x = 5 presenta un maxim.

P"(10) = 200 > 0 — En x = 10 presenta un minim.

Els dos nombres que busquem séon x=5iy=5.

021 | De tots els prismes rectes de base quadrada i que tinguin com a perimetre d'una cara
lateral 30 cm, troba les dimensions del que té volum maxim.

Anomenem x la longitud de I'aresta de la base i y 'altura del prisma.
Com que el perimetre d'una cara lateral és de 30 cm, es compleix que:
2x+2y=30>x+y=15—=>y=15-x

La funcié que hem doptimitzar és: V(x) = x*(15 — x) = 15x* — x*
Vi(x)=30x—-3x’=0—x=0,x=10

V"(x) =30 —6x = V"(0) > 0,V"(10) < 0 — El maxim es troba en x = 10.
Les dimensions del prisma recte de base quadrada son:

Aresta de la base: 10 cm

Altura: 5cm

022 | Determina el punt de la grafica de la funcié que a cada nombre hi fa correspondre
el seu doble i que té una distancia minima al punt (6, 3).
Quina és aquesta distancia?
La funcié que a cada nombre hi fa correspondre el seu doble és: y = 2x
Un punt que pertany a aquesta funcié és (x, 2x), i la funcié que ens déna
la distancia des d'aquest punt a (6, 3) és: d(x) = \/(x —6) +(2x—3)°

Optimitzem la funcié D(x) = d*(x) = (x — 6)* + (2x — 3)%
D'(x)=2(x—6)+42x —3)=2x—12+8x—12 = 1OX724=O—>X:%=%

D"(x)=10>0—Enx = 12 assoleix un minim.
5

12 24
Aixi, doncs, la distancia al punt (6, 3) sera minima en el punt [? ?]

023 | Entre tots els rectangles d’area 3 m? troba les dimensions del que té minim
el producte de les seves diagonals.
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SOLUCIONARI

Considerem x i y les dimensions del rectangle, de manera que: xy = 3.
La funcié que hem d'optimitzar esta determinada per:

2
d~d:dzeP(x,y):x2+y2%P(x):xz-i-[i] :XZ—O—%
X X
P’(x):2x—§:0—>2x4—W8:0%x:—\/g,X:\/g
X

Com que la solucié negativa no és valida, tenim que:

P"(x) =2+ % — P”(\/g) > 0 — En aquest punt hi ha un minim.
X

3

=

Les dimensions sén x = \/; y = = \/; per tant, es tracta d'un quadrat

de costat \/? m.

Un jardiner té 160 m de filferro que vol fer servir per construir una tanca en una zona
rectangular i dividir-la en tres parts, de manera que vol posar el filat de les divisions

paral-leles en un dels costats del rectangle. Quines dimensions ha de tenir la zona
tancada perqué I'area sigui la més gran possible?

y

Anomenem x iy les dimensions de la zona rectangular, i considerem

que les divisions sén paral-leles als costats de mida x. Per dividir la zona rectangular

en tres parts necessitem dues divisions, per la qual cosa s’ha de complir que:
4x +2y =160 =5 2x 4+ y =80 = y = 80 — 2x

Hem d'optimitzar la funcié que ens déna l'area, és a dir:

Alx, y) = xy = A(x) = x(80 — 2x) = 80x — 2x?
Alx)=80—4x=0—->x=20

A"(x) = —4 < 0 = En x = 20 assoleix un maxim.

Aixi, doncs, les dimensions de la zona rectangular han de ser x =20 m
iy=40m.

—2
Troba el pendent de la recta tangent a la grafica de la funcié f(x) = —
en el punt d'abscissa x = 2. X

El pendent coincideix amb el valor de la derivada en el punt x = 2.

fix)=——=f02) = i — El pendent és i
X 2 2

Donada la funcié f(x) = x* 4+ 3x*> — 4, calcula el pendent de la tangent a la grafica
de lafuncié fen el punt d'abcissa x = —1.

f(x) = 3x* + 6x = f(=1) = 3—6 = —3 — El pendent és —3.
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16 —x? si2<x<2
x? si2<x<3
Calcula el pendent de la recta tangent a la grafica de la funcié en x = 1.

027 | Donada la funcié: f(x) = {

x=1—=f(x)=16— x> = f(x) = —2x — (1) = —2 — El pendent és —2.

028 | Donada la funcié f(x) =

, existeix algun punt de la grafica en el qual la recta
X —
tingui pendent positiu? Justifica la resposta.

fi(x) = % <0,V x € R— {2} > No existeix cap punt de la grafica
X_

en el qual la recta tangent tingui pendent positiu.

029 | Troba l'equacié de la tangent a la grafica de cada una d'aquestes funcions
en els punts que s'indiquen.
a) y=sinx+x enx=T.
4
-3
b)y:x ,enx =—1.
X

Q y=In(x*+7),enx=0.
d) y=3""enx=—1.

a) flm)=m
f(x)=cosx+1—f(n)=0
L'equacid de larectatangentés:y —m=0(x —m) > y =7

b) f(=1)=2
3 . _ 4 4
Flx) = 4x° - X 2(x 3) _ 3x 2—0—3 ) =6
X X
L'equacio de larectatangentés:y —2 =6(x +1) > y = 6x + 8
o f0)=In7
Fl0 = —2X 5 f0)=0
x*+7
L'equacio de larectatangentés:y —In7=0(x —0) > y =In7
d f(=1)=3"=1
f(x) =3 In35f(=N=3"-In3=In3
'equacio de larecta tangent és: y —1=1In3(x + 1)

1
030 | Determina l'equacié de la tangent a la parabola y = ?xz en el punt A(2, 2).

f'(x)=%~2x=x—>f'(2)=2

L'equacié de larectatangentés:y —2 =2(x —2) > y = 2x —2
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031 | Calcula l'equacié de la recta tangent a la corba x* + 16y> — 16 = 0 en el punt
d’abscissa 3 i ordenada positiva.

><—3%9+16y2—16—0—>16y2—7%y—i\/47
ﬁ]

Considerem el punt {3, .
4

Aillem y com a arrel positiva perque és l'ordenada positiva.

P ek SN S S
4 416 — x?

-3 37
416 — 9 28

L'equacioé de la recta tangent és:

T 37

y'(3)

SNV .
4 28 28 7

032 | Determina l'equacié de la recta tangent a la corba 4x? — 9y> — 36 = 0 en el punt
d’abscissa 4 i ordenada positiva.

x:4%6479y2736:0%9y2:28%y:i£

Considerem el punt [4, 2\27]

Aillem y com a arrel positiva perqué és l'ordenada positiva.
V4x? —36 , 4x

y=——— oy =

3 3W4x? —36
6 87
364 — 36 21
L'equacio de la recta tangent és:

N7 osl7 87 a7
y———=—-Kx—-4)5y="—"—-x——r
3 21 21 7

y'(4)

X
x—2
Troba l'expressio de la recta tangent a aquesta funcié en x = 3.

033 | Considera la funcié f(x) =

£(3) = 3 Fl) = — 2 5 F(3) = —2
(x —2)?

Larectatangentés:y —3=—-2(x—3) > y—-3=-2x+6->y=—-2x+9
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034 | Donada la funcio f(x) =
def(x)enx=0.

= troba l'equacio de la recta tangent a la grafica

£(0) = 0
2
o= —F1 L ro)=1
(1—x?)?

Equacié de la recta tangent: y = x

(x =N(x —2)

035 | Considera la funcié f(x) = .

X
Calcula I'equaci6 de la recta tangent a la corba en x = —3.

f-3=2
9
Fx) = x=4 F(—3) = —9-4 _13
X —27 27
Equacio de la recta tangent:
20 13 20 13 39 13 11
——=—X+3)>y-——=—X+—>oy=—x+—
9 27 9 27 27 27 3

036 | Calcula I'equacio de la recta tangent a la grafica de f(x) = (x + 1) e en el punt
de tall f(x) amb l'eix X.
Calculem el punt de tall amb l'eix d'abscisses:
xX4+Ne"=0->x+1=0->x=—1
fx)y=e*—(x+Te* >f(-)=e

L'equacio de la recta tangent és:y = e(x + 1)

2x
x+5.

Determina els valors de a i b perqué I'equacié de la recta tangent a la grafica
de f(x) en el puntx = —3siguiy =ax+b.

037 | Considera la funcié f(x) =

f(=3)= =2 — _3
2
f'(x) = _0 f(=3) = 0_>
(x 4+ 5)? 4 2

Equacié de la recta tangent:

5 5 15 5 9 5
Yy+3==x+3) 2 y+3="x+—Dy="x+-—>ad=—
2 2 2 2 2
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038 | Troba els valors de a i b perque la recta tangent a la grafica de f(x) = ax* — b
en el punt (1, 5) siguilarectay = 3x + 2.

f=5—a—-b=>5
f'(x) = 2ax — f'(1) = 2a

. 3
Com que el pendent de la recta tangent és 3resulta: 2a =3 — a = 5

Pertant:afb:5—>ifb=5—>b=i75—>b:—
2 2 2

3., 7
2 2

D’aguesta manera tenim que: f(x) =

039 | Determina les equacions de la recta tangent i de la recta normal a la grafica
delafuncié y =In x en el punt d’abscissa x = 1.
f(=0
1

Flx)=— — F) =1
X

L'equacio de la recta tangent és:y = x — 1

L'equacié delarectanormalés:y = —(x = 1) > y = —x + 1

040 | Troba les equacions de les rectes tangent i normal a les corbes segiients
en els punts que s'indiquen:

— yo'x —
a) y=xe',enx =4

1
b) y = arcsin x,enx=;.

a) f(4) = 4¢’

Flx)=e" 4 xe

o] .. xe¥x

Jx
—x 2 =V 4
2 Hx

L'equacio de la recta tangent és: y — 4e* = 2e*(x — 4) = y = 2e’x — 4¢?

— f'(4) = 2¢?

L'equaci¢ de la recta normal és:

1 2
y—4e =———(x—4) 5 y=———x+—+4¢
2¢? 2¢? e’
b) f[]]_“
2] 4
1
f’(X):¥~ix2:;—>f’[i]:1
Ji—x 2 W x — x? 2
L'equacio de la recta tangent és: y — T=x- 1 -S> y=x- i—o— z
g 2 2 4
, - . s 1 T
L'equacié de la recta normales:ny:f ng —>y:fx+—+z
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Determina les equacions de la recta tangent i de la recta normal a la grafica
de g(x) = |x* —9| en el punt d'abscissa x = 2.

g(2)=>5

g = x? =9  si|x|>3 S g = 2x  si|x|>3
—x?4+9 si—3<x<3 —2x Si—3<x<3

g'2)=-4
L'equacid de larectatangentés:y —5=—4(x —2) > y = —4x +13
L'equacié de larecta normal és:y — 5 = &(X —2)>y= ix +%

Troba les equacions de les rectes tangent i normal a la corbay = x> + x> — 6x + 1
en el punt d'ordenada 1 i abscissa positiva.

x=0
XX —6x+1=12 X+ x2—6x=0->x(x’+x—6)=0— jx =2
X=-3
Hem de trobar les rectes que passen pel punt (2, 1).
f(x)=3x*4+2x—6 - f(2) =10
L'equacié de la recta tangentés:y —1=10(x —2) = y =10x — 19
L'equacié de la recta normal és: y — 1= —%(X -2)>y= —%X +%

Determina en quins punts de la grafica de la funcié y = x> — 3x*+ x + 1, larecta
tangent a aquesta funcio és paral-lelaalarecta y =x+ 7.

Escriu les equacions de les rectes tangent i normal en els punts obtinguts.

Sila recta tangent és paral-lela a la recta y = x, resulta que: f'(x) = 1
fi(x) =3x* —6x +1

Aleshores, tenim que: 3x* —6x +1=1— x> =2x =0 — {i i (2)

Per tant, els punts de la grafica que verifiquen la condicié sén: (0, 1) i (2, —1)
Equaci¢ de larectatangenten (0, 1):y —T=x >y = x +1

Equacié delarectanormalen (0, 1):y —1=—x > y = —x +1

Equacid delarectatangenten 2, —=1):y+1=x—-2—>y=x-3

Equacié de la recta normal en (2, —1):
y+l=—(x—-2)Dy=—x+2->y=—x+1

044 | Calcula el valor de a perqué la recta tangent a la grafica de la funcié
f(x) = —ax® + 5x — 4, en el punt d’abscissa 3, talli 'eix X en el punt x = 5.
Quina és lI'equacio de la recta normal?

f(3)=—-9a+1

fi(x)=—=2ax+5—>f(3)=—-6a+5

L'equacio de la recta tangent és:
y+9a—11=(-6a+5)(x—-3)—> y=(—6a+5x+9a—4



SOLUCIONARI

Si aquesta recta passa pel punt (5, 0), aleshores:

(=6a+55+90—-4=0—> 2la=-21-a=1

Aixi doncs, 'equacié de la recta tangentés:y —2 = —(x —3) > y = —x+5
L'equacié delarectanormalés:y —2=x—-3 > y=x—1

045 | Donada la funcio f(x) = —x* 4+ bx + ¢, calcula els valors b i ¢ si aquesta funcié passa
pel punt (1, 4) i en aquest punt I'equacié de la recta tangent és y = 4.

f(=4—>—-1+b+c=4—>b+c=5
fix)==2x+b—=f(1)=-2+0b

Equacié de la recta tangent:
y—4=(2+4bx-N)>y=(=2+bx+2-b+4

—2+b=0 b—>
2—b4+4=14 —>{ :3ef(x):—x2+2x+3
b+c=5 €=

046 | Troba els valors de g, b i ¢ perqué les grafiques de les funcions f(x) = x> + ax + b
i g(x) = x* + c passin pel punt (1, 2) i en aquest punt tinguin la mateixa tangent.

Sila grafica de fpassa pel punt (1, 2), aleshores: 1+ a+b=2—>a+b =1
I'si la grafica de g passa pel punt (1, 2), tenimque: 1+ c=2 —>c =1
A més, si en aquest punt tenen la mateixa tangent es verifica que: (1) = g'(1)

fx)=2x+a—-f()=2+a

= 2+a=3-5a=1-b=0
g'x) = 3x* = g'() = 3 }_) ta=soa=io

047 | Troba el puntdelacorbay = Vv x en el qual la recta tangent és paral-lela
1
alarecta y = —x.
2

Les rectes son paral-leles si tenen el mateix pendent; aixi doncs, busquem el punt

que verifica que: f'(x) = %

1
Hx

El punt té aquestes coordenades: (1, 1).

Aleshores, tenim que: 5 = Sx =15 x=1

048 | Troba els punts de la grafica de f(x) = x> — 3x* + x en els quals la recta tangent
és paral-lelaalarectay = x.

Sila recta tangent és paral-lela a la recta y = x, resulta que: f'(x) = 1

fi(x) =3x* —6x +1

Aleshores, tenim que: 3x*> —6x +1=1— x> = 2x =0 - {X = (2)
X =

Per tant, els punts de la grafica que verifiquen la condicié sén (0,0) i (2, —2).
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049 | Determina el punt de la parabolay = x> — 7x + 3 en el qual la recta tangent
que passa per aquest punt és paral-lela a la rectay = —5x + 5.

Les rectes son paral-leles si tenen el mateix pendent; aixi doncs, busquem el punt
que verifica que: f'(x) = —5

f(x)=2x—-7

Aleshores, tenim que: 2x =7 =—-5—>2x =2 > x =1

El punt té aquestes coordenades: (1, —3).

050 | Troba el domini de la funcié y = log (1 + x + x?) i els punts en els quals la tangent
ala corba és paral-lela a la bisectriu del primer quadrant.

Nota: log significa logaritme neperia.

T+ x+x>>0,V x€R — Domini =R
Com que la bisectriu del primer quadrant és la recta y = x, cal verificar que:

1+ 2
':L:1—>W+2X:1+X+X2—)X2+X—2X:0—>X2—X:0
T4+ x + x?
ex(x—1):0%{x_o
x =1

Els punt sén (0, 0) i (1, log 3).
051 | Troba l'equacié de la parabola y = x* + bx + c la recta tangent a la qual
en el punt (1, 1) és paral-lela a la bisectriu del primer quadrant.

fx)=2x+b—->f)=2+0b
La bisectriu del primer quadrant és larecta y = x.

Sila recta tangent hi és paral-lela, aleshores:2 + b =1— b = —1
Aixi doncs, l'equacio de la funcié és de la forma: y = x* — x + ¢
Sipassa pel punt (1, 1), tenimque:1=1—-14+c > c =1

Per tant, l'equacio de la parabola és y = x?» — x + 1.

052 | Troba els valors de a, b i ¢ perqué la corba f(x) = ax* + bx + ¢ passi pel punt (1, 3)
i sigui tangent en l'origen de coordenades a la bisectriu del primer quadrant.

f=3—-a+b+c=3 f(x)=2ax+b

Passa pel punt (0,0):f(0) =0—c=0

Ha de ser tangent en aquest punt a la bisectriu del primer quadrant:
f0)=1-b=1

Pertant, resulta:a+b+c=3—=a+1=3—>a=2

Aixi doncs, la funcié és f(x) = 2x* + x.

3—2x

X
a) Troba els punts de la grafica en els quals la recta tangent és paral-lela
alarecta3x+ 4y + 5=0.

b) Calcula les equacions d’aquestes rectes tangents.

053 | Considera la funcié f(x) =
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a) Pendentdelarecta3x +4y+5=0— _73

Cal verificar que: f(x) = RN f(x) = B o4 x—4
4 x° 4
b) f(2>:ﬂ:i
2 2
Recta tangent en [2, _7]]
y+ i(x72)—>y+———x+i—>y——3x+1
2 4 2
f(_z)_ﬂ_i
-2
—7
Recta tangent en [72, T]
2 4 2 4 2 4
—x +1 si x <1
— 2 P— i
054 | Considera la funcio: f(x) = { t4x—3 sil<x<3
X —3 .
six >3
X

Determina el punt de la grafica en el qual la recta tangent té pendent 0.
Qué més podem afirmar sobre aquest punt? Justifica la resposta.

-1 Six <1
Flx) = —2x4+4 sil<x<3

3 )

— six >3

X

Sila recta tangent té pendent 0, cal verificar que:

f(X)=0— -2x+4=0—>x=2

El punt té aquestes coordenades: (2, 1).

A més, podem afirmar que és un punt de tall amb I'eix X i un extrem relatiu.
Com que f"(x) = =2 < 0 enlinterval (1, 3), el punt (2, 1) és un maxim.

055 | Dibuixa la parabola f(x) = x> — 6x + 8. Yt
a) En quin punt de la grafica la tangent
és paral-lela a I'eix d'abscisses?
b) Troba I'equacio de la recta tangent a f(x)
en el punt P(2, 0).

Es tracta d'una parabola amb vertex (3, —1). +1
Punts de tall amb l'eix X: (2, 0) i (4, 0). 1
Punts de tall amb l'eix Y: (0, 8).

a) Perqué latangent sigui paral-lela a I'eix d'abscisses:
f(x)=0—>2x —6=0— x = 3 (vertex de la parabola)
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b) f2)=4—6=-2
Equacid delatangenty —0=—-2(x —2) > y = —2x+ 4

056 | Considera fla funcié amb domini els nombres reals menys el zero definida
4
per f(x) = —.
X
a) Calcula l'equacio de la recta tangent i de la recta normal a la grafica de f
en el punt d'abscissa x = 2.

b) Determina els punts A i B de la grafica de f per als quals les rectes tangents en A
i Bestallen en el punt (4, —8).

a) f(2)=2
00 = —— 5 F(2) = 1
X
L'equacid de larectatangentés:y —2=—(x—2) >y =—x+4

L'equacid delarectanormalés:y —2=x -2 —> y = x

b) Considerem P[p, 4] un punt qualsevol de la grafica de f.
p

, 4
flp)=-—
p
Aixi doncs, la recta tangent en P és de la forma:
4 4 4 8
Yot =X =)y = X —
p p p p

Si aquesta recta passa pel punt (4, —8), tenim que:

—8:—i~4+§—>8p2+8p—16:0—>p2+p—2:0—>{p:]
p’ p p=-2

Per tant, els punts que busquem sén A(1,4) i B(—2, —2).

057 | Troba els intervals de creixement i decreixement, i també els maxims i els minims,
de les funcions polindmiques seglients:

a) f(x)= x*(x+1)

b) g(x) = —x* + 3x* —2x
o h(x) =8x+ 6x* —x*
d) i(x) = —x> + x> —1

e) jix)=|x* 2|

a) f’(X)ZZX(X+1)+X2=3X2+2X=O—>X=O/X=_TZ

. En [—oo, _TZ] U (0, +0) — f'(x) > 0 — f(x) creixent

. En [%2 O] — f'(x) < 0 — f(x) decreixent

. . -2 . L
Per tant, f(x) assoleix un maxim en x = —— i un minim en x = 0.
3
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—1-43 _ —1+43

b) g(x)=—4x* +6x—-2=0—>x=1x= . X 5
. En[—oo, ]2£]U[1+2\/§,1]%9’(X)>O—>g(x)creixent
. En[]z\/g, 1+2\/§JU(1, +9) — g'(x) < 0 = g(x) decreixent

—1443

Pertant,en x = ienx =1 assoleix dos maxims,ien x =

—1-3
2

un minim. 2
A h(x)=8+12x—4x=0—>x=—1,x=2

h"(x) =12 —12x?

h"(2) < 0 — En x = 2 aconsegueix un maxim.

h" (=) =0

h"(x) = —=24x — h"(=1) = 0 = En x = —1 hi ha un punt d'inflexid.

Aixi doncs, h(x) és creixent en (—oo, —1) U (=1, 2) i és decreixen en (2, 4-00).

d) I"(X)=73X2+2X=0—)X(73X+2)=O—>X=0,X=£

« En(—o0, 0)U [% +00] — i'(x) < 0 — i(x) decreixent
« En [O, 3
3

En x = 0 aconsegueix un minim i en x = — un maxim.
3

— i'(x) > 0 —i(x) creixent

e) j(x)=|x*=2|=
/ ‘ ‘ 2—x? six?=2<0

:[xz—2 sixe(—oc,—\/z)u(\/z+oo)
2—x? sixE(f\/E,\/E)
j’(x)—|2X si Xe(—oo,—\/g)u(\/; +oo)

{Xz—Z six?=2>0

- —2x SIXE(*\/E, \/3)
Aixi, doncs j'(x) = 0 — x = (, per tant, els intervals en els quals hem d'estudiar
el creixement i el decreixement sén: <foo, 76) (76 O), (O, \/3) (\/E +.00)
- En (—\/3 O) U (\/3 +OO) — j'(x) > 0— i(x) creixent
- En (700, - \/3) U (O, \/5) — j'(x) < 0— i(x) decreixent
La funcid j(x) assoleix un maxim en x = 0idos minimsen x = —V2 i x = NP

058 | Determina els intervals de creixement i decreixement i els extrems relatius
d'aquestes funcions racionals:

2_
a) flx)= X =2X+2 9 hx)= —=
x—1 X242
_ 3
b) glx) = 20 =3% d) i) =
10 — x X =5
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059 | Considera la funcié f(x) =

Aplicacions de la derivada

a) féscontinuaenR — {1}.

2 _
X°—2x —0- {x =0
(x —1? X =2
e En(—o0, 0) U (2, +0) = f'(x) > 0 — f(x) creixent
« En(0, NU(1, 2) = f(x) < 0 — f(x) decreixent

f'(x) =

En x = 0 assoleix un maxim, i en x = 2, un minim.
b) géscontinuaenR —{10}.

g'(x)= ﬁ < 0 — g(x) és decreixent en tot el seu domini.
—X

c) héscontinuaenR.

2
h'(X):Xi_H:O—)X:—\/?,X:\/?
(x* + 2y

. En (700, — \/5) U (\/E +00) — h'(x) < 0— i(x) decreixent

- En (—\/5 \/5) — h'(x) > 0— h(x) creixent

Pertant, en x = J2 assoleix un maxim, ien x = —v2 un minim.
d) iéscontinuaenR — {5}.

3 _ 2
[’(X):M:O—)X:O,XZE

(x —5)? 2

e En(—o0, 0)U (0, 5)U [5, g] — i'(x) < 0 — i(x) decreixent
15 . . .
- En [7 +oo] — i'(x) > 0 — i(x) creixent

15 o ) .
En x = — lafuncié aconseguelx un minim.
2

XZ

2x —1°
a) Troba l'equacid de la recta tangent a la corba y = f(x) en el punt
d'abscissa x = 2.

b) Determina els intervals de creixement i decreixement, i els extrems,
si existeixen.

a) ()=
3
2_ —
by 2T o 844
2x —1)? 9 9

Equacié de la recta tangent:
y—ifi(x—z)eyfix—g—i—i%yfix—ki
3 9 9 9 3 9 9
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SOLUCIONARI

b) Domf:[R{f{i}

2
2 _
f’(x):M:O%sz—Zx:Oar(*O
(2x —1? x=1

e En(—o0, 0)U(1, +0) = f'(x) > 0 — f(x) creixent
« En [O, %] U [% 1] — f(x) < 0 — f(x) decreixent
En x = 0 aconsegueix un maxim i en x =1 un minim.

Calcula els intervals de creixement i decreixement, i també els maxims i els minims,
de les funcions exponencials segiients:

a) f(x) = 3x%* Q) h(x) = 6xe™
b) g(x) = (x + 3)e* d) i(x) = e¥’ ¥+
Les tres funcions son continues en R.
a) f(x)=e6x+3x)=0—->x=-2,x=0
o En(—o0, —2) U (0, +) — f'(x) > 0 — f(x) creixent
« En(=2,0) = f'(x) < 0 = f(x) decreixent
En x = —2 assoleix un maxim, i en x = 0, un minim.
b) g(x)=e"(x+4)=0—->x=—-4
« En(—o0, —4) = g'(x) < 0 — g(x) decreixent
« En(—4, +0) = g'(x) > 0 — g(x) creixent
En x = —4 assoleix un minim.
0 hx)=e*(6—-6x)=0—> x=1
« En(—o0, 1) = h'(x) > 0 — h(x) creixent
« En(1, +00) = h'(x) < 0 — h(x) decreixent

En x = 1 assoleix un maxim.

d) i'X)=02x+2e P =0>52x+2=0—> x =—1

o En(—o0, — 1) i"(x) < 0 — i(x) decreixent
« En(— 0) = i'(x) > 0 — i(x) creixent
En x = —1 assoleix un minim.

Estudia el creixement i el decreixement i els extrems relatius d'aquestes funcions
logaritmiques:

a) f(x):l+lnx

X
b) glx) = X
X
A h(x)=xInVx
d) i(x) = >
In x
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062

a) Eldominide fés (0, +00) iés continua en tot el domini.

—1 1
f(x) = — +—

X X X
« En(0,1) = f(x) < 0 = f(x) decreixent
« En(1, +0) = f'(x) > 0 — f(x) creixent

En x = 1 assoleix un miim.

—1
_ 5 =0—-x=1

b) Eldominide g és (0, +o0) i és continua en tot el domini.

g'(X):m:O_)X:\/;

X3

- En (O, \/;) — g'(x) >0 — g(x) creixent
- En (\/; +00> — g'(x) < 0 = g(x) decreixent
En x = e assoleix un maxim,
c) Eldominide hés (0, +0) i és continua en tot el domini.

Mm:mwﬂ+5206x=l
e

« En [O, i] — h'(x) < 0 = h(x) decreixent
e

- En [i +OO] — h'(x) > 0 — h(x) creixent
e

Enx = i assoleix un minim.
e
d) Eldominideés (0, +o) — {1} i és continua en tot el domini.

_ Inx—i =0ohx=1-ox=c¢

i'(x)

In x?
« En(0, MU, e) = i'(x) < 0 — i(x) decreixent
« En(e, +o0) — i'(x) > 0 — i(x) creixent
En x = e aconsegueix un minim.

Estudia el creixement i el decreixement d’aquestes funcions trigonometriques,
i determina si assoleixen maxims o minims en algun punt:

a) f(x) =2 cos

X+ ‘;] ¢) h(x) = arctg x

b) g(x) = x —sin x d) i(x) = 3x —cos x

a) féscontinuaenR.

f'(x) = =2 siﬂ[x+1]:—2 Cosx=0— x =+
2 2
Estudiem el creixement en (—, ) perque les funcions de sinus i cosinus sén
periodiques de periode 2.
—T M
—T, —] U [— ™
2 2

« En — f'(x) > 0 — f(x) creixent

. En [%ﬁ %] — f(x) < 0 — f(x) decreixent
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SOLUCIONARI

La funcio té un maximen x = — iunminimen x = —.
2

Com que és una funcié periodica de periode 2w, podem estendre el resultat
a tota la recta real, de manera que es repeteixin indefinidament intervals
de creixement i de decreixement, maxims i minims.

b) géscontinuaenR.

1

gx)=1—cosx=0—->cosx=1—>x=0
Estudiem el creixement en (—m, ), perque g'(x) és periodica de periode 2.
g'(x) > 0en(—m, 0)U (0, ®) — g(x) creixent — No té extrems relatius.
Si estenem el resultat a tota la recta real, g no té extrems relatius.
h és continua en R.
1
T4+ x2

h'(x) = > 0 — h(x) creixent en R — No té extrems relatius.

i és continua R.
i'(x)=3+sinx >0,V x € R —i(x) creixenten R — No té extrems relatius.

Determina els maxims i els minims d’aquestes funcions per mitja de la derivada

segona:
a) y=x>—24x—6 A y=In(x*+1)
x —1)? x> —8
b) y = (27) d) y= -
x-+1 X
a) y':3xz_24:0ex2:8—>x:i\/§
y" = 6x
y(\/g) >0—Enx = /8 assoleix un minim.
y”(—\/g) < 0 — En x = —/8 assoleix un maxim.
2 _
Q) ’:M:OAX:ﬂ
(x* 7
. =X +12x
(x> 4+
y"(1) > 0 — En x = 1 assoleix un minim.
y"(=1) < 0— En x = —1assoleix un maxim.
a y= 2 =0—>x=0
x* 41
92
y' = 2t — y"(0) =2 >0 — En x = 0 assoleix un minim.
(x> 417
3
d y'= X t]6 =05 xX=-16—>x=-16
X
y" = _itS — y"(=3/16) < 0 = En x = —/16 aconsegueix un maxim
X
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064 | Troba els intervals de creixement i de decreixement i els maxims i els minims
d'aquestes funcions, a partir de la segona derivada.

a) y = (x* + 4)e* b) y= ! Q y= x%* d) y="—"45x

a) Domini=R
y' = (x* + 2x + 4)e* = 0 — No té extrems relatius.
b) Domini=R — {2}
y' = = < 0 — Funci6 decreixent en tot el domini
(x —2)?
No té cap extrem relatiu.
¢) Domini=R
Y =2 + xe = 2x+x) =022+ X =0-2x=0,x=-2
Y= 2x + X))+ e 24+ 2x) = e (x> +4x +2)
y"(0) > 0 — En x = 0 s'aconsegueix un minim.
y"(=2) < 0 = En x = —2 s'aconsegueix un maxim.
Aixi, en (—oo, —2) U (0, +o0) la funcid és creixent i en (—2, 0) és decreixent.

_ 2
d) y:#eDommi:R—{O}
2
y' = % > 0 — Funci¢ creixent en tot el domini.

No té extrems relatius.

065 | Calcula els maxims i els minim absoluts de la funcié f(x) = x> — 6x> + 9x + 1
en l'interval [1, 4]. Justifica que els punts trobats sén maxims o minims absoluts.

Els valors de la funcié en els extrems de l'interval son (1, 5) i (4, 5).
ff(x)=3x=12x+9=0—>x>—4x+3=0—>x=1,x=3
« En(1, 3) = f'(x) < 0 — f(x) decreixent

« En(3, 4) = f'(x) > 0 — f(x) creixent

En (3, 1) aconsegueix un minim relatiu, que com que és I'Unic en [1, 4] és, a més,
minim absolut, ien (1, 5) i (4, 5) aconsegueix dos maxims absoluts, perqué es tracta
dels extrems de l'interval i en tots dos f(x) agafa el mateix valor.

066 | Donada la funcio f(x) = determina'n els intervals de creixement

i decreixement.

1—x2'

Domf =R —{£1}
2 2 2

= 1= X +2x S il > 0 — f(x) és creixent en tot el domini.
1—x’) (1—x?)

Aixi doncs, els intervals de creixement son: (—oo, —1) U (=1, 1) U (1, +-o0)

f'(x)
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x? + 5x

x—4
a) Determina’n els intervals de creixement i decreixement.
b) Troba'n els extrems relatius.

067 | Considera la funcio de variable real f(x) =

a) Domf =R —{4}
2 J— —
f’(x):M:O—H(:flx:]O
(x —4)
« En(—o0, =2)U (10, +00) — f'(x) > 0 — f(x) creixent
« En(=2,4)U(4,10) = f'(x) < 0 = f(x) decreixent

b) Enx = —2 saconsegueix un maxim que té com a coordenades (-2, 1).
En x = 10 s'aconsegueix un minim que té com a coordenades (10, 25).

(x —3)

068 | Donada la funcio real de variable real definida per f(x) = ———, calcula’n
X+3
els maxims i els minims i determina’n els intervals de creixement i decreixement.

Dom f =R —{-3}
f'(x):w:O%x:—Q,x:S
(x 4 3)?
e En(—o0, —=9)U (3, +00) = f'(x) > 0 — f(x) creixent
« En (=9, —=3)U (-3, 3) = f(x) < 0 = f(x) decreixent
En x = —9 s'aconsegueix un maxim que té com a coordenades (—9, —24).
En x = 3 s'aconsegueix un minim que té com a coordenades (3, 0).

069 | Comprova que la derivada en el punt x = —1 de la funcié f(x) = (x + 1)* és nul-la
i, tot i aixi, no té un extrem relatiu.

f(x) = 3(x +1* = f(=1) = 0, perd, f'(x) > 0 per a tot valor real de x;
per tant, fsempre és creixent i no pot tenir cap extrem relatiu en x = —1.

Aix0 no contradiu el teorema: «Si una funcié és derivable en un punt i hi té
un extrem, aleshores la derivada és zero», perque el cas reciproc no té

per queé ser cert, és a dir, si la derivada en un punt és zero, aixd no garanteix
que la funcio tingui un extrem en aquest punt.

070 | Comprova que la funcié seglient té un extrem relatiu en el puntx =0 i la seva
derivada en aquest punt no és nul-la.

six=0
-1 six=0

Com que fés positivaen R — {0} i val —1 en x = 0 — en aquest punt assoleix
un minim. D'altra banda, f no és derivable en x = 0.

Aixd no contradiu el teorema enunciat a I'activitat anterior perqué com que
la funcié no és derivable, no podem aplicar el teorema.
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071

072

073

Considera la funcié:

3 X .
f(x) = 7-{'? si x €(—6, —1)
x—1 si x €[—1, 4]
Calcula els intervals de creixement i decreixement de f(x) per als valors
X € (—6,—1).

f'(x):;§+%:O%—9+xz:O—>x2:9—>x:j:3
X
« En (=6, —3) — f'(x) > 0 — f(x) creixent

« En(=3, =1) = f'(x) < 0 — f(x) decreixent

Una empresa de compra i venda d'automobils ha efectuat un estudi sobre
els beneficis/pérdues, en milers d’euros, al llarg dels ultims 10 anys i ha comprovat
que s'ajusten a la funcio:

F(t)=1t>—18t> + 81t —3 si0 <t <10
Et demanem, justificant la resposta:
a) En quins anys es produeixen els valors maxim i minim d’'aquesta funci6?
b) Determina'n els periodes de creixement i decreixement.
¢) Quins son els seus beneficis maxims?
d) Quins resultats va obtenir I'empresa en I'Gltim any de I'estudi?

a) Féscontinuaen [0, 10] perqué es tracta d’'una funcié polinomica.
F'(t)y=3t—36t+81=0—>t=3t=9

F'(t) =6t —36
F"(3) =18 =36 = —18 < 0 — En t = 3 s'aconsegueix un maxim.
F"(9) =54 —36 =18 > 0 — En t = 9 s'aconsegueix un minim.

Aixi doncs, el valor maxim de la funcié s'aconsegueix al cap de 3 anys,
i el minim, al cap de 9 anys.

b) Periodes de creixement: (0, 3) U (9, 10)
Periode de decreixement: (3, 9)

Q) F(3)=27—-162+4243—-3 =105
El benefici puja a 105.000 €.

d) F(10)=1.000—-1800+810 -3 =7
Es a dir, 'empresa va obtenir un benefici de 7.000 €.

2 p—
Per a cada valor de a es considera la funcié f(x) = 3)(720)(.
X+

Calcula el valor de a perqueé f(x) tingui un minim relatiu en x = 2.



SOLUCIONARI

2 —
Flx) = 3x°+12x — 2a

(x +2)°
Perqué hi hagi un minim en x = 2 s’ha de complir que:
f'(z):o->$:0—>36—2a:0ea:18

074 | Troba els valors de a i b perqué la funcié f(x) = ax® + bx? + x + 1 tingui un maxim

075

enel puntx=1iun minimenel puntx=2.

fi(x) = 3ax? + 2bx + 1
f(=0—3a+2b+1=0
f2Q)=0—->12a+4b+1=0

3a+2b+1:0}_}a:% -3

b=""
120+ 4b+1=0 4

Sigui la funcié f(x) = x —ﬁ. Determina el valor de k de manera que la funcié tingui
un maximenx = —1. X

En la funcié determinada d'aquesta manera, troba:
a) El domini de definicio.
b) Elsintervals de creixement i de decreixement de la funcid, i també els maxims

i els minims.
) k )
fl)=1+—>f(=)=0->1+k=0->k=-1
X
2
f(x):x+i= S
X X
Dom f =R — {0}
2 _
f’(x):1—i2:o—> — D05 x =
X X
e En(—o0, =) U (1, +00) = f(x) > 0 — f(x) creixent

« En(=1,0)U(0, 1) = f'(x) < 0 = f(x) decreixent

En x= —1 aconsegueix un maxim amb aquestes coordenades: (—1, —2);
ienx=1,un minim amb aquestes coordenades: (1, 2).

076 | Troba els parametres r, s i t perqué la funcié f(x) = x> — rx* + sx + t tingui un maxim

en x = —2,un minim en x = 0 i passi pel punt (1, —1).

Passaper(l, =) > 1—r+s+t=—1->—-—r+s+t=-2
fi(x)=3x>=2x+s
Téunmaximenx = -2 —>f(-2)=0—>124+4r+s5s=0
Téunminimenx=0—f(0)=0—s5s=0

—r4+t=-2 r=-3
Per tant, Ita: - —f(x)=x>4+3x* =5
er tant, resu a12+4r:0 } {t:fS (x)= x>+ 3x
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077 | Trobaels valorsde a, bicen lafuncié y = ax* + bx* + cx + d si saps
que la seva tangent en el punt (1, 1) és larectay = —x + 2 i que té un extrem
en el punt (0, 2).

Passaper(,) >1=a+b+c+d

Passaper(0,2) > d =2

y' =3ax* +2bx+c—=y'()=3a+2b+c

S'ha de verificar que: y'(1) = =1—> 3a+ 2b+ c = —1
Té un extremen el punt(0,2) - y'(0)=0—->c=0

Pertant,resulta:a—'_b+2:W }_}{a:] S y=x =2x"+2

3a+42b=—1 b=-2

078 | Una entitat financera llenca al mercat un pla d’inversio la rendibilitat del qual, R,
en euros ve donada per R(x) = —0,01x* + 5x + 2.500, en qué x és la quantitat
que s'inverteix.

a) Quant ha d'invertir un inversor si vol obtenir una rendibilitat maxima?

b) Calcula aquesta rendibilitat maxima.

a) R’(x):70,O2x+5:0—>x:i%x=250
0,02

R"(x) = —0,02 < 0 — En x = 250 la funcié aconsegueix un maxim.

Aixi doncs, per obtenir una rendibilitat maxima ha d'invertir 250 €.

b) R(250) = —625 + 1.250 + 2.500 = 3.125 € és la rendibilitat maxima.

079 | Enla construccié d’'un tunel, el percentatge de roca fragmentada o de mala qualitat
ve donat pel model matematic segiient:
3

R(x):%—4,5x2+18x+15 §0<x<7

R(x) representa aquest percentatge quan la distancia a la boca del tunel és x

(en quilometres).

Si en algun tram de la perforacié el percentatge supera el 40 %, s’hauran de reforcar
les mesures de sosteniment i seguretat de l'estructura.

a) Indica en quins trams de la perforacio el percentatge creix i en quins trams decreix.

b) Assenyala els maxims i els minims (absoluts i relatius) i els punts d'inflexié
de la corba.

a) R(X)=x>—9x+18=0—>x=3,x=6
« En (0, 3) = R'(x) > 0 — R(x) creixent
« En(3,6) = R'(x) < 0 — R(x) decreixent
« En(6,7) = R'(x) > 0 — R(x) creixent

Per tant, el percentatge creix en i de creix en (3, 6).
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b) R"(X):2X—9:O—>x:%:4,5

R"(x) = 2= 0 — En x = 4,5 hiha un punt d'inflexié.

Dels intervals de creixement i de decreixement que hem obtingut, i a partir

del valor de la funcié en [0, 7], deduim que:

+ En x =3 s'aconsegueix un maxim relatiu i, a més, com que R(3) = 37,5,
aquest punt és el maxim absolut de la funcié. Té com a coordenades (3, 37,5).

« En x = 6 s'aconsegueix un minim relatiu que té com a coordenades (6, 33).

« Enx =3, com que R(0) = 15, s'aconsegueix el minim absolut de la funcié.
Té com a coordenades (0, 15).

Un article de consum va estar a la venda durant 8 anys, i el seu preu P(t)
(en milers d'euros) va variar amb el temps t (en anys) que portava al mercat
segons la funcio:
4t + 4 sio<t<2
P(t) =
® 26425 s 2<t<8
2

Esbrina en quin moment es van assolir els preus maxim i minim i quins van ser
aquests preus.

En t = 2 la funcié és continua, perque es compleix que:

P(2)=P(2) =16+ 4 = 20 P<z+):*75.2+25:20

Per tant, la funcié és continua en (0, 8).
8t sio<t<?2

5
—— si2<t<8

« En(0,2) = P'(t) > 0 — P(t) creixent

« En(2,8) - P'(t) < 0 — P(t) decreixent

P(0)=4 P(2)=16+4=20 P(8)=—-20+25=5

El preu minim es va aconseguir al comengcament de la venda, i va ser de 4.000 €;

el preu maxim es va aconseguir quan feia 2 anys que es venia el producte,
i va ser de 20.000 €.

El rendiment dels treballadors d’una fabrica (valorat en una escala de 0 a 100),
durant una jornada de 8 hores, ve donat per la funcio:

—10t> + 60t si0o<t<4
r(t) =180 si4<t<6
170 —15t si6<t<8
en queé t és el temps en hores.
a) Determina'n els intervals de creixement i decreixement.
Quin és el rendiment maxim?
b) En quins instants de la jornada laboral el rendiment se situa a la meitat
de l'escala?
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a) Ent=41lafuncio és continua, perque es compleix que:

r(4=) = —160 + 240 = 80 r(4) =r(4%) =80
En t =6 la funcié és continua, perqué es compleix que:
r6-) =80 r6) =r(6%) =80

Aixi doncs, la funcié és continua en (0, 8).

—20t4+60 si0<t<4
r'it) =10 Si4<t<6

—15 si6<t<8
cEn(0,4)—>r't)=0—> -20t+60=0—>t=3

N En (0, 3) = r'(t) > 0 — r(t) creixent
En (3, 4) — r'(t) < 0 — r(t) decreixent
« En(4,6) = r'(t) = 0 = r (1) constant
« En(6,8) > r'(t) < 0 — r(t) decreixent
Per tant, el rendiment maxim s'aconsegueix quan t = 3, i té un valor de 90.
b) El rendiment se situa a la meitat de l'escala si r(t) = 50. D'aquesta manera,

pOt passar que:
« =10t +60t—50=0— —t*+6t—5=0—>t=11r=5

En aquest cas, només és valida la solucié t = 1, perqué l'altra solucio
no ésa (0, 4).

«+ 170 =15t =50 - 170 =50 =15t >t =8

Aixi doncs, el rendiment se situa a la meitat de I'escala quan hagin passat
108 hores.

L'oferta d'un bé si en coneixem el preu, p, és:

S(p) = |30P + 200 si0<p<10
p? —60p + 1000 si 10 < p <40

Digues per a quin valor del preu s'assoleixen l'oferta maxima i la minima.

En p = 10la funcio és continua, perque es compleix que:

S$(10) = S(107) = 500 S(10%) = 500
Per tant, la funcié és continua en (0, 40).
S'(p) = 30 s?O<p<1O

2p—60 si10 < p<40

« En(0,10) = S'(p) > 0 — S(p) creixent
« En(10,40) > S'(p)=0—>2p—60=0— p =30
En (10, 30) = S'(p) < 0 — S(p) decreixent
En (30, 40) — S'(p) > 0 — S(p) creixent
S(0) = 200 S(10) = 500 $(30) =100 S(40) = 200

L'oferta maxima s'aconsegueix per a un valor del preu de 10, i loferta minima
s'aconsegueix per a un valor del preu de 30.
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SOLUCIONARI

La distancia (en milles) entre un vaixell de pesca que va sortir a pescar durant
un periode de 10 dies i el seu port base ve donada per la funcio:
—(2t—6)* sio<t<
M) — |36 —Ct —6) si0<t<5
4(10 —t) si5<t <10

en que t és el temps transcorregut, en dies, des de la sortida del port base.
a) Després de quants dies és maxima la distancia del vaixell al port?

A quantes milles es trobava?
b) Durant quins periodes augmentava la distancia al port base?

En quins periodes disminuia?
c) A partir de quin dia, després d'assolir la distancia maxima, es trobava a menys

de 12 milles del port base?

a) Ent=15Ilafuncio és continua, perque es compleix que:

M(5)=M(55")=36—-16=20 M(5%) = 20
M) = —2(2t — 6) s!O<t<5
—4t sis5<t<10

c EN(O0,5) >M({t)=0— —4t+12=0—>1t=3
En (0, 3) = M'(t) > 0 — M(t) creixent
En (3, 5) > M'(t) < 0 — M(t) decreixent
« En(5,10) > M'(t) < 0 — M(t) decreixent
M(0)=36—-36=0 M(3) = 36 M(5)=36—-16=20 M(10) =10
La distancia del vaixell de pesca al port base és maxima al cap de 3 dies,
i es trobava a 36 milles.
b) La distancia al port base augmentava en el periode (0, 3) i disminuia
en els periodes (3, 5) i (5, 10).
c) Com que en (3, 5) la funcio és decreixent i M(5) = 20, el dia que busquem
estaraentre 51 10.

Mit)<12 > 4(10-1t) <12 > 10—t <3 —>7 <t —>Apartirdel dia7
es trobava sempre a menys de 12 milles de distancia del port base.

Determina els intervals de concavitat i de convexitat, i també els punts d'inflexid,
de les funcions seglents:

a) y=x>=3x+2x+4 y x3—8

b) y = x*+2x* -3

X2 e) y=+9+ x>
Qy=
x? —1 f) y=vx*—4

a) Lafuncié és continua en R.
y' =3x*—6x+2=0
y'=6x—6=0—>x=1
« En(—o0, 1) = y" < 0 — Funcié concava
« En (1, +9) = y" > 0 — Funcié convexa
Aixi, doncs, en x = 1 assoleix un punt d'inflexié.
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b) Lafuncio és continua en R.
y' = 4x> 4+ 6x°
Y'=12x*+12x=0—>x=0, x = —1
« En(—o0, = U (0, +-00) = y" > 0 — Funci6 convexa
+ En(—=1,0) - y" < 0 — Funcié concava
Aixi, doncs, en x = —1 i x = 0 assoleix punts d'inflexié.
c) Lafuncié éscontinuaenR —{—1, 1}.
. —2X
g
"= ﬂ = 0 — No té punts d'inflexié.
(x* =1
Aixi, doncs, els intervals en els quals hem d'estudiar la curvatura sén:
(=00, =1), (=1,1), (1, +0)
« En(—o0, =N U (1, +00) = y" > 0 — Funcid convexa
« En(=1,1) - y" <0 — Funcié cdncava
d) Lafuncié és continua en R — {0}.
. X416

X3

”

—4

y'= —48 < 0 enR — {0} — Funcié concava
X

No té punts d'inflexio.

e) Lafuncio esta definida en R.
, X

y=—2
NEEDS

9 -,
"= > 0enR — Funcidé convexa

(94 x*)V9 + x?

No té punts d'inflexio.

f) Lafuncié esta definida en (—oo, —2) U (2, +o0).
, X
y =
x*—4
" —4 - o
y" = ——————= < 0 entot el domini — Funcié concava

(X=X —4

No té punts d'inflexio.

085 | Estudia en quins intervals aquestes funcions son concaves i en quins sén convexes.

Calcula també els punts d'inflexié que tingui cadascuna.
2

a) y =(x—3)e* e) y= >
In x
b)y—?x f) y=Jx? —x
= —_ 2 X
C) y = oS X —COs 2x g y=
d) y =In(x* —x) e
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a) Lafuncié és continua en R.
y' = (x —2)e* yV'=x-1e"=0—>x=1
« En (=0, 1) = y" < 0 — Funci6 concava
« En(1, +) = y" > 0 — Funci6 convexa
En x = 1 assoleix un punt d'inflexio.

b) La funcié és continua en (0, +).

,_T=Inx
2x?
3
v 2Inx=3 :O—>\nx:i—>x:e2 —x=4e
2x3 2

« En (O, Vel ) — y" < 0 — Funcio concava
- En <\/ e’, +00) — y" >0 — Funcié convexa
En x = v e’ assoleix un punt d'inflexio.

) Lafuncid és continuaen R.
y'= —sinx 4 2 sin 2x
y" = —cos x + 4 cos 2x = —cos x + 4(cos’ x — sin’ x) =
= —cos X + 4(cos® x — 14 cos® x) = 8 cos* X —Cos X —4 =0
Les solucions aproximades sén:
cos x = 0,77 = x = 0,69 + 2kw; x = 5,59 + 2kr amb k € R
cos x = —0,65 = x = 2,28 + 2kw; x = 3,79 + 2kn amb k € R
Estudiem la concavitat en (0, 2x) perque la funcié és periodica:
« En(0; 0,69) U (2,28; 3,79) U (5,59; 2w) — y" > 0 — Funcié convexa
« En(0,69; 2,28)U(3,79; 5,59) — y" < 0 — Funcié concava
Aixi, doncs, tots els punts que anul-len y” sén punts d'inflexio.

d) Lafuncié esta definida en (—oe, 0) U (1, +0).
, 2x —1

X x
—2x? 4+ 2x —1
y' = e ex ] < 0 en tot el domini — Funcié concava
(x* = x)’
No té punts d'inflexio.
e) Lafuncio és continua en R.
. 2x—x"1In2
2)(
. 2—4xIn 24 X2 I 2 2442
y' = =0->x=——
2" In 2
23 (242

-En[oo,
In2 In 2
.&[2J5 242
h2 " In2
2-V2 . _2+\2
2

In 2 In

, +oo] — y" > 0 — Funci6 convexa

— y" < 0 — Funci6 concava

Enx = assoleix dos punts d'inflexio.
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086

087

f) Lafuncid esta definida en (—oo, 0) U (1, 4+00).
, 2x —1

B 2N x?—x

2x —1?
4 XP — X — ———
= VXP—x A —x)—(4X7 +1—4x)
4(x* — X) 4(X2*X)\/X27X
—1
= = 0 — No hi ha punts d'inflexio.
4(x? — x)Nx? — x

A més, és negativa en tot el domini i, per tant, sempre és concava.

g) Lafuncié esta definida en R.
, e —xet 1—Xx
y = 2x = X
e e
s =€ —=(—=x)e* 24
e2>< ex
« En(—o0, 2) = y” < 0 — Funcié concava
« En(2, +0) = y" > 0 — Funcié convexa

En x = 2 hiha un punt d'inflexié.

=0->x=2

Comprova que la funcié f(x) = —7x* té nul-la la derivada segona en el punt x = 0
i, tot i aixi, no té un punt d'inflexio.
f(x)=—7x* f'(x) = —28x3 f'(x) = —84x* = f"(0) =0

En x = 0 no s'aconsegueix un punt d'inflexié, perqué f"(x) < 0 per a qualsevol
valor real de x. Aixi doncs, la funcio sempre és concava.

La derivada d’una funcié fés f(x) = x> — 1.

Representa graficament f ‘i dedueix d'aquesta grafica els intervals de creixement
i de concavitat de f.

--------------

e En(—oo0, =N U(1, +0) = f(x) > 0 — f(x) creixent

« En(=1,1) - f(x) < 0 = f(x) decreixent

Aixi doncs, en x = —1 s'aconsegueix un maxim, i en x = 1, un minim.
f'(0) = 0, perqueé f'(x) presenta un miim en x = 0.

« En(—o0, 0) — f'(x) decreixent — "(x) < 0 — f(x) concava

« En(0, +00) — f'(x) creixent = "(x) > 0 — f(x) convexa

Per tant, en x = 0 hi ha un punt d'inflexio.



SOLUCIONARI

088 | Volem afegir a una casa una altra habitacié rectangular de 12 m? de superficie.
Determina quina longitud han de tenir les parets perqué el perimetre sigui el més petit
possible i minimitzar la quantitat de maons que farem servir en aquesta ampliacio.

o ) ) ) 12
Sixiyson les dimensions, tenim que: xy =12 —» y = —
X
Com que la nova habitacié sera un afegit de la casa, una de les parets hi ha
de coincidir; d'aquesta manera, no necessitem cap mao, perque ja esta construida.

Per tant, hem de minimitzar: P(x, y) = 2x + y — P(x) = 2x + 12

X
2_
P'(x):2—£:¥20—>x:—\/6,x:x/6

x° X

Com que una longitud no pot ser negativa, tenim que: x = \/g -y = 2\/g

Comprovem que en aquest punt s'assoleix un minim:

" 24
P (X) :T
X

Les dimensions de 'habitacié son x = /6 mi y = A6 m.

- P(\/g) > 0 — Es tracta d’'un minim.

089 | Volem delimitar una parcel-la rectangular, enganxada a la paret d'una nau.
Si disposen de 200 m de filat per fer la tanca, digues quines sén les dimensions
de la parcel-la que té la superficie més gran.

Anomenem x i y les dimensions de la parcel-la. Com que estara enganxada
a la paret de la nau, s’ha de complir que: 2x + y = 200 — y = 200 — 2x

Es tracta de maximitzar la funcié superficie, determinada per:
S(x) = xy = S(x) = x(200 — 2x) = 200x — 2x*
S'(x)=200—4x =0— x =50

§"(x) = —4 < 0 en R — En x = 50 assoleix un maxim.

Les dimensions de la parcella sén: x =50 miy = 100 m.

090 ' Determina quines dimensions ha de tenir un paraiglier amb forma de prisma
quadrat de 20 dm? de volum perqué a I'hora de fabricar-lo es gasti la quantitat
de material més petita possible.

Anomenem x l'aresta de la base i y l'altura del prisma quadrangular.

Aleshores, sha de complir que: x’y =20 — y = %
X

Com que un paraigler no té base superior, hem de minimitzar la funcié superficie,
que esta determinada per:
80

S(x, y) = x* + 4xy — S(x) = x* +4X¥ =x*+
X X

3
S’(x):2x7@=u:0—>x:\3/40

x° X°

S"(x) =2+ @ - S”(\/3 40 ) > 0 — Se assoleix un minim.
X

Les dimensions del paraigUer son:

Aresta de la base x = /40 dm Altura y = 0 0 dm

(Fa0) 1600
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Digues si tots els cilindres amb el mateix volum tenen també la mateixa superficie
total. Quin té la superficie més petita?

Considerem ri h les dimensions del radi de la base i de I'altura del cilindre.
SiV(r, h) és el volum:
V(r, h)

2

V(r, h)=mnr’h —» h=
o

La superficie del cilindre que hem de minimitzar esta determinada per:

VIR o, 2V )
Tl r

S(r, h) = 27r? 4 2wh = 2wr? + 27r -

Com que el volum sempre és el mateix, derivem respecte de r:

3 —
S, by = amy = 200 A0 VR
r re 2T
S h) = 4w+ Lgh) - 5”[3 %h) > 0— S'assoleix un minim.
r T

Aixi, doncs, no tots els cilindres amb el mateix volum tenen també la mateixa
superficie total, i el que té la superficie més petita és d'aquestes dimensions:

F V(r, h) hes 4V(r, h)
2T T

De tots els cilindres que podem inscriure en una esfera de 9 cm de radi, troba I'altura
i el radi del que té el volum més gran.

Anomenem x el radi de la base del cilindre
iy la meitat de la seva altura, aixi: R=9.

Es verifica que:
Xy =R x4+ y’=81—y=+81"—-x?

La funcié que hem de maximitzar és:

V(x, y) = mx*hon h = 2y.
V(x, y) = 2mx’y = V(x) = 2181 — X2 = 2m/8Ix* — x°

3 £yS 3 £yS
Vix) = 21(324x° — 6x°) _ T(324x° — 6X°) — 0 x :O,X:\/g

2/81x* — x° J81x* — X

« En (O, @) — V'(x) > 0 — V(x) creixent
. En (\/g +00) — V'(x) < 0 = V(x) decreixent

Pertant, en x = /54 assoleix un maxim.

Aixi, doncs, I'altura i el radi del cilindre de més volum que podem inscriure en una
esfera de radi 9 cm és:

Radi:\/gcm
Altura: 281—54 = 2\/5 cm



SOLUCIONARI

093 | De tots els cons que podem inscriure en una esfera de 9 cm de radi, determina
I'altura i el radi del que té el volum més gran.

Anomenem ri h el radii l'altura del con.
Es compleix que:

r’ 4 (h—9) =81

r’ =81—(h—9) =—h>+18h

La funcié que hem d'optimitzar és:

Vir, h) = % ~wrh — V(h) = - m(—h? +18h)h = %.w(w +18R)

w| =

V'(h) = %"K(—th +36h) =7(—h*+12h)=0—>h=0,h=12

V'(h) = m(=2h +12)

V"(0) > 0 — Per a h = 0 assoleix un minim.

V"(12) < 0 — Pera h = 12 assoleix un maxim.

Aixi, doncs, el con que té el volum més gran és el que té una alturade 12 cm
i un radi de la base \72 = 6v/2 cm.

094 | Amb un tros de filferro de 12 cm de longitud podem formar diferents rectangles.
Digues quin d’aquests rectangles té la superficie maxima.

Considerem x i y les dimensions del rectangle, de manera que:
2X+2y=12—>x+y=6

Aixi, doncs, la funcié que hem de maximitzar és: S(x) = x(6 — x) = 6x — x*
Sx)=6—-2x=0—>x=3

S$"(x) = =2 < 0 — En x = 3 assoleix un maxim.

Per tant, les dimensions del rectangle de superficie maxima sén 3i 3, és a dir, un
quadrat de costat 3 cm.

095 | Troba dos nombres que sumin 20 si saps que el seu producte és maxim.

Considerem x i y els dos nombres que busquem. Es compleix que:
X+y=20—>y=20—x

P(x, y) = xy — P(x) = x(20 — x) = 20x — x°
P(x)=20—-2x=0—->x=10

P"(x) = —2 < 0 — En x = 10 s'aconsegueix un maxim i, per tant, els nombres
sonx=10iy=10.
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096 | Considera la funcié segiient:

f(x):i+lnx
X

Escriu l'equacié de la recta tangent a la grafica d’aquesta funcié que té maxim
pendent en l'interval [1, e].

Com que necessitem que el pendent sigui maxim, la funcié que hem d'optimitzar
és la funcié derivada primera:

, —1 1 —14+ x
f(X): 2 = 2
X X X
f"(x) = 2_3)( =0—-x=2
X
2x —6 ) .
f"(x) = — f"(2) < 0 — En x = 2 assoleix un maxim.

X4

f(2) = %Jr In 2 — L'equacié de la recta tangent en el punt [2, %—k In 2]
amb pendent f(2) = 2=
4 4

és:

G N

1
—|=4h2|=—(x-2
y[2+n] (x—2)

Digues en quin punt de la parabola y = 4 — x? la tangent forma amb els eixos
de coordenades un triangle d'area minima.

La funcié de l'enunciat representa una parabola amb vértex a l'eix Y,

per la qual cosa hi ha d’haver dues solucions simetriques respecte d'aquest eix,
una al primer quadrant i una altra al segon. Considerem (g, 4 — @) un punt

de la parabola del primer quadrant.

y'=—=2x = y'(a) = —2a — L'equaci6 de la recta tangent a la parabola
enelpunt(a, 4 —a?)és:y — (4 —a’) = —2a(x —a) = y = —2ax + a* + 4

2
a +4'0].

Els punts dintersecci6 d'aquesta recta amb els eixos son: (0, a* + 4) i [ 5
a

L'area del triangle que es forma amb aquests punts i el punt (0, 0) és:

2 2 2
i (@>+4)= e +4° que és la funcié que hem d'optimitzar.

Ala) = il
2 2a 4a

A'la)

202 _ 2 2 4 2
:160(0 +4)—4(a” + 4) :30 + 8a 16=O—>a:j:2\/§
16a° 4q’ 3

e o
a= 3 és la solucio del primer quadrant.

2 3 - 4 2 4
J() 40°020° +160) ~ Ba3a’ +8a’~16) _ 3a* +16 _)A,,[

6a 2a
[ 3
E

EE

3

>0

8 . . " -
, —|la tangent forma amb els eixos un triangle d'area minima.
3
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Considerem (x, y) el punt de la parabola que busquem. La distancia d'aquest punt

al punt (3, 0) esta determinada per: d = /(x — 3)> + (y — 0)°

Lafuncié que hem d'optimitzarés:D = d* = (x — 3)* + y? — D(x) = (x — 3)* + x*

D'(x) =2(x —3)+4x> = 0 = x = 1és|'inica solucio real.
D"(x)=2412x> = D"(1) > 0 = En x = 1 assoleix un minim.
Aixi, doncs, el punt que busquem és (1, 1).

B
.
.
.
.
& y
.

X

Considerem x la meitat de la base del rectangle i y I'altura. Es compleix
X4y’ =25->y=v25-x’

La funcié que hem d'optimitzar és:

Alx) = 2x325 — x> = 2425x¢% — x*

43
A’(X):M:O%SOX—ADQ:OAX:O,X: 2—25 =—

\25x2 — x*

[ 2 2
En|o0, T

—>A'(X)>Oien[ ,+oo]eA’(x)<0

5 . .
Pertant,en x = assoleix un maxim.

Aixi, doncs, les dimensions del rectangle d’area maxima soén: x =

5v2
52 2
2

iy cm, és a dir, es tracta d’'un quadrat.

Considerem x i y les dimensions del rectangle, de manera que: xy = 3.
La funcié que hem d'optimitzar esta determinada per:
2
P=d~d=d2=x2+y2—>P(x)=x2+[i] = x>+
X
P'(x)zzxfgzo—mw718=o—>x:fﬁ,x:@
X

La solucié valida és: x = \/g
4
P'(x) =2+ 5—4 - P(\/g) > 0 — En aquest punt assoleix un minim.
X

. . 3 ) .
Les dimensions s6n x = v/3 | y = —==1+3,ésadir, un quadrat

de costat \/g m. \/g

Determina el punt de la parabola y = x? que es troba més proxim al punt (3, 0).

Determina les dimensions dels costats d'un rectangle d’area maxima que esta inscrit
en una semicircumferéncia de 5 cm de radi, i que té un dels costats sobre el diametre
d'aquesta semicircumferencia.

que:

V2

2

cm

Entre tots els rectangles de 3 m? d’area, troba les dimensions del que tingui minim
el producte de les diagonals.
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De tots els triangles isosceles inscrits en una circumferencia de 5 cm de radi,
troba les dimensions del que té I'area més gran.

Anomenem x la meitat de la base del triangle,
iy + 5 laltura. Es verifica que:

X2+ y? =25 x =425y’

La funcié que hem d'optimitzar esta determinada per:

Aly) = %2\/25 VS =+ 55—y

Ay =J25—y +(y+5) —— DTV YV =V g

Wn—y  Js-y

%—2y2—5y+25:0—>y:—5,y:§

La solucié valida és la positiva.

« En [—5, g] — A'(y) > 0 — Funcio creixent

. En [% +oo] — A'(y) < 0 — Funcio decreixent

Aixi, doncs, en y = — assoleix un maxim.
2

Per tant, les dimensions del triangle d'area més gran sén:

Base:2x:2~@:\/g:5\/§

2

Altura:y—l—S:E-i-SzE
2 2

El perimetre d'un triangle isosceles fa 10 m. Si gira al voltant de I'altura
que correspon al costat desigual, genera un con.

Calcula els costats del triangle perqué el volum del con sigui maxim.

Pel teorema de Pitagores:

r2+h2:gz—>h: 'ngrz

Com que el perimetre del triangle és 10 m, tenim que:
29+2r=10—->g+r=5->9g=5—-r

Aixi, doncs, si substituim en l'expressio de l'altura obtenim:
h=yJg—r =JG-nt—r* =25+ —10r— 2 =J25-10r

La funcié que hem d'optimitzar és:

V(r, h) :%mrzh - V()= %"IVZ\/ZS —10r = %\/25r4 —10r°

Vi) = n(100r* —50r) _ 0 {
6+ 25r% —10r°

La solucié valida ésr= 2.

Aixi, doncs, les dimensions del triangle sén:

Base:4 m Costats:3 m
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Un taller artesanal esta especialitzat en la produccié d’un tipus de joguines.
Els costos de fabricacio, C(x), en euros, estan relacionats amb el nombre de joguines
fabricades, x, mitjangant I'expressio:
C(x) = 10x* — 1.850x + 25.000
El preu de venda de cada joguina és de 50 €.

a) Planteja la funcio d’ingressos que obté el taller amb la venda de les joguines
produides.

b) Planteja la funcié de beneficis, entesos com la diferéncia entre ingressos i costos
de fabricacid.

c) Quantes joguines ha de fabricar per maximitzar beneficis?
A quant pujaran aquests beneficis?

a) I(x) = 50x

b) B(x) = I(x) — C(x) = 50x — (10x* — 1.850x + 25.000) =
= —10x? 4+ 1.900x — 25.000

) B'(x)=—20x+1900 =0 — x — % — 9
B"(x) = —20 < 0 — En x = 95 s'aconsegueix un maxim.

B(95) = —90.250 + 180.500 — 25.000 = 65.250

Aixi doncs, per maximitzar beneficis ha de vendre 95 joguines.
Aquests beneficis pugen a B(95) = 65.250 €.

2
- —X"+9x —16 . -
La funcié B(x) = ———— representa, en milers d’euros, el benefici net
X
d’un procés de venda, en qué x és el nombre d’articles venuts.
Calcula el nombre d'articles que s’han de vendre per obtenir el benefici maxim
i determina aquest benefici maxim.

72 _ 72
M%B’(x):xijm:OA—xz+16:0%X:i4
X X

B(x) =

La solucié valida és x = 4 (I'altra no té sentit)
—(4? 41 4
El benefici maxim sera: B(4) = M =—=1
4 4

Aixi doncs, el benefici maxim és de 1.000 €
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Volen fabricar amb llauna una paperera cilindrica, sense tapa, de 10 dm?® de
capacitat. Determina quines dimensions ha de tenir perque utilitzin per fabricar-la
la menor quantitat possible de llauna.

Sirihson el radiilaltura del cilindre: ®r’h =10 — h = 1702
T

La funcié que hem d'optimitzar és:
S(r, h) = wr? + 2wh — S(r) = wr? + 27 - 1702 =7+ 2

uva r

S/(/’):2ﬂf—@20—>2‘Kf3—20:0%‘r(r3—10:0%I’:3E

r T
10 ) L
>0 — Enr = 3— assoleix un minim.
™

40 [ 10
3
Per tant, per utilitzar la menor quantitat possible de llauna, les dimensions

S"nN=2n+—-—>75"
/’3
e 10 ) 10
de la paperera cilindrica han de serr = 3)— dmih = 3/— dm.
T T

s

Determina com han de ser tres nombres reals positius perque sumin 100, la suma
del primer més dues vegades el segon més tres vegades el tercer sigui 200
i el seu producte sigui al més gran possible.

Anomenem x, y i z els nombres que busquem.

X+y+2z=100 } X=100—y—z }—)1007)/72:20072)/732
X+ 2y +3z=200 x=200—-2y—3z — y =100-2z

10—y —2z=200—2y —3z—>y=100—-2z

Pertant, resulta: x =100— (100 —22) —z2=27—z= 7

P(x, y, z) = xyz = P(z) = z(100 — 22)z = 1002* — 27°

P'(z) = 200z — 62° :Z(ZOO—6Z):O—>Z:O,Z:%:%
P"(z) =200 —12z — P[% <0—>Enz= ? s'aconsegueix un maxim.
Aixi doncs, tenim que: x = % y =100 — % = 150 z= %

107 | Troba les dimensions d'una cartolina rectangular de 60 cm de perimetre que, quan fa
una volta completa al voltant d'un costat, genera un cilindre de volum maxim.

Hem d'optimitzar la funcié V(r, h) = wr*h, en qué r és el radi i h és l'altura

del cilindre. La cartolina rectangular, per les condicions de l'enunciat, ha de tenir
dimensions h, r, i per aixd s’ha de complir que:
2h+2r=60—>h+r=30—>h=30—r

AiXi, V(r) = 7r*(30 — r) = 307’ — wr?

Vi(r)=60mrr —3nr*=0—>r=0,r=20

La solucié valida és r = 20.

V'(r) = 60w — 6mr — V"(20) < 0 — En r = 20 assoleix un maxim.

Aixi, doncs, les dimensions de la cartolina per aconseguir el cilindre de volum
maxim sén:r=20cmih=10cm.
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SOLUCIONARI

Una fabrica de televisors ven cada aparell a 300 €. Les despeses derivades
de fabricar x televisors son D(x) = 200x + x2 on 0 < x < 80.

a) Suposant que es venguin tots els televisors que es fabriquen, troba la funcioé
dels beneficis que s'obtenen després de fabricar i vendre x televisors.

b) Determina el nombre d'aparells que convé fabricar per obtenir el benefici maxim,
i determina, també, aquest benefici.

a) B(x) = 300x — D(x) = 300x — (200x + x?) = 100x — x?,en qué 0 < x < 80
b) B'(x)=100—-2x =0 — x =50

B"(x) = —2 < 0 — En x = 50 s'aconsegueix un maxim.

B(50) = 5.000 — 2,500 = 2.500

Aixi doncs, per obtenir el benefici maxim han de fabricar 50 televisors;
aquest benefici és de 2.500 €.

S’ha determinat que el cost total, en euros, que suposa per a una empresa
la produccioé de n unitats d'un article varia segons la funcié
C(n) = 2n®+ 270n + 2.048.

Determina, justificant la resposta:
a) Lafuncié que defineix el cost per unitat produida.

b) El nombre d’unitats que han de produir-se per fer minim el cost
per unitat.

¢) Elvalor d'aquest cost minim per unitat.

2 42700 4 2048

a) f(n)
n
3 _
b) f’(n):w=0—>4n3 —2048 50 =5125n=8
n
3
f"(n) = 4n+734096 — f"(8) > 0 — En n = 8 s'aconsegueix un minim.
n

Per tant, per fer minim el cost per unitat s’han de produir 8 unitats.

~ 1024+ 2160 + 2048

8
El valor del cost minim per unitat és de 654 €.

q f(8) 654

Es vol organitzar una competicié esportiva que consisteix a nadar

des d’un lloc A, situat a la vora d’un riu, fins a un altre lloc B situat

a la mateixa riba; alla se surt del riu i s’ha d’anar corrent fins a un altre lloc C,
des del qual es torna altre cop a B, on acaba la competicié. Se suposa

que tots els trajectes sén rectilinis. La distancia de Ca A és de 10 km

i la distancia de Cal riu és de 6 km.

Determina a quina distancia de A s’ha de situar el punt B perque el recorregut
complet sigui el menor possible.
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Aplicacions de la derivada

11

d=x+y C
100=36+d*—>d* =64 —>d=38
y=8—-x—->d(B,C)=36+(8—x)’

—>dB,0)=36+64+x>—16x= 0
= x> —16x + 100
Podem expressar la distancia recorreguda B A
y X

de la manera segUent:

E(x)= x4+ 24 x> —16x 4+ 100
F) =1+ ——2X210 053 —16x +100 = 16— 2x

x* —16x +100 — x? — 16X 4100 = 256 + 4x” — 64x
3% —48x —156 =0 — x = 11,46; x = 4,54
De les dues solucions només és valida x = 4,54.
Al'esquerra de 4,54: E'(x) < 0 — E(x) decreixent, i a la dreta: £'(x) > 0
— E(x) creixent. Aixi, en x = 4,54 s'aconsegueix un minim; per tant,
perqueé el trajecte sigui el més curt possible cal situar B a 4,54 km de A.

La funcié de cost total de produccié de x unitats d'un producte

ésC(x) = %xz + 6x + 192. Es defineix la funcié de cost mitja per unitat

C(x)

com C(x) = —22. A quin nivell de produccié sera minim el cost mitja per unitat?

X

%Xz + 6x +192

C(x) =
X
—x? =192 2 576
Tl =2 =X 720 0 x? =576 — x = +24. Només és valida
x? 3x?
la solucio positiva, perqué no es pot produir un nombre negatiu d'unitats.
— 4 —
C"(x)= % — (C"(24) > 0 — En x = 24 s'aconsegueix un minim.
X

El cost mitja per unitat sera minim quan es produeixin 24 unitats.

112 | Troba un nombre xy tal que la suma de les seves xifres sigui 12 i de manera

que la suma del cub de la xifra de les desenes i del triple del quadrat de la xifra
de les unitats sigui al més petita possible.

X+y=12—->y=12—-x

La funcié que hem de minimitzar és: S(x, y) = x* + 3y? — S(x) = x* + 3(12 — x)’
Sx)=3x—6(12—X)=0—>3x =724+ 6x=0—>x=—6,x=14
S"(x)=6x+6

§"(—6) < 0 — En x = —6 s'aconsegueix un maxim.

§$"(4) > 0 — En x = 4 s'aconsegueix un minim.

Aixi doncs, les xifres del nombre que busquem sén: x =4,y = 8.

Per tant, el nombre és 48.



113

SOLUCIONARI

Descompon de manera raonada el nombre 90 en dos sumands de manera
que el resultat de sumar el quadrat del primer i el doble del segon sigui minim.

X+y=90—>y=90—x

Hem de minimitzar aquesta funcio:

S(x, y) = x>+ 2y — S(x) = x> +2(90 — x) = x> +180 — 2x = x* — 2x + 180
SX)=2x—2=0—x=1

S$"(x) =2 >0 — Enx=1 s'aconsegueix un mimim.

Aixi doncs, els dos sumands que busquem sén x =11y = 89.

114 | Unvenedor de polisses d’assegurances té un sou fix de 1.000 €, més una comissiod

115

que ve donada per la funcié 17x — 0,0025x, en qué x representa el nombre

de polisses venudes. Si el venedor té mensualment una despesa general de 200 €
més una altra de 5 € per polissa contractada, calcula el nombre de polisses

que ha de contractar mensualment perque el seu guany sigui maxim.

A quant puja aquest guany?

Sou: 1.000 + 17x — 0,0025x° Despesa: 200 4 5x
Guany: G(x) = 1.000 + 17x — 0,0025x* — 200 — 5x = —0,0025x° + 12x + 800
12

G'(x) = —0,0075x* +12 =0 = x* = =1600 = x = +40

0,0075
G"(x) = =0,015x — G"(40) < 0 — Perqué el guany sigui maxim ha de contractar
mensualment 40 polisses.

G(40) = 1.120 — El guany obtingut pujaa 1.120 €.

Suposa que a casa hi ha un bany amb dutxa

i un amb banyera. Els cabdals d’aigua que surten

per la dutxa i per l'aixeta de la banyera sén,
respectivament, de 12 litres/minut i de 9,6 litres/minut.
Si decideixes banyar-te, has de tenir oberta 'aixeta
durant 10 minuts perqueé s'ompli la banyera.

L'aigua calenta ve d'un termos eléctric i escalfar-la
fins a la temperatura que t'agrada val 0,01 € per litre.
L'aigua de la dutxa s'escalfa amb un escalfador de gas
i escalfar-la fins a aquesta temperatura val 0,8 céntims
d’euro per litre. Quant temps pot durar una dutxa
perqué surti més barat que banyar-se?

Ala banyera entren 10 - 9,6 = 96 litres d'aigua.
Omplir la banyera costa: 96 - 0,01 = 0,96 €.

Six és la quantitat de minuts que l'aixeta de la dutxa esta oberta, la funcié
de la despesa esta determinada per: G(x) = 12-0,008x = 0,096x

El maxim d'aquesta funcié ha de ser més petit que 0,96.

G(x) = 0,009x < 0,96 —> x < % 5 x <100

’

Els costos de la dutxa i el bany sigualarien al cap de 100 minuts.
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Aplicacions de la derivada

116 | Una discoteca obre les portes a les 10 de la nit sense cap client, i les tanca
quan ja han marxat tots. Suposa que la funcié que representa el nombre de clients, n,
en funcié del nombre d’hores que porta oberta, t, és N(t) = 80t — 10t

a) Determina a quina hora el nombre de clients és maxim. Quants clients hi ha
en aquest moment?

b) A quina hora tancara la discoteca?

a) N'(t)=80—-20t=0—>t=4
N'(t) = —20 < 0 — Per a t = 4 s'aconsegueix un maxim.
N(4) = 320 — 160 = 160
Per tant, el nombre de clients és maxim al cap de 4 hores d'enca que obren
la discoteca, i en aquell moment hi ha 160 clients.
b) La discoteca tancara quan no hi quedi cap client.
N(t)=0— 80t —10> =0—t(80—10t) =0 —>t=0,t =8

La discoteca tancara després de 8 hores de ser oberta, ésadir,ales 6 dela
matinada.

117 | El benefici obtingut per una empresa, en milers d’euros, ve donat per la funcié:

—5x% 4+ 40x —60 i 0 <x <6
f =
(x) 5%—15 5i6<x <10

en qué x representa la despesa en publicitat, en milers d'euros.
a) Calcula la despesa en publicitat a partir de la qual I'empresa no té perdues.

b) Calcula la despesa en publicitat que produeix maxim benefici.
Quin és aquest benefici maxim?

a) Enx=6lafuncid és continua: f(6) =f(6")=0 f(6T)=15-15=0
—10x+40 si0<x<6
fi(x) =
o % §6<x<10

«En(0,6) > f(x)=0—>—-10x+40=0—>x=14

En (0, 4) = f'(x) > 0 — f(x) creixent

{Eﬂ (4, 6) = f'(x) < 0 — f(x) decreixent

« En(6,10) = f'(x) > 0 — f(x) creixent
f(0) = —60 f(4) =20 f(6)=0 f(10) =10
524+ 40x—60=0—>x=2,x=6
Aixi doncs, la funcié és negativa en (0, 2) i és positiva en (2, 6).
També és positiva en (6, 10).
Per tant, l'empresa no té pérdues a partir d'una despesa en publicitat de 2.000 €.

b) Ladespesa en publicitat que produeix el benefici maxim és 4.000 €,
i aquest benefici és de 20.000 €.
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SOLUCIONARI

PREPARA LA SELECTIVITAT

X3

Considera la corba d'equacié y = .
X2 +1
Escriu I'equaciod de la recta tangent a aquesta corba en el punt d’abscissa x = 1.

4 2
m):i f'(X):u%f'(1):i:1
2 (x? 4+ 1) 4
- 1 1
Equacio de la recta tangent: y — B =x—1->y=x— B
Donada la funcié f(x) = x*> 4+ 3x*> — 4, calcula:
a) El pendent de la recta tangent a la grafica de fen el punt d'abscissa x = —1.

b) Elsintervals de creixementi els de decreixement.
c) Els maxims relatius i els minims relatius. Qué val la funcié f en aquests punts?

a) f(x)=3x>+6x
f(—=1)=3—6 =—3 — El pendent és —3.
b) f(x)=0—-3x+6x=0->xBx+6)=0—>x=0,x=-2

e En(—o0, —=2) U (0, +00) = f'(x) > 0 — f(x) creixent
« En(=2,0) = f(x) < 0 — f(x) decreixent
C) « Enx=—2saconsegueix un maximif(—2) = 0.

« En x = 0 saconsegueix un minim i f(0) = —4.

2
Considera la funcié f(x) =

o en qué aib soén parametres reals.
a—bx

a) Determina els valors dels parametres a i b per als quals f(2) = —4 i la recta
tangent a la grafica de f(x) en x = 6 és horitzontal.

b) Peraa=1ib= —1,raona quin és el domini de f(x) i determina’n els intervals
de concavitat i convexitat i els punts d'inflexié de f(x).

4

a) fQ)=—-4-> =—4—>54=—-4a+8b—>1=—-a+2b
a—2b
Flx) = 2x(a—bx) — x*(=b) _ 2xa—2bx’ +bx* _ 2xa—bx’
(a—bx)’ (a—bx)’ (a — bx)?
P6)=0— 129730 o 1a—36b=0-a=3b
(a—6b)’
1=-3b+2b>1=-b—o>b=—-1—-a=-3
2
b) f(x)= —Domf=R—-{-1
1+ x
2
f'(x) = X+ f'(x) = = 0 — No presenta punts d'inflexio.
(x +1? (x+1°
« En(—o0, —=1) = f"(x) < 0 = f(x) cOncava

e En(=1,400) = f"(x) > 0 = f(x) convexa
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Aplicacions de la derivada

L'atencié davant d’'un anuncio de televisié (en una escala del 0 al 100) de 3 minuts
de durada es comporta segons la funcié A(f) = —10t? 4 40t + 40, amb 0 < t < 3.

a) A quants minuts de l'inici de I'anunci es presta la maxima atencié?
b) Quan acaba I'anunci, en quin punt de l'escala d'atencid s'esta?
¢) En quin punt de I'escala d’atencié s'esta quan han passat 90 segons?

) A)=—20+40=0—t=20_>
20
A"(t) = —20 < 0 — En t = 2 s'aconsegueix un maxim.

Al cap de 2 minuts de l'inici de I'anunci es presta la maxima atencio;
el valor és de 80.

b) t=3— AB)=-90+120440=70
En una escala del 0 al 100, s'esta en el punt 70.
) 90s=15min— A(1,5) =—-22,54+60+40=77,5

En una escala del 0 al 100, s'esta en el punt 77,5.

Determina les condicions més economiques d’una piscina oberta a l'aire, de 32 m?
de volum amb un fons quadrat, de manera que la superficie de les parets i del terra
necessiti la quantitat minima de material.

Considerem x el costat de la base i y la profunditat de la piscina; es compleix que:

xzy:SZAy:%
X

S(x,y):x2+4xy—>5(x):x2+4x~%:x2+ﬁ
X X
, 128 , ,
5(X)=2X772=O—>2X —128=0->x"=64>x=4
X
" 256 " , ) .
S (X):2+73%S (4) > 0 — En x =4 s'aconsegueix un minim.
X
32
XxX=4->y=—=2
16

Aixi doncs, cada costat de la base de la piscina ha de fer 4 metres i la profunditat
ha de ser de 2 metres.

Una fira de bestiar esta oberta des de les 10 fins a les 20 hores. S’ha comprovat
que el nombre de visitants diaris queda determinat, com a funcioé de I'hora del dia,
mitjancant I'expressio N(t) = —20(A —t)*> + B, si 10 <t < 20.

Si saps que a les 17 hores assoleix el nombre maxim de 1.500 visitants, determina
les constants A i B. Justifica la resposta.

N(17) = —20(A —17)* + B = 1.500 — —20(A? 4 289 — 34A) + B = 1.500
— —20A” — 5780 + 680A + B = 1.500
— —20A’ + 680A+ B = 7280

N'(t)=40(A—1t) > N'(17) =40(A=17) =05 A=17=0—> A=17
—20-289 4115604+ B =7.280 — B = 7.280 — 11.560 + 5.780 — B = 1.500



SOLUCIONARI

S'estima que els beneficis mensuals d’'una fabrica de dolcos, en milers d'euros,
vénen donats per la funcié f(x) = —0,1x* 4 2,5x — 10, quan es venen x tones
de producte.

a) Calcula la quantitat de tones que han de vendre per obtenir el benefici maxim
i calcula’l. Justifica que és maxim.

b) Calcula la quantitat minima que han de vendre per no tenir pérdues.

¢) Quina quantitat produeix el maxim benefici per tona venuda?
Calcula el benefici maxim i justifica que és maxim.

a)

f(x)=—-02x+25=0— x = 25 =125
f"(x) = —0,2 < 0 — En x = 12,5 s'aconsegueix un maxim.
f(12,5) = —15,625 4+ 31,25 — 10 = 5,625

Per obtenir el benefici maxim han de vendre 12 tones i mitja. Aquest benefici és
de 5,625 milers d'euros.

Estudiem quan el benefici és 0, perqué aleshores no hi haura pérdues.
Fx)=0—> —0,1x>+25x—10=0— x =5, x = 20

Per tant, la quantitat minima que han de vendre és 5 tones.

La funcié que ens dona el benefici per tona venuda és:
. —=0,1x* +2,5x =10

g(x)
X
_ 2
g =2 H10 e =19 005 x =410
x? 0,1
" —20

9"(x) =—;

X
g"(—10) > 0 — En x = —10 s'aconsegueix un minim.

g"(10) < 0 — En x = 10 s'aconsegueix un maxim.

Per produir el benefici maxim per tona venuda han de vendre 10 tones.

5
(10)=—=0,5
7 10

Aixi doncs, el benefici sera de 500 €.
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L’home, la femella i la fam

A Cuba anomenen boles els rumors, tant si son certs com falsos. Es
tracta d'una sinonimia per associacio6, perque les boles, igual que els
rumors, corren, s'esmunyen, salven esculls, alenteixen la marxa
o l'augmenten segons el terreny, i arriben als racons més insospitats.

En un indret on se sap que les noticies oficials no sén mai el que sem-
blen i no semblen mai el que son, el paper de les boles agafa un espe-
cial significat. La societat s’assabenta del que passa per mitja de les
boles. I la teoria sobre la velocitat amb la qual s’estenen els rumors
aconsegueix dimensions cosmiques, amb un temps record de distribu-
ci6 que es podria resumir en la formula V, = 3 X i, en que 3 és el
terme mitja minim de persones a les quals s'acostuma a explicar una
noticia, i designaria el factor d'importancia que una noticia determina-
da té per als interessats, i V,, la velocitat amb la qual es propaga aquest
Tumor.

L'Havana hauria de ser un cas perque l'estudiessin les Nacions Uni-
des... i no tan sols perque el seu barri historic 'hagin declarat patrimo-
ni de la humanitat. En aquesta ciutat de dos milions i mig d’habitants, |
una bola amb factor i molt alt que sortis a rodar a les set del mati, ja és
coneguda per les quatre cinquenes parts d’aquella poblacié abans de
les deu.

Aix0 va passar, per exemple, quan es va estendre el rumor que I'ambai-
xada del Canada, situada a la bella mansio de la Setena Avinguda, a Mi-
ramar, donava visats de sortida a tothom qui volgués treballar a les
mines d’Australia. Analitzada sota el prisma del seny, podria semblar
impossible que una idea aixi se I'hagin pogut prendre seriosament ni
tan sols deu persones; perd en aquesta olla de grills que és Tl'illa, es
tracta d'un tipus de rumors que desencadenen una resposta espontania,
energica i molt més massiva que quan obliguen la poblaci6 a marxar a
la placa, amb el somriure als llavis, sota pena de perdre els seus llocs de
treball. La desesperacio és la mare del deliri. No és estrany, per aixo,
que qualsevol rumor —per absurd que sigui— provoqui 'aglomeracio de
milers de persones, i crei el consegiient caos en la vida publica.

DAiNA CHAVIANO



SOLUCIONARI

L’home, la femella i la fam
Daina Chaviano

En aquesta novel-la no surt cap més referéncia a les matematiques que la d'aquest paragraf.
Perd n'hi ha un exemple paradigmatic en una novella de Jardiel Poncela titulada Amor se escribe
sin hache. Alla trobem una escena en la qual aquest llenguatge serveix a I'autor per descriure

el comportament absurd del protagonista i el seu caracter estrafolari. La Sylvia i en Zambombo
arriben a una illa després que naufragués el vaixell en qué viatjaven. Una vegada encesa

una foguera admirable, en Zambombo va determinar construir una cabana.

=S, si! —va aplaudir la Sylvia—. Una cabana... i tu, estimat... Ah! Que feli¢ que soc!

En Zamb es va dirigir cap a I'entrada del bosc i va transportar a la platja uns quants arbres
que jeien al terra abatuts, potser, per alguna tempesta. Va calcular la resistencia dels arbres
mesurant-ne el diametre i la longitud, i va escriure a la seva llibreta:

A+B=(A+B —(A+B) x(A+B) +(A+B)

Va elevar al quadrat el primer terme i, davant la seva sorpresa, que no es pensava que sabia
tantes matematiques, va obtenir:

(A+B’=A+B) -~ (A+B) x (A+B)+(A+B)
[ substituint aixo per les xifres que havia esbrinat, va aconseguir: 73* = (10 + 10)
La resistencia dels troncs de l'arbre era de 730 quilograms.

Va posar els troncs recolzats entre ells, formant dos vertexs, en nombre de quinze. De manera
que quan en Zamb i la Sylvia s’hi van posar a sota, els quilos d’arbre que els van caure a sobre,
quan es va desplomar la cabana, van ser: 730 x 15, o sigui: 10.950.

Tots dos es van desmaiar com a consequiéncia del traumatisme. Quan van tornar en si, era

de nit.*

* Podem calcular que, per cada 100 quilos que cauen al cap d’'un ésser huma, queda desmaiat un minut.
Com que en 10.950 quilos hi ha, aproximadament, 109 vegades 100 quilos, resulta que en Zambombo
ila Sylvia van estar desmaiats durant 109 minuts, o sigui, dues hores menys onze minuts. No ens podem
explicar, per tant, per qué quan van tornar en si ja era de nit.

Jardiel Poncela fa servir aqui el llenguatge algebraic com un recurs humoristic, una aplicacié
innovadora, perque en matematiques i en les altres ciéncies es fa servir per expressar propietats
o per resoldre problemes.

Suposa que cada persona que sent un rumor el difon a nou persones en una hora.
Escriu la formula de la funcié que expressa el nombre de persones que coneixen
el rumor en relacié amb el temps que ha transcorregut. Representa-la graficament
i calcula les hores que calen perqué tota I'Havana

s'assabenti de I'esdeveniment. v

f(t) = 9"amb t € R* el nombre d’hores.
f'x)=9"-In9>0— f(x)
No té maxims ni minims.

9" = 2.500.000 — t = log, 2.500.000 = 1n 2500000 =6/.

In9
En menys de 7 hores, els habitants de I'Havana — —t
coneixeran l'esdeveniment.
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Representacié de funcions

ABANS DE COMENCAR... RECORDA

001 | Calcula aquests limits:

2_ X3—X
a) lim (x> =2x+7) Qo lim X —x+1 e) lim 8**
X+ x>t x2 + x X+
XA =2x+7 X 4+ x=2 i
b) lim — d) lim — f) lim (x3—=1) *
X+ X +3X X—+ow X + X X+
2 p—
) lim (X —2x+7) = 4o & lim XFXZ2 g
X—+o0 X —+0o0 X5+X2
X =2x+7 £=x
| - = i x _
B, e Tt 9 Jm 87 =40
0 fim X =xH1_, o
X =400 XZ —+ X B f) xllnjoo (X - 1) * o=t

002 | Estudia la continuitat d'aquesta funcio i classifica’n els punts de discontinuitat:

XZ

fx) =1 x —1
X2 —x+7 six>2

si x <2

XZ

o Six<2: — Funcié racional, no definidaen x = 1.

x—=1
« Six>2:x* — x + 7 = Funci6 polinomica, definida en R.
Aixi, doncs, f(x) esta definida i és continua en R — {1, 2}. Estudiem la continuitat
enx=1lienx=2

« Six=1:
XZ
Iim+ f(x) = lim = 4o
! =T x — Discontinuitat de salt infinit
lim f(x) = lim = —o0
x—1 x=>1 x —1
« Six=2
2
4
lim f(x) = lim =—=
x—>2 x=2 x — 1 1 — Discontinuitat de salt finit
lim f(x)=Im (x> =x+7)=4—-2+4+7=9
x—2" x—21
ACTIVITATS

001 | Determina el domini i els punts de tall amb els eixos de les funcions seglients: .
a) f(x)=+Vx*—16 b) f(x) = sin x

a) f(x)estadefinidasix?—16>0— (x —4)(x +4)>0
— X € (=00, —4]U [4, +00) = Dom f = (—oo0, —4] U [4, +0)

« Tallsamb leix X: Vx? =16 =0 = x* =16 = x = ¥4 — (=4, 0), (4, 0)
« Tallamb I'eix Y: no en té perqué x = 0 no es troba al domini.
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SOLUCIONARI

b) Domf=R
« Talls amb l'eix X:
sinx=0—x=0+knambkeZ — (0 + kx,0)amb ke Z

« Tallamb l'eix Y-
x=0->y=0-(0,0)

002 | Troba el domini i els punts de tall amb els eixos de les funcions segiients:
x? —81
x =7

b) f(x) =log (x + 8)

a) f(x)=

a) Domf=R—{7}
« Talls amb l'eix X:

x? — 81 5
=05 x*=81-x=%9—-(-90),(90)
X—=7
« Tallamb l'eix Y-
X:(Hy:—a:a%[o@
—7 7 7

b) f(x)esta definidaquanx+8>0— x> —8 — Dom f = (-8, +x)

« Talls amb l'eix X:
log(x+8)=0—>x+8=10"=1—=x=-7—(-7,0)

« Tallamb l'eix Y:
x=0-—>y=1log8—(0,log 8)

003 | Estudia la simetria de les funcions seglients:

a) f(x)=+2x*—-25 b) f(x) = —x? —27

a) f(—x)=+J2(=x)? =25 =/2x> =25 = f(x) —> f(x) és simétrica respecte de leix Y.

b) f(—x)=—(—x)* =27 = —x? — 27 = f(x) — f(x) és simétrica respecte de l'eix Y.

004 | Dibuixa la grafica d'una funcié que sigui:
a) Parella. b) Imparella.

a) 4 b) 4

461



462

Representacié de funcions

005 | Determina el periode de les funcions seglients:

a) f(x) = cosx b) f(x) = sin2x
) ol = LI IR A O A, A P 2
X 5 My 5 T 5 T 5 g ) T
f(x) 1 0 —1 0 1 0 —1 0 1 0 —1

La funcid es repeteix amb periode 21 cos x = cos (x + 2kx), Vk € Z

b) iy T 3 5T 3T 7T o 5T
X O\ — | — | — T - —_— | — AN — | ——

4 2 4 4 2 4 4 2

f(x) | O 1 0 —1 0 1 0 —1 0 1 0

La funcid es repeteix amb periode T sin 2x = sin (2x + kx), Vk € Z

006 | Lafuncié que a cada nombre hi associa la seva part decimal, és periodica?
Si és aixi, quin periode té?

Una funcié que a cada nombre hi associa la seva part decimal és periodica
de periode 1.

007 | Representa una funcié

Quin n'és el periode?
Y

El periode d'aquesta funcié és 5.

008 | Escriu una funcié que tingui com a asimptotes verticals les rectes amb les equacions

seglents:
a) x=4ix=-2 b) x=1ix=0
Resposta oberta. Per exemple:
3 f)=— > b) fx) = 2X+3
(x—=4)(x+2) x(x —1)
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009 | Troba les asimptotes verticals d'aquestes funcions:

X2

a) f(x)=log (x* —16) b) f(x)=
x—1
a x?—=16>0—=(x—4)(x+4)>0— x € (—o0, —4]U[4,+00)
Aixi, tenim que: Dom f = (—oo, —4] U [4, +00)
lim log (x* —16) = —0 — Asimptota vertical: x = —4
X——4"

lim log (x? —16) = —o0 — Asimptota vertical: x = 4
X—4"

b) x—1=0—=x=1—=Domf =R —{1}
2
= o0 — Asimptota vertical: x = 1

lim
x=>1 x —1

010 | Estudia si les funcions segiients tenen asimptotes horitzontals:

a) f(x)=— b) f(x)= X
e*+1 x —1
a) lim = 1— Asimptota horitzontal: y = 1
X = +oo eX +‘|

lim —5 = 0 0 — Asimptota horitzontal: y =0

x——o X ] 0+1

XZ

b) lim =+

o X B 1 — f(x) no té asimptotes horitzontals.

= —00

lim
X—>—o x ‘]

011 | Determina la situacio de la grafica respecte de les asimptotes horitzontals d’aquestes

funcions:
2
X
a) flx)= ——— b) f(x) = —>
x*+3 x? —1
! X
a) lim —=——= =1— Asimptota horitzontal: y = 1
X =00 [X4 + 3
2
¢ Six = +o0— X < 0 — f(x) esta per sota de I'asimptota.
x"+3
XZ
¢ Six > —w > ————1< 0 — f(x) esta per sota de |'asimptota.
x*+3
b) lim 3 = 0 — Asimptota horitzontal: y = 0
X =00 X —

—0 >0 — f(x) esta per sobre de 'asimptota.

o« Six —> 400 —
x? =1

—0 <0 f(x) esta per sota de I'asimptota.

e Six = —00—
X =1

463



464

Representacié de funcions

012 | Estudia si les funcions segiients tenen asimptotes obligles:

2 2
a) f) == b) f)= X T3
x —1 X+2
2
a) Im—):lim al =1=0—-m=1

X—ow X—>00 X(X—])
) ) x? [ xP=x?+x ) X
lim (f(x)—mx): lim —x|=lim = lim =1-on=1
X — 00 x| x ‘] X— 00 X_‘] X— 00 X_’l

— Asimptota obliqua:y = mx +n— y = x +1

2
o) i f e X3 o e
oeox e x(x 4 2)
—x? 2 5
lim (f(x) —mx) = lim X7+3+X — jim =% +3+x +2x
X = o0 X — o0 X+2 X — oo X+2
X = X+2

— Asimptota obliqua:y =mx+n—y =—x+2

013 | Determina la situacio de la grafica respecte de les asimptotes obligles
d’'aquestes funcions:

2
a) f =X TF2 b) f(x)=x>+5

x—1
2
a) Iim@:\im X7+2:1¢O—>m:1
XD oy X =00 X(X—])
2
[im (f(x)—mx):lim X +2—x = lim X+2]—1—>n—1
X —>00 X000 X*‘] X— 00 X*]
— Asimptota obliqua:y = mx +n—=y = x+1
2
f)—(mx4m=XF2 -3
x—1 x—1

e SiX = 40—

] > 0 — f(x) esta per sobre de I'asimptota.
X —

¢ Six > —00— < 0 — f(x) esta per sota de l'asimptota.

X —1
2
o) fim S i XS o ma
X — 400 X X—>+00 X
2 )
lim (F(x)—mx) = lim (\/X2+5—X): fim X
X—+o0 X400 X—+oo X2+5 + x
— M ——2 =0
X — 400 /X2+5 +X

— Asimptota obliqua: y = x



SOLUCIONARI

2
jim L0 iy XS 0=
x=—w oy X——00 X
2,2
lim (Fo)—mx)= fim (V" 15 +x)= fim 222X

X——00 X—>—00 ,X2+5 —x

5

= lim ——=0
X—+0o0 XZ +5 —X
— Asimptota obliqua: y = —x
¢ Six > +o0— S R > 0 — f(x) esta per sobre de l'asimptota y = x.
X +5 4 x

5
+ Six = —00 = ————— >0 = f(x) esta per sobre de l'asimptota y = —x.
VXP+5 —x

014 | Estudia si aquestes funcions presenten branques paraboliques:
a) f)=x*"—x3+4 b) g(x)=xInx
a) Funcié polinomica — Dom f = R — No té asimptotes verticals.

Iim (x* =x34+4) =4

o — No té asimptotes horitzontals.
lim (x* —x* 4+ 4) =+
X —=—00
o f(x X' =x*+4
lim 100 _ im X=X L
e X o X — No té asimptotes obligiies.
- f(x) X' =X+ 4
lim —= Im ——MM =—
X=—  y X——00 X

Per tant, la funcio té branques paraboliques quan x — 400 i x — —co,

b) Dom g = (0, +)
1

) ~Inx oo L'Hépital . X )
im xnx —>0-0— IMm ——> — — IIm —— = lim (—x)=0
x—=0" x—0" 1 x—07 1 x—0"

X x°

— No té asimptotes verticals.

lim xInx = 400 — No té asimptotes horitzontals.

X—+00

. g(x) . xInx ) -
lim === lim ——= lim Inx =40 — No té asimptotes obliqles.
X =+ X X—+oo X X =+

Per tant, la funcio té una branca parabolica quan x — +oo.

X
x2+1

015 | Determina les branques infinites de f(x) =

Dom f= R — No té asimptotes verticals.

lim f(x)= lm —— =0
X =+ X—>tw y? +1 ; . )
— Asimptota horitzontal: y =0
) . X
lim f(x)= lim =0
X—>—00 X —>—00 Xz _;’_]

Com que la funcio té asimptota horitzontal quan x — + i quan x — —,
no té asimptotes obliges ni tampoc brangues paraboliques.
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016 | Estudia el creixement i el decreixement d'aquestes funcions, i calcula’n els maxims

i els minims:
2 o2
a) flx)= = b) fx)= X3
x-1 X+ 2
a x—1=0—->x=1—=Domf=R—{1}
2 _ =0
Filx) =2 2X:O—>x272x:0—>{x
(x=1° x=2

e En(—o0, 0) U (2, +0) — f'(x) > 0 — f(x) creixent
<« En(0, U1, 2) = f'(x) < 0 — f(x) decreixent
x=0-—f(x)=0—(0,0) Maxim Xx=2—=f(x)=4—(2,4) Minim

b) x+2=0—>x=-2—->Domf=R—{-2}
2 _ — = —

fl(X)X4XSO%—X2—4X—3O%{X 1

(x+2)7 x=-3
« En (=3, —2)U (=2, =1) = f'(x) > 0 — f(x) creixent
« En(—o0, =3) U (=1, +0) = f'(x) < 0 = f(x) decreixent
X=—1—=f(x)=2—(=1,2) Maxim
X =-3-=f(x)=6 = (=3,6) Minim

017 | Estudia el creixement i el decreixement de les funcions seglients, i troba'n
els maxims i els minims:

a) f(x)= x2- 3x+ 15 b) f(x)= x?*+ 5
a) Domf=R

f'(x):2x73:0—>><:%

- En [oo, i] — f'(x) < 0 = f(x) decreixent

.« En [3, +oo] — f'(x) > 0 — f(x) creixent

i, 5]] Minim
2 4

b) x?4+5>0, VxeR—-Domf =R

f'(x)=#:0—>)<=0

X2 +5
« En (—o0, 0) = f'(x) < 0 = f(x) decreixent

- En (0, +0) = f'(x) > 0 = f(x) creixent

X:O%f(x):\/ge(o,\/g)wh’nim
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018 | Estudia la concavitat i la convexitat d’aquestes funcions, i calcula els punts

d'inflexio:
2 —x*+3
a) f(x) == b) fx)= — >
x—1 X+2
a) x—1=0—->x=1->Domf=R—{1}
i) = x> —2x
(x=1°
f"(x) = ( 2 7 = 0, Vx € R — No presenta punts d'inflexio.
X —

« En(—o0, 1) = f"(x) < 0 = f(x) cOncava
« En (1, +0) = f"(x) > 0 = f(x) convexa

b) x+2=0->x=-2—->Domf=R—{-2}

— 2 — —
Flx) = X —4x =3
(x 42y
f"(x) = =2 = 0, Vx € R — No presenta punts d'inflexio.
(x+2)°

« En(—o0, —=2) = "(x) > 0 — f(x) convexa

« En (=2, +00) > f"(x) < 0 = f(x) cOncava

019 | Troba els intervals de concavitat i convexitat de les funcions seglients,
i comprova el resultat graficament:

a) f(x)=x*—3x+15 b) f(x)=+x*+5
a) Domf=R v
Fi(x)=2x =3 1 FX)

f"(x)=2>0, ¥ eR

Per tant, es f(x) és convexa en tot el seu
domini i no presenta punts d'inflexio.

1 X
b) x? +5>0,Vx €R = Domf =R Y
Flx) = ——%
VX245 f(x)
2
VX245 —%
Fr(x) = X°+5 _ 1
x> +5
5 ] X
= >0, WweR

(x> +5Xx*+5

Aixi, doncs, f(x) és convexa en tot el seu domini i no presenta punts d'inflexio.
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020

Representa les funcions polinomiques seglients:
a) f(x)=x*—12x b) g(x) = —2x° + 6x

a)

Dom f=R
« Talls amb l'eix :

3
X:%—uo,ox(ﬂ,o)

f(X)—O—)X4—12X—0—>x(x3—12)_o_>{

« Tallambleix Y: x =0 — f(0) = 0 — (0, 0)
Com que fés una funcié polinomica, només té branques paraboliques.

im (x* —12x) =+ im (x* —12x) = 4o

X oo

F)=4x—12=0-x=33

« En (—00, %/g) — f'(x) < 0 — f(x) decreixent

. En (3/5,+00) — f'(x) > 0 — f(x) creixent vy

x=33 5 F(3) =33 —12¢3 =93 I
- (3/?79%) Minim 201

f'(x)=12x’=0—>x=0

+ En(—o0, 0) = f"(x) > 0 — f(x) convexa L0 X

« En(0, +o0) — f"(x) > 0 — f(x) convexa
No presenta punts d'inflexid.

Domg=R
« Talls amb l'eix X:

x=0
X)=0—> -2 4+6x=0->x(=2x"+6)=0—
J —+J3

X =
—(=3,0),0,0),(0,v3)
- Tallamb I'eix Y: x=0— g(0) = 0— (0, 0)
Com que g és una funcié polinomica, només té branques paraboliques.

lim (=2x° 4 6x) = 4+ lim (=2x° 4+ 6x) = —0

X = - X =+
g'(x)=—6x*+6=0—x==1
« En(—o0, =) U (1, 400) = g'(x) < 0 — g(x) decreixent

« En(=1,1) = g'(x) > 0 > g(x) creixent
X=—1>g(=1) = =21 +6(—1) = —4 v
— (=1, —4) Minim

x=1log)==2-P+6-1=4
— (1, 4) Maxim

g"x)==-12x=0—->x=0

« En(—o0, 0) = g"(x) > 0 — g(x) convexa
« En(0, +00) = g"(x) < 0 — g(x) concava
x=0-—g(0) =0 — (0,0) Punt d'inflexié
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021 | Representa aquestes funcions polindomiques:
a) flx)=6x>—12x> — 4x
b) g(x)=—x*+x

a)

Domf=R

« Talls amb l'eix X:

F(X) =0 = 6x° —12x° —4x = 0 = x(6x* —12x° —4) =0 — | ¥ = ©
X = %151

« Tallamb leix Y:
x=0—-f0=0-(00)
Com que fés una funcié polinomica, només té branques paraboliques.

lim (6x° —12x°> — 4x) = —o0

X = -0

lim (6x° —12x> — 4x) = +o0

x = 0
f'(x) = 30x* —36x° — 4

fl(x)=0—->x==%x114

 En(—o0; —1,14) U (1,14; +00) — f'(x) > 0 — f(x) creixent
« En(=1,14;1,14) — f'(x) < 0 — f(x) decreixent

x =—-1,14 = f(—=1,14) = 10,79 — (-1,14, 10,79) Maxim

x =114 - f(1,14) = =10,79 — (1,14, —10,79) Minim
f"(x) =120x> — 72x

x=0

f"(x)=0— x(120x*> =72) =0 —
X = =077

« En(—o0; —0,77)U(0; 0,77) = f"(x) < 0 — f(x) concava

« En(=0,77; 0) U (0,77; +00) — f"(x) > 0 — f(x) convexa

x =-0,77 > f(—=0,77) = 6,93 — (=0,77; 6,93) Punt d'inflexid
x=0-—f(0)=0—(0,0) Puntdinflexio

x =077 = f(0,77) = —6,93 — (0,77, —6,93) Punt d'inflexi®

Y
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b) Domg=R

« Talls amb l'eix X:

gx) ==X +x=0->x(-x’+0)=0—> {i i 3] —(=1,0),(0,0),(1,0)

« Tallamb leix ' x=0-—-g(0) =0 —(0,0)

Com que g és una funcié polinomica, només té branques paraboliques.

lim (—x° 4+ x) = 4o

X = —w

im (= +x)=—

X =+

g'(x) = —3x? +1—O—>x—+/ —+—

V3

?, +oo | = g'(x) < 0 — g(x) decreixent

, ]ag<)>o%g(meixem
T E RO
; [( -l

x)=—6x=0—->x=0

Minim

Maxim

« En(—0, 0) = g"(x) > 0 — g(x) convexa
« En(0, +0) = g"(x) <0 = ¢g(x) concava
x=0-g(0) =0-—(0,0) Punt d'inflexid

<

022 | Representa les funcions racionals segiients:

x? =5 X

a) f(x)= X)=—;
X X+ x
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Domf=R — {0}

« Talls amb l'eix X:
27
=05 5"2 205 x-5=0-x==J/5 = (/5,0),(\5,0)

X

« Tall amb l'eix Y- no en té perqueé f(x) no esta definida pera x = 0.
2
lim f(x) = lim

= o0 — Asimptota vertical: x = 0

x—=0 x—0 X
2
) ) x°—=5
lim f(x)= lim =+
X — +0o0 X =+ X , ’ .
2 — No té asimptotes horitzontals
. ) X —
lim f(x)= lim = —o©0
X = —0 X = —w X
. f(x . x*=5
lim L:I|m =1=20—->m=1
X = 0 X X — oo X

2_5 -5
lim (f(x)—x)_lim[X —x]—lim — =0->n=0
X =0 X = X X =0 X

— Asimptota obliqua: y = x

No té branques parabodliques perque Y
té asimptota obliqua quan x — +oo 0
iquan x — —oo, YEX

i g
Fix) == 42—5 >0 — f(x) creixent 21 -7

[ S S S LA >

Pl

No presenta maxims ni minims. X
f'(x) = —10 _ 0 — f(x) no presenta al

3 o . s
X punts d'inflexio. x=0

« En(—o0, 0) = F"(x) > 0 — f(x) convexa
« En(0, +00) = f"(x) < 0 = f(x) cOncava

X+ x=0->x(x*+1)=0—>x=0—Domg=R—{0}

« Talls amb l'eix X:
2

gx)=0->

=0 — x =0 — Noen té perqué g(x) no esta definida

3
X+ X perax=0.

« Tallamb I'eix Y: no en té perque g(x) no esta definida per a x = 0.

) x? 0 L'Hopital 2x (. )
lim - — lim = 0 — No té asimptotes verticals.
x—0 X3+X 0 x—0 3X2+’|
2
. ) X
lim g(x)= lim ; =0
X = +o0 X = +oo
X ;L X — Asimptota horitzontal:y =0
. ) X
lim g(x)= lim =0
X =~ Xx—= -0 3 + x

No té asimptotes obliqles ni branques paraboliques perqué té asimptota
horitzontal quan x — +o0 i quan x — —oo.
4 2 2
- —x 41
0 i S e B BN
(X +x7 Y
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« En (=00, =N U (1, +0) = g'(x) < 0 — g(x) decreixent
« En(=1,00U(0, 1) = g'(x) > 0 = g(x) creixent

« En(—oo, \/7 (0, \/7 ) — g"(x) <0 — g(x) concava
* En <—\/§ O) U (\/g +°°) — g"(x) > 0 — g(x) convexa

X——\/§—>g<—\/§)——\£{_%[ NE- \/—] Punt d'inflexié
x =0-¢g(0) =0— (0, 0) Puntdinflexid

X_@%gw)_f%[@,f

Punt d'inflexié

Representa aquestes funcions racionals:

a) f(x)=

x3—3 x* —3x
X) =
X X
Dom f=R — {0}
« Talls amb l'eix X: f(x) =

=3 0 x=13 5 (3,0

« Tallamb I'eix ¥: no en té perque f(x) no esta definida per a x = 0.
3

lim f(x) = lim = oo — Asimptota vertical: x =0
x—=0 x =0 X
3
) ) x> =3
lim f(x)= lim =400
X = 400 X = 40 X 2 ‘ i
- — No té asimptotes horitzontals.
) X =
lim f(x)= lim = 4o
X > -0 X = —w X
) f(x) ) x> =3
lim —== I|m —=+®
S J — No té asimptotes obliqies.
) f(x) . x> =3
lim —== Im = —0o0
X—= -y X = —0 X2



SOLUCIONARI

Té branques paraboliques:

3 _ 3 _
im fo) = lim 2=3 = 4o im fo) = lim =2 = 4w
X =+ X =+ X X = - X = —00 X
3 P
f'(x)= 203 0 43=0x= 3/—3 =-114
x? 2
. En [—oo, 3 %3 - f'(x) < 0 = f(x) decreixent
-3 , .
. En 37,0 U (0, +o0) = f'(x) > 0 — f(x) creixent
. o 3 2 _ 3/ 2
)<:3—3—>f3—3 :BW2 =393 —> 3/—3,3 12 Minim
2 2 4 2 4
" 2x°—6 3 3 3
Flo=2""2—052¢-6=0-x=33 (3,0
X

« En (o0, O)U (i/g +00) — f"(x) >0 — f(x) convexa
« En (O, 5/?) — f"(x) < 0 — f(x) concava
x =33 5 f3)=0-(%3,0) Puntdinflexis

Y..
f(x)
20l
Tttt
12 X
T
Domg=R — {0}
« Talls amb l'eix X:
4 —
g =053 05 —3x =0 x(x* —3) =0

X —>x:3/§—>(3/§,0>

- Tallamb I'eix Y: no en té perque g(x) no esta definida pera x = 0.
x* —3x 0 LHopital . 4x>—3
- — lim

lim = —3 — No té asimptotes
x—0 X O x—0 ‘| .
verticals.
) _oxt—3x
lim g(x)= lm ——=+4w
X — 400 X =+ X . ‘ H
- — No té asimptotes horitzontals.
. ) x*—3x
lim gx)= Im ———=—-x
X = —0 X > —® X
4
) X ) X" —3x
lim g0 = lim —— =+
X =+ X X =+ X L, , R
) 3y — No té asimptotes obliqUes.
) X . —
im &Y = e T2 +o0
X = —0 X X = —w X
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Representacié de funcions

Té branques paraboliques:

) ) x* —3x . ) x4 —3x
lim g(x)= lm ——=+4w lim g(x)= lim ——=—

X =+ X =+ X X = -0 X = —o0 X

g (x)=3x"=0—->x=0

« En(—o0, 0) = g'(x) > 0 — g(x) creixent

« En(0, +00) = g'(x) > 0 — g(x) decreixen 4

No presenta maxims ni minims. g(x)
g'x)=6x=0—->x=0 ;

« En(—o, 0) = g"(x) < 0 — g(x) cOncava ';_'_'_’_’_";

« En (0, +00) = g"(x) > 0 — g(x) convexa

No presenta punts d'inflexio, perqué
en x = 0 no esta definida la funcié.

Representa les funcions amb radicals segiients:
a) f(x)=+vx—3 b) g(x)=+Vx*—7x

3 Xx—3>0— x>3—>Domf =3 +w)

« Tallsamb leix X: f(x) =0 =>x—3=0—-x=3—-(3,0)
« Tallamb I'eix Y: no en té perque f(x) no esta definida pera x = 0.

No té asimptotes verticals perque a I'extrem del domini la funcié esta
definida.

lim ~x—3 =40 — No té asimptotes horitzontals.

f(x) vx—3

lim —== Im = 0 — No té asimptotes obligUes.
X =+ X X =t X
Té una branca parabdlica: lim vx —3 = 4o
X = +o00
1
f'(x) = >0, Wx € (3, +00) — f(x) creixent

2Nx—3
No presenta maxims ni minims.

—1
f'(x) = ————— <0, Wx € (3, +0) — f(x) cOncava

4(x —3NVx—3

No presenta punts d'inflexid.

Y
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b) x* =7x>0— x € (—o0, 0]U[7, +00) = Dom g = (—o0, 0]U[7, 4-00)

« Tallsamb l'eix X: g(x) = 0 = v x* — 7x :O—){XZO—HO, 0), (7,0)

« Tallamb l'eix Y: x=0— (0, 0)

No té asimptotes verticals.

lim Vx> —7x =+
X = +0oo

— No té asimptotes horitzontals.
lim Vx*—=7x =+

27
lim g _ lim u:]%m:]
X = 400 X X > +oo ¥
2 _ 2
im (g0 —x)= lim (V' =7x —x)= lim 222X
X = o X =+ X = +oo X277X+X
: —7x -7 _7
X T
X = +oo X2—7X + x > 5
i i 7
— Asimptota obliqua:y = mx+n—y = X_E
2
-7
lim 9x) _ im XX =
X—>-o x X = —o0 %

2 _Tx—x?
lim (g(x)+ x)= lim x> —=7x +x)=lim XXX
X—)—m(g ) x—>—oo< ) X = —00 /X2_7X — X

. —7x 7 7
= |lm —=——>n=—

xome (x2—T7x —x 2 2

. . 7
— Asimptota obliqua:y =mx+n— y =—x+ E

No té branques paraboliques.

2x —7 7
X =0 — x = — & Dom g — No presenta maxims

g'(x) = —4m—
WX =7x 2 ni minims.
« En(—o0, 0) = g'(x) < 0 = g(x) decreixent
« En(7, +00) = g'(x) > 0 — g(x) creixent
" —49

(x) = <0, Vx € (=, 0) U (7, 400) — g(x) cOncava
4(x? — 7>()\/x2 —7x

No presenta punts d'inflexid.
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Representacié de funcions

Representa aquestes funcions amb radicals:

a) fix)=+x3—x2
b) gx) = x+x

a X —x*>0-xX(x—=1>0—>x>1—Domf =1, +ox)

« Talls amb l'eix X:
(X)) =0V —x> =0 x*(x—-1)=0— X:?—>(1,0)
X =
- Tallamb I'eix Y- no en té perque f(x) no esta definida pera x = 0.

No té asimptotes verticals.

lim VX’ —x* =+ — No té asimptotes horitzontals.

X =+
) f(x) ) x> —x? . .
lim ——= lim ————— = 4o — No té asimptotes obliques.
X = 400 X X = +oo X

Té una branca parabdlica:

lim Vx°—x* =+
X =+

3x% —2x
NP —x?

2 . L
— x =0, x == ¢ Dom f — No presenta maxims ni minims.
3

fi(x) = =0-3x*-2x=0—-x(3x—2)=0

f'(x) >0, ¥x € (1, +00) — f(x) cOncava
443 2 _
Frx) = 3x 4x _ 3x 4x —0
4(x3 —)(2)\/)<3 — x? 4(X—1)\/X3 — x?

—>x(3x—4):0—>x:0,x:%

- En [1, ; — "(x) < 0 — f(x) convexa

, +00] — f"(x) >0 — f(x) concava

Punt d'inflexié

4]_46_}{4 4\5]
"9

9 3

f(x)
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b) Dom g = [0, +x)
.« Talls amb l'eix X: g(x) =0 = x + Vx =0 — x =0 — (0, 0)
» Tallambleix Y:x=0—g(0)=0—(0,0)
No té asimptotes verticals.
lim (x + \/;) = +o0 — No té asimptotes horitzontals.

X =+
lim M: lim ﬂ:]—)m:]

Xt X oo X — No té asimptotes obligues.
lim (g(x)—x)= lim (X—i-\/;—x):—i-oo

X = +oo X = +o0

Té una branca parabodlica: lim (x + \/;) = 400

X =+

g'(x)=1+ 1 > 0 — g(x) creixent

Nx

No presenta maxims ni minims.
—1
g"(x) =
4X\/;

Y

<0, Wx € (0, %) — g(x) concava

g(x)

026 | Representa les funcions exponencials segients:
a) fix)=e*+7 b) glx)=5+¢€*
a) Domf=R
« Tallsamb l'eix : no en té.
- Tallamb l'eix V:x=0—f(0) =8 — (0, 8)
No té asimptotes verticals.
lim (e™ +7) =7 — Asimptota horitzontal

X =+

lim (e 4+ 7) = 4o — No té asimptota horitzontal.

) f(x) ) e +7
lim —= = lim
X = —00 X X = —00 X
Té una branca parabolica:
lim (e +7)=4»

X = —0

f'(x) = —e™ < 0 — f(x) decreixent

=+ — No té asimptotes obligues.
1

No presenta maxims ni minims.

f'(x) = e >0 — f(x) convexa

No presenta punt d'inflexid. ——t T
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a) f(x)=e'* b) gix)=e 2

Representacié de funcions

b) Domg=R

« Talls amb l'eix X: no en té.
» Tallamb leix Y:x=0—g(0) =6 — (0, 6)

No té asimptotes verticals.

Asimptotes horitzontals:
lim (54 e*) = 400 — No té asimptota horitzontal.

X =+

lim (54 e*) =5 — Asimptota horitzontal: y = 5

X = —00
lim g _ lim ste
X >+ X X >+ X

= 400 — No té asimptotes obligUes.

Té una branca parabodlica:
lim (5+¢") =+
X = +o0
g'(x) =e* >0 — g(x) creixent
No presenta maxims ni minims.
g"(x) =e*>0— g(x) convexa i no presenta punts d'inflexio.

Y

Representa aquestes funcions exponencials:

X2

a) Dom f= [0, +o0)

« Talls amb l'eix X: no en té.
« TallambleixV:'x =0—>f(0)=¢e"=1—(0, 1)
No té asimptotes verticals.

lim e = fo0 > Noté asimptotes horitzontals.
X = +oo
-
. f X . VX
lim L = lim
X = +oo X X = +oo X

= +o0 — No té asimptotes obligUes.

Té una branca parabodlica: |im eV = 4o

X = 400

f'(x) = ! e >0 f(x) creixent

2x

No presenta maxims ni minims.




" el
X

4x - 4X\/;

SOLUCIONARI

Jx
€ :O%\/;e‘g—e&:O—>e&(\/;—1):06x:1

« En(0,1) = f"(x) <0 — f(x) concava

« En (1, +0) = f"(x) > 0 = f(x) convexa

x=1—=f(1)=e — (1, e) Puntdinflexid

Y

b) Domg=R

« Talls amb l'eix X: no tiene.
- Tallamb leix V:x=0—g(0) =e°=1—(0, 1)
No té asimptotes verticals.

—x2

lim e 2 =0 — Asimptota horitzontal: y = 0

X >0

No té asimptotes obliqles ni branques paraboliques.

—x?

g'(x):—xe7:0—>x:0

« En(—o, 0) = g'(x) > 0 — g(x) creixent

« En (0, +00) = g'(x) < 0 - g(x) decreixent
x=0—f(0)=1-(0,1) Maxim

—x2

g'X)=—e? —xe 2 (—x)=e 2 (x

—x? —x?

2 =0-x=2z]

e En(—o0, =N U(1, +0) = g"(x) > 0 — g(x) convexa

« En(—=1,1) — g"(x) < 0 — g(x) concava

—1 —1
Xx=—1>f)=e? — (—1, e 2 ) Punt d'inflexié

—1 —1
x=1=fl=e?2 - (1, e 2 ) Punt d'inflexid

Y

g(x)

479



480

Representacié de funcions

028 | Representa les funcions logaritmiques seglients:
a) f(x)=In(x+4) b) g(x)=In(2—4)

a)

x+4>0->x>—-4—>Domf = (-4, +x)
« Tallsambleix X: In(x+4)=0—>x+4=e"=1-x=-3—>(=3,0)
- Tallamb leix V: x=0—f(0)=In4 —(0,In 4)

lim In (x4 4)=—o — Asimptota vertical: x = —4

X — —47

lim In(x + 4) = 40 — No té asimptotes horitzontals.
X = 400
. f(x ! In(x+ 4 o -
im L0 g I o asimptotes obliqies.
X =+ X X = +oe X y
Té una branca parabodlica:

lim In(x44) = +oo ! )
X = 400 '

f'(x) = >0 — f(x) creixent

X+ 4

f'(x)= = <o f(x) concava
(x+4)
X —=4>0=>(x—2)(x+2)>0— x €(—00, —2)U(2, +0)
— Domg = (—oo, —2) U (2, +0o0)

« Talambleix X: In(x* —=4)=0—-x’—4=e"=1>5x*=1+4
—x=+J5 5 (=5,0),(V/5,0)

« Tallamb I'eix Y: no en té perque g(x) no esta definida per a x = 0.
lim In(x? —4) = —o0 — Asimptota vertical: x = —2

X = =2

lim In (x* — 4) = —0 — Asimptota vertical: x = 2

x =2

im In(x?—4) =+

e — No té asimptotes horitzontals.
lim In(x*—4)=+o
27
lim gx) lim In&f—4) =0
X X_Wml X . — No té asimptotes obliges.
im 9 iy N =4
X — —00 X X — —o0 X
Té branques paraboliques:
im In(x>—=4)=40w lm In(x* —4) = 4w y
X = +o0 X -
5 x==21 1 ix=2
g =—2 —05x=0 T
X’ —4 R
i

« En (=00, —2) = g'(x) < 0 — g(x) decreixent r
———

« En(2, +00) = g'(x) > 0 — g(x) creixent

vy —2x°—8

(x) < 0 — g(x) concava
g O — a7 g




SOLUCIONARI

029 | Representa aquesta funcié logaritmica: f(x) =In (x> — x + 1)

x> —x+1>0 % E€R —>Domf =R
« TallsambleixX: In (x> —x+N=0->x>—x+1=e"=15x>—x=0
%{X_O—MO,O), (1,0)
x =1
« Tallamb leix i'x=0—y=In1=0—(0,0)
No té asimptotes verticals.
im In(x?—=x4+1) =+

e — No té asimptotes horitzontals.

lim In(x* —x+1) =400

X — -0

. flx oIn(x? = x 41 . -
jim L2 i g:O—>Notea5|mptotesobl|ques.
X = o0 X X = X

Té branques paraboliques:
im In(x*?—x4+1)=+cw im In(x> —=x+1) =400

X = +oo X = -
2x —1 1
f)=—2"1 —02—1=0—>x=—
X2 —x+1 2

— oo, — f'(x) < 0 — f(x) decreixent

N | =

, +oo] — f'(x) >0 — f(x) creixent

K= S0 === 2| Minim
2 4 (2" 4
p— 2 - '
P i £ e & RO S R
(x? = x4+ —2 -
. En [—oo, —H—zx/g U[ —1—\/§,+oc — f"(x) < 0 — f(x) concava
. En _H—z\/g' —1—2\/§ ] — "(x) > 0 — f(x) convexa
‘ 1+2\/§ N Hzﬁ = 041— (—=0,37; 0,41) Punt d'inflexio
= —1 2\/§ N f[ ml 2\/§ J =041— (1,37, 041) Punt d'inflexio
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Representacié de funcions

030 | Representa la funcio: f(x) = {ej_x si x <1
x*—x4+1 six>1
f(x) = e~ 5 Esta definida pera x <0 — Domf = (—oo, 0] U1, +00)
« Talls amb l'eix X: no en té.
. TaIIambI’eixY:x:Oey:eﬁ =1-(0,1)
No té asimptotes verticals.

im x> —x4+1=+4o

X =+

I — No té asimptotes horitzontals.
lim e =+
X = —w
2 _
im g XX
X = +oo X X =t X
i e~ % LHopial ! e
im - — im - —
X = -0 X o0 X = -0 2 /_X 0]
% 1
e\J X .
L'Hépital N
EOPL i 22X iy — L —
X = —o0 -2 X — —00 2
2V —x
— No té asimptotes obliqUes.
Té dues branques paraboliques:
Im x> —x+1=+4ow lim e~ = 4o
X = 400 X —»
-1 Nara
, sV s x <1
F'(x) =1 oJ—=x 1"(><)=O—>)<:i
2x —1 siox > 1 2
« En(—o0, 0) = f'(x) < 0 — f(x) decreixent
« En (1, 4o0) = f'(x) > 0 — f(x) creixent
[y
eJ: e siox <1
f'(x) = J—x f'(x)=0— x=—1
2 si x >1

« En(—oo, =) U (1, +00) = f"(x) > 0 — f(x) convexa
« En(=1,0) = f"(x) < 0 = f(x) concava
x=—-1=f(=1)=e— (=1 e) Puntdinflexié

Y

>~
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031 | Representa la funcio: f(x) = {_Xz S =2 <x<2
In(x* —4) resta
Domf=R —{-2,2}
« Talls amb l'eix X:
f(x) =0 - (0,0),(—V5,0),(v/5,0)
« Tallamb leix Y:
x=0—-y=0->(0,0)

lim In(x? —4) = —o0 — Asimptota vertical: x = —2

X = =2
lim In(x* — 4) = —o0 = Asimptota vertical: x = 2
x—2"
im In(x* —4) = 4o
o — No té asimptotes horitzontals.
lim In(x* —4) = 4w
X = —mw
o In(x*—4 . -
lim InGe=4) = 0 = No té asimptotes obligtes.
X = o0 X

« Té branques paraboliques:

im In(x* —4)=4ow im In (x> —4) = 4o

X = too X = —o0

« Creixement

—2x Si—2<x<2
f'(x) =
x> —4
f'x)=0—->x=0
« En(—o00, =2) U (0, 2) = f'(x) < 0 — f(x) decreixent

resta

« En(=2,0) U (2,400) = f'(x) > 0 — f(x) creixent
x=0—f(0)=0—(0,0) Maxim
» Concavitat

-2 S —2<Xx<2
f"(x) =1 -2x*-8
————  resta
(XZ _ 4)2
« En(=2,2) = "(x) < 0 — f(x) concava
f— 2 J—
c ENR—(=2,2) > f"(x) = —x -8 < 0 — f(x) concava
(x* =4y

Y

1

'
'
'
'
T
T
1+ 1
'

|

'

'

'

'

'

'

'

'
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Representacié de funcions

032 | Representa les funcions amb valor absolut seglients:

a) f(x)=4x+‘—x2—18x b) g(x):‘x3+2x2—6x

a)

S

f(x)_{4x—xz—18x si—x2—18x>0

4x 4+ X +18x si —x* —18x <0

—x? —14x si x€[-18,0]

x> +22x  si x € (—o0, —18) U (0, +o0)

Es tracta de representar dues paraboles en els intervals respectius.

Per tant: f(x) = {

Punts d'interseccio:

Xz14)(:Xz+22X—>2X2+36x:0—>x(2x+36):0—>{x_018
X = —

x=0->y=0-(0,0)

X=-18>y=-72-(-18-72)

Vertex def(x) = —x* —14x — (=7, 49)

Vertex de f(x) = x? + 22x — (=11, —=121)
y
£x) 20
5 X

Estudiem primer la funcié f(x) = x® + 2x? — 6x i, després de representar-la,
dibuixem les parts negatives com si fossin positives per mitja d’'una simetria
respecte de l'eix X.

Domini f=R
« Talls amb l'eix X:

3 2 _ 2 Ay x=0
X 4+2x—6x=0—>>x(x+2x—6)=0—
X=—-1%x+7

«Tallambleix V:x=0—->y=0—(0,0)
Com que fés una funcié polinomica, només té branques paraboliques.
lim f(x)=—o0 lim f(x) =+

X = —00 X = toe

f(x)=3x>4+4x—-6=0—> x =

[ 22
« En | —oo, 3

—2*~N22 X =—=223
—_— %
3 x=09

=2 +3 22 40| > f(x) >0 — f(x) creixent

@] o0

. En[z@ —2+V2

3 3 ] — f'(x) < 0 — f(x) decreixent



SOLUCIONARI

X = =223 - f(=223) = 1224 — (—223;12,24) Maxim
x =09 —f(09) = —3,05— (09 —3,05) Minim

) =6x+4=0-x= 2 ="2_ o6
6 3
-2 " . Y
- En [—oc, 3] — f"(x) < 0 — f(x) concava g
.« En [_, +oo] — 1"(x) > 0 — f(x) convexa 8

X—2—>f[]—124—4,59
27
1

— ;2 24] Punt d'inflexié
3 27

—_— 2 —_— i
033 | Representa aquesta funcid: f(x) = ‘ X 3X‘ S! x<0
—e* six >0

« Representem f(x) = —x? — 3x en linterval (—oo, 0].
Es tracta d'una parabola de vertex [3, 9]‘
2 4

Tallsamb l'eix X: —x? =3x =0 — {X =0 3 —(0,0),(=3,0)
=

Tallamb leix V:x =0—y=0-—(0,0)

En (—o0, —3) la funcio és negativa; aixi, doncs, per aconseguir el valor absolut
dibuixem la simétrica respecte de l'eix X.

Representem f(x) = —e* en l'interval (0, +0).
No talla l'eix X.

Tallambleix V'x=0—oy=—e"= -1 (0, 1)
No té asimptotes verticals.

|irY2 —e" = —o0 — No té asimptotes horitzontals.
X = +00o
_pX
lim = —oo — No té asimptotes obligies.

X =+ X
Té una branca parabolica: lim —e* = —o
X = +oo
f'(x) = —e* < 0 — f(x) decreixent
f"(x) = —e* <0 — f(x) cOncava
14
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Representacié de funcions

034 | Troba el domini de les funcions polinomiques seglients:
a) y=1—2x b) y=x>—2x-3 Q y=x>+4x d) y=(x*—4)

El domini de qualsevol funcié polinomica és R.

035 | Calcula el domini d’aquestes funcions racionals:

X —2 3x X
= b) == C) =
ay x —3 Y x? =9 Y x—1

2

a) Xx—3=0- x=3— Domini=R — {3}
b) x? —9=0— x ==*3 — Domini =R — {3, 3}
0 x—1=0— x=1— Domini=R —{1}

036 | Determina el domini de les funcions amb radical seglients:
a)y:\/:+3 Q y=+x*+25
b) y =16 —x? d y=+vx*—=2x-3
a) 3—x>0— x <3 — Domini = (—oo, 3]
b) 16—x>>0—> (4 —x)(4+ x) >0 — x €[4, 4] = Domini = [-4, 4]
o x*425>0, ¥x € R - Domini =R

d) X =2x—=3>0-=>(x=3)(x+1)>0— x €(—00, =1 U[3, +0)
— Domini = (—oo0, =11 U [3, +0)

037 | Troba el domini d'aquestes funcions exponencials i logaritmiques:
1

a) y = x%* b) y=4_7 A y=In(x*+4) d) y X

B log, x
a) Domini=R

b) x =0 — Domini =R — {0}

0 x*+4>0,Vx €R — Domini = R

d) log; x =0 — x = 3° = 1. Com que x > 0 — Domini = (0, 1) U (1, 4-c0)

038 | Determina el domini de les funcions seglents:
3x __ p—3x )
a) y:i Q) y = —x2—2x+3 e)y=2‘x+7
4x

b) y=3x*+4x —1 d) y=In(5x+ x?) f) y=

a) Domini=R — {0}

b) Domini=R
QO —x>=2x4+3>0—> —(x+3)(x—1>0—> x €[-3,1 — Domini =[-3, 1]
d) 5x4+x>>0—=x(54+x)>0—= x € (=00, =5) U (0, +00)

— Domini = (—oo, —5) U (0, +00)
e) Domini=R
f) Domini=R — {1}
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039 | Troba el domini d’aquestes funcions:

a) y= > X b) y:tgL ¢ y = arccos (x* —3) d) y=x—sinx
X —T x —1

a) Domini=R — {x}

b) X =T = x=—" s x=_T +kr, ke Z
x—1 2 T—2 2—7
Amés,x—1=0—x=1.

Dominil]%—{],zﬂ +kﬁ}ambkel
— T

C) y = arccos x esta definida en:
[, 1T>-1<x*=3<152<x?<4
_}{x22>0—>x6<oo,\/5]u[\/5,+oc>

X} —4<0->xel-22]

La zona comuna dels dos intervals és [—2, —\/5] U [\/5 2], que és el domini de
la funcio.

d) Domini=R

040 | Calcula els punts en els quals les grafiques de les funcions seglients tallen els eixos
de coordenades:

2 4 2 3X2

a) y=—x>—x+12 Q y=x"—8x"+7 e y=— :
X _
b) y=x>—4x*—x+4 d y= X
X241
a) « Tallsamb l'eix X:
Y=O%x2x+12:0—>{x_3_4+(4,0)/(3/0)
X =

« Tallambleix V:x =0—>y =12 - (0, 12)

b) « Talls amb l'eix X:
- +
y:0—>x34x2x+4=0—>{x 4 —(=1,0),(1,0), (4,0)
¥ =

« TallambleixV:x=0—y =4 — (0, 4)
c) « Tallsamb l'eix X:
x==1
=0 x*—8x+7=0— —(=1,0),01,0),(=7,0),(N7,0
y Lis (+47.0).(47.0)

« Tallamb leix V:ix=0—-y=7—-(0,7)
X
x2+1
- Tallambleix V: x=0— y=0-(0, 0)

2

d) « TallsambleixX:y =0— =0—->x=0-(0,0)

e) « Tallsambleix Xy =0— : =0->x=0—(0,0)
X° =1

« TallambleixV: x =0 — y=0-(0, 0)
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041

042

043

Troba els punts de tall amb els eixos de les grafiques d’aquestes funcions:

a)

Justifica a qué és igual el domini de la funcié seglient: f(x) =

Digues quin és el domini de la funcié: f(x) =

y= b) y= . qy=

2x —1 x?—9 Inx

X —x? e* x> —4

a) « Tallsamb l'eix X:

2x—1

y=0- —Oer—W—O—>x—1a[],O]
? 2 2

X — X
« Tall amb I'eix Y: no en té perqué la funcié no esta definida per a x = 0.

b) « Talls amb l'eix X:
x* =9

y=0- — =02 x*-9=0—>x=*3-(-3,0),3,0)

e
» Tallamb leix Y:six=0—-y=-9— (0, -9)

c) « Tallsamb l'eix X:

In x

x*—4

- Tall amb I'eix Y: no en té perque la funcié no esta definida per a x = 0.

y=0- =0-ohx=0—-x=e"=1->(1,0)

d) - Tallsamb l'eix X:y =0 — x4 e~ = 0. Per resoldre aquesta equacio
estudiemy".

X X

y=l-e*=0->e"=15-—x=N1=0->x=0
En(—o0,0) = y' < 0 — Funcié decreixent

En (0, +00) = y' > 0 — Funcié creixent

Aixi, doncs, en x = 0 assoleix I'inic minim, (0, 1); per tant, no hi pot haver

punts de tall amb l'eix X.

« Tallamb leix ' x=0—-y=1-(0,1)

2x —2
x+1

X+1=20—>x=—-1->Domf=R—-{-1}

In x ?
x> —4

0
X= }—>X>O }—)Domf:(0,+oo)f{+2}

x*—4=0 X = *2
044 | Donadalacorbay = 2x~1 , calcula'n els punts de tall amb els eixos de coordenades.
x+1
+ Tallsamb leix Xy =0 — 2x 1 =O—>2X7W=O—>X=i—> i,O
X +1 2 2
- Tallamb leix V:six=0—-y=—-1—(0,—1)

d y=x+e™
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Donada la funcié f(x) = —x® —2x? + 3x, determina'n:
a) El domini de definicio.
b) Els punts de tall amb els eixos.

a) Domf=R
b) « Talls amb l'eix X:
X =-=3
y=0—>—x-2x"+3x=0—->1x=0 —(-3,0),(0,0),(10)
x=1

» Tallamb leix V:six=0—y=0—(0,0)

046 | Analitza si aquestes funcions sén simetriques respecte de l'eix d'ordenades

047

o respecte de l'origen:

|
a) y=x>+x o y=x2—x+3 e)y:m
X+4
b) y=x*—-2x>+5 d) y= 3x f) y=02x*—17
x*—9

a) f(=x)=(=x—x=—x>—x=—(x>4+x) = —f(x)

— Simetrica respecte de l'origen.
b) f(—x) = (=x)* =2(=x)? +5=x* —=2x> + 5= f(x)

— Simeétrica respecte de l'eix Y.
Q) f(=x) = (=x)* = (=x) + 3= x* + x + 3 = No és simétrica.

T e B S SRS
(x> =9  x*-9 x*—9
— Simétrica respecte de l'origen.
In|— |
e) f(—x) = | X‘= x| — No és simétrica.
—X+4 —X+4
f) f(—x) = (2(=x) —1)" = (2x> = 1) = f(x) — Simétrica respecte de l'eix Y.

Estudia si les funcions seglients sén periodiques i, en cas afirmatiu, determina’n
el periode:

a) y = cos 3x d) y =3cos x
. T
b) y =sin®x e) y =sin X_f
Q y=sin4x f) y=x*—sin’ x
a) T T iy 2T 5w VA 4T
x | o |— - — | x| = |5
6 3 2 3 6 6 3
f(x) 1 0 —1 0 1 0 —1 0 1

La funcio és periodica de periode 27“
3
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b) T 3m
X 0 - T - 2T
2 2
f(x) 0 1 0 1 0
La funcio és periodica de periode .
9 ™ T 3m 21 5™
x|lo |~ |- | |5 |
8 4 8 4 8
f(x) 0 1 0 —1 0 1
o o , 2T
La funcio és periodica de periode —.
4
d) iy 3
X 0 - T - 2T
2 2
f(x) 3 0 -3 0 3
La funcio és periodica de periode 2.
e) T 3 | 5w 7T o M
[ I L P AL L L
4 |4 | 4 4 4 8
f(x) 0 1 0 -1 0 1
o o , 9T W
La funcio és periodica de periode Ve — " = 2.

f) Aquesta funcié no és periodica.

048 | Troba el domini d’aquestes funcions i els punts de tall amb els eixos. Justifica si s6n
parelles o imparelles, o bé si no sén simetriques:

a)y:x_1 d y=+v4—x?

XZ
b) y = x%™ e) y=7-—2x*

Q y=+v25—x? f) y=Jx*—2x+7

a) Domini=R — {0}

- Tallsambleix X:y =0 — X

> =0->x=1->(,0)
X

« Tall amb I'eix Y: no en té perqué la funcié no esta definida pera x = 0.
flox) = —— T 221 5 Noés simetrica.
(_X)2 X2

b) Domini=R ,
-Tallsambl’eixX:y:O%X—:O%XZ:O%XzO—)(O,O)
eX

« Tallamb leix ' x=0—->y=0-—(0,0)

= x%e* — No és simétrica.
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Q 25—x2>0->(5-x)(54x)>0— x €[5, 5] = Domini = [-5, 5]
« TallsambleixX:y =0 = V25— x> =0 — x = £5— (=5,0), (5, 0)
« Tallamb leix ' x=0—->y=5-—(0,5)

f(—x) = \/25 —(=x)* =~25—x? = f(x) = Simetrica respecte de l'eix Y

d) 4— x>0 2—=x)2+x)>0— x €[—2, 2] = Domini = [-2, 2]

« TallsambleixXy =0 —=vV4—x* =0 x=%2-(-2,0),(2,0)
« Tallamb leixV:x=0—-y=2—-(0,2)

f(—x) = \/4 —(—x)? = Ja—x = f(x) — Simétrica respecte de I'eix Y
e) Domini=R
_— , 7 7 7
« Tallsambleix X y=0—7-2x"=0—>x==* 5—> - E,O , EIO
« Tallambleix 'x=0—->y=7—-(0,7)

f(—x) =7 —2(—x)* =7 — 2x*> = f(x) = Simétrica respecte de l'eix Y

f) x2=2x+7>0, ¥x € R — Domini=R

« Tallsambleix Xy =0 > x> —=2x+7 =0 > x> = 2x+7=0
— No té solucions per a cap x real — No talla I'eix X.

-Tal\ambl’eixY:x:O—>y:\/7%(0,\/7)

f(—x) = \/(—x)2 —2A=x)+7 = \/X2 + 2x + 7 — No és simeétrica.

049 | Determina les branques paraboliques d’aquestes funcions:

a) f(x)= 9x+ 6x2- x* b) gx)= x>+ 6x*- x+ 4 o h(x)=- x*- 7x*+ x

a) Iim (Ox+6x? —x")=—w lim (9x 4+ 6x? — x*) = —c0

X = 400 X = —o

b) lim (X +6x>—x+4)=4ow lim (X +6x2—x+4)=—o

X =+ X — —0o
o lim (—x*—=7x*4x)=— lim (=x* —=7x>+ x) = —o0
X = +0o X = —oo

050 | Troba les asimptotes i les branques infinites de les funcions segients:

X -1 3 2 _
B S 0 SR L S V0 S
e — 1 x+1 x2— 4 X

a) f(x)=

a e —1=0-2e"=1252x=N1=0->x=0
lim
x—=0 GZX_]

= o0 — Asimptota vertical: x =0

X

lim
Xx=w e

= 0 — Asimptota horitzontal: y = 0

No té asimptotes obligles ni branques parabdliques, perque té asimptota
horitzontal quan x — 4+ i quan x — —oo,
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b) x+1=0—> x=-1

) x—1 . .
lim = o0 — Asimptota vertical: x = —1
x = -1 X_l’_'l
. x—=1
lim =1
X =+
X +1] — Asimptota horitzontal: y = 1
) X —
lim =1
X = —00 X+1

No té asimptotes obliqles ni branques parabodliques, perque té asimptota
horitzontal quan x — 4+ i quan x — —oo,

5 X =-=2
Q x*—4=0->
X =2

3
= oo — Asimptota vertical: x = —2

lim = o0 — Asimptota horitzontal: x = 2
x—2 X2 4
3x°
[im s = 400
o X3 ; 4 — No té asimptotes horitzontals.
) X
lim =—
X = —0 XZ —4
) 3x°
lim ()_hm =3->m=3
X = o X X = o0 X<X2*4)

3
lim (h(x)fmx): lim [ 3x 3x]: lim 32X4 =0->n=0
X = 0 X —

— Asimptota obliqua: y = 3x
No té branques parabodliques, perque té asimptota obliqua quan x — o0

iquan x — —oo,

2

ox"=9 . )
d) lim = o0 — Asimptota vertical: x = 0
x>0 X
) x> =9
lim — = +o0
X = +0oo X , , .
2 g — No té asimptotes horitzontals.
) X —
lim = —o
X = —00 X
2
. v(Xx R Xx° =9
lim Lth =1l->m=1
X —> 0 X X = 0 X
2
) ) Xx- =9 ) —9
[im (\/(x)—mx):hm —x]—llm—Oen:O
X =0 X =0 X X = 0 X

— Asimptota obliqua: y = x

No té branques parabodliques, perque té asimptota obliqua quan x — -0
iquan x — —oo.
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4
051 | Digues quantes asimptotes verticals té aquesta funcié: f(x) = %?
x2 —

x+4 . )
im X Asimptota vertical: x = —4
o4 x2—16
. X+ 4 . .
lim X oo — Asimptota vertical: x = 4
x4 x2 _16

, determina’n:

052 | Donada lafuncié: f(x) = 5 —
x? —4

a) Lesasimptotes verticals (calcula’'n els limits laterals).
b) Les asimptotes horitzontals i les obligues.

2 _ — _
a) f(x)=5— X :SX 20— x 4 —0 X 2
x?—4 x?—4 X =
i 5x*=20—x _
X = =27 2_ - , .
’ x“—4 — Asimptota vertical: x = —2
5x? =20 —x
| - =14
X =2 x*—4
lim 5x2—20—xi_
x — 2" X274 a . .
— Asimptota vertical: x = 2
i 5x> —20 — x e
x =2 X2_4 o
5x% — 20 — , )
b) lim % =5 — Asimptota horitzontal: y = 5
X =0 X —

No té asimptotes obligles, perque té asimptota horitzontal quan x — oo,

2
053 | Considera la funcié real de variable real definida per: f(x) = X2 +2
Determina les asimptotes de f. X" —4

, X = X2

o x -4 — Asimptota vertical: x = —2

o Xt -4 — Asimptota vertical: x = 2
lim X2

x—2 X2_4
x*+2

= 1— Asimptota horitzontal:y =1

lim
x>0 x2 _

No té asimptotes obliqUes, perque té asimptota horitzontal quan x — co.
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1+ x

054 | Considera la funcié f: R — R definida per:x — ]
Calcula les asimptotes de f(x). o X

Estudiem el domini de f(x

T+x>0 x> —1
—> - xel-17)

1 1—x>0
+X2 — Domf =[-11)
1—x 1+ x <0 x < —1
%
1—x<0
1

lim X 400 — Asimptota vertical: x = 1
X -1 71— x
En x = —1 no té asimptota vertical, perque la funcio esta definida.

No té asimptotes horitzontals ni obligUes, perque té el domini restringit.

L 1 . .
055 | Donada la funcié f(x) = ——————, calcula les asimptotes verticals
x*- 2x- 3

i les horitzontals, quan n’hi hagi.

x2—2x—3—0—>{x_1—>Domf—IR—{—W,3}

. 1 . .

lim ———— = oo — Asimptota vertical: x = —1
x=>-1x2 —2x—3

. 1 . !

lim ————— = o0 — Asimptota vertical: x = 3
¥=3 x? —2x—3

) 1 . '

lim ———— = 0 — Asimptota horitzontal: y = 0
x> x2 x—3
No té asimptotes obliqlies ni branques paraboliques ja que té una asimptota
horitzontal quan x — 400 i quan x — —co.

6x7- x*
Y

056 | Considera la funcié f(x) =

a) Calcula’n el domini.
b) Determina'n les asimptotes i els talls amb els eixos.

a) Domini=R

6 1 . - S L
b) f(x)= gxz - §X4 és una funcio polindmica i, per tant, no té asimptotes.
« Tallamb l'eix X:

. x=0
y=0-6x"—x —O—>x2(6—><2)—0%{x_i A
—(—V6,0),(0,0),(V6,0)

« Tallamb leix ' x=0—->y=0-—(0,0)
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4x* + 4
x+4

057 | Considera la funcié definida per a x = —4 per:f(x) =
a) Calcula’n el domini.
b) Troba les asimptotes de la grafica de f.

c) Estudia la posicié relativa de la grafica de frespecte de les seves asimptotes.

Q) x+4=0->x=—-4—>Domf=R—{-4}

4x2 1+ 4
b) lim XER s Asimptota vertical: x = —4
X = —4 X+4
2
im X4 L
X =+
x+4 — No té asimptotes horitzontals.
44X’ 44
[im =
X > —0 X+4
2
I|mL [i 4x +4:4—>m:4
Xxoow oy X =00 X(X+4)

lim (f(x)—mx) = lim

X =0 X =00

X =00 X+4

— Asimptota obliqua: y = 4x — 16

c) - Situacié de la grafica respecte de I'asimptota vertical:

— f(x) esta per sobre de I'asimptota

, . 4x7 4 4
Per l'esquerra:  lim —— =—
X = —4 X + 4
2
Perladreta: lim A+ = 40
x—>-4" x4 4
- Situaci¢ de la grafica respecte de I'asimptota obliqua:
2
X—>+oo—>u—(4x—16): 08 >0
X+ 4 X+ 4
2
x—>foo—>wf(4xf}6): 68 <0
X+ 4 X+ 4

— f(x) esta per sota de I'asimptota

4x7 + 4 ] _ —16x+4
——— —4x|= lim ——

=—16—>n=-16

058 | Troba les asimptotes i les branques infinites de la funcié segiient i determina

la posicio relativa de la seva grafica respecte de cadascuna:

2x2 41
fx)= 22X+ 1
x—1
Xx—1=0->x=1
2x2 +1
lim =X Tl oo — Asimptota vertical: x =1
x—=1 X _“
2
lim 2XJr]:-i—oc
e x — No té asimptotes horitzontals.
lim 72)(2 T

X = —o0 X —1
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059

060

2
fim LX) i 2T o
x> x X = o0 X(X—])
2
lim (f(x)—mx): lim 2 +1 —2x|= lim 2x+1 =2—>n=2
X = o0 X — o X*] X = X*‘I

— Asimptota obliqua: y = 2x+ 2
No té branques infinites, perque hi ha asimptota obliqua.

- Situacié de la grafica respecte de I'asimptota vertical:

2x2 41 2x2 41

Per l'esquerra: lim i —00 Perladreta: lim = Tl +0o0

x=1"  x —1 x=>T x —1
- Situacié de la grafica respecte de I'asimptota obliqua:
2

X =+ — el —(2x+2)= > 0 — f(x) esta per sobre de I'asimptota.

x—1 x—1
2x% 41 . o

X = —00 — —(2x+2)= < 0 — f{x) esta per sota de I'asimptota.

x—1 x—1

Dibuixa la grafica d'una funcié que tingui les caracteristiques seglients:
« El domini és tots els nombres reals.

« Tallaleix Xenelspuntsx=1ix=—4.

« Té com a asimptota vertical la recta x = —2.

» Larectay = 2 és una asimptota horitzontal si x — +co.

« Té una branca infinita quan x - —oo.

Construeix una funcié que verifiqui simultaniament aquestes caracteristiques:
« Esdiscontinuaenx=3ix=>5.

* Noésderivableenx=1,x=3ix=5.

« Té una asimptota vertical en x = 3.

« Té una asimptota horitzontaleny = 1.
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Determina els intervals de creixement i decreixement i els extrems relatius
de les funcions seglents:

a) y=x>+6x>—15x+3 d) y=x*—24x3
4x% 4+1 3437
X 2
1 x* 42
Q y=——— f) y=
y (x 3y y
a) Domini=R

y:3%+QX—B:O%{ii:S

« En (=00, = 5) U (1, +o0) = y' > 0 — Funcio creixent
« En (=51 — y' <0 — Funcio6 decreixent

En x = —5 presenta un maxim, ien x =1, un minim.

b) Domini =R — {0}

4x% -1 1
i =0 x=——>x=%
x° 4 2
1 1 , .
« En —oo,—z U E,-i—oo — y' >0 — Funcio creixent

. En [_1, O]U
2

1 -, .
0, 2] — y' < 0 — Funci¢ decreixent
-1 N 1 .
En x = — presenta un maxim, ien x = oY un minim.
2

) Domini=R — {3}

y'= ———— = 0 en tot el domini — No té maxims ni minims.
(x =3y
« En(—o0, 3) > y' > 0 — Funcié creixent

« En(3, +00) = y' < 0 — Funcié decreixent

d) Domini=R

=0
=4 =72 =0 ¥
yom e e {x:m

Enx= 18— y" >0 — presenta un minim.

y" =12x* —144x

Per tant, en (—o0, 18) la funcio és decreixent i en (18, +o0) és creixent.

e) Domini =R
y’:MZO—)3X*i=o—>(3x)2—]:O—>3X:i]
2 3%
Només és possible 3* =1— x =log; 1= x =0
+ En(—o0, 0) = y' < 0 — Funcio decreixent
« En(0, +00) = y' > 0 — Funcié creixent
En x = 0 presenta un minim.
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f) Domini = R — {0}

47
y’:3X 2:Oe3x4—2:0—>><:i,4/£
x? 3
F \F
e« En | —o0, —34 — HJ—, too
3 3
2 2 , - :
« En|—4—,0|U|0, §— | > y' <0 — Funci6 decreixent
3 3
Enx =—4 2 presenta un maxim,ien x = # 2 ,un minim.
\'3 3

062 | Troba el creixement, el decreixement, els maxims i els minims
d'aquestes funcions:

4
a) y=+x*—2x b)y:lnx c)y:X+ d) y

x? X —4

U — y' >0 — Funcié creixent

U

a) x2—2x>0— x(x —2)>0 — Domini = (—o0, 0] U [2, +)

y' = o2 0 — x = 1que no es troba al domini
W x? —2x

+ En(—o0, 0) = y' < 0 — Funcio decreixent

« En (2, +0) = y' > 0 — Funcio creixent

b) Domini = (0, +0)

y,:71—23|nx :O—)ZInx:]—)lnx:%—)x=\/;
X

« En (O, \/;) — y' >0 — Funcio creixent
« En (\/; +oo) — y' < 0 — Funci¢ decreixent

En x = e presenta un maxim.

) Domini =R — {4}

y = _ 8 < 0enR — {4} > Funcioé decreixent
(x — 4y
d) Domini=R
o 2x=xIn3

:O—)x(27x|n3)20—>x:O,X:L
3% In3

« En(—o0, 0) U [|23 +00] — y' < 0 — Funcié decreixent
n

« En [O, |23J — y' >0 — Funcié creixent
n

2 “o
En x = —— presenta un maxim.
In3




SOLUCIONARI

., X . .
063 | Donada la funcié f(x) = 2 _2716' calcula’n els intervals de creixement
X2 —

i decreixement i els extrems relatius.
x 22X —=32—x
x> —16 x> —16
x> —16=0— x==*4 > Domf =R —{—4,4}
2
f(x) = X +16 >0 — f(x) creixenten R — {—4, 4}
(x? —16)°
No presenta maxims ni minims.

., 1 . . .
064 | Delafuncié f(x) = —x® — 4x, determina’n els intervals de monotonia
i els extrems.

Dom =R

fxX)=x>—4=0—>x==*2

« En (=00, —2) U (2, +0) = y' > 0 — Funcid creixent
« En(—2,2) >y’ < 0— Funcié decreixent

En x = —2 presenta un maxim, i en x = 2, un minim.

065 | Estudia la monotonia de

X—2
f(X):zi
X —4x+7
Determina si té maxims o minims.
Domf=R
p— 2 — _ _ _
f'(X)::(_‘—iA‘X]Z:O—)—XZ-i—Zb(—]:O_) X 2 \/g 0,27
bty x=2++3=373

« En (—oo, 2— \/g) u (2 +4/3, +oc> — f'(x) < 0 = f(x) Funci¢ decreixent

+ En (2 3.2+ \/g) — f'(x) > 0 — f(x) Funcio creixent
Enx=2— \/gf(x) presenta un minim, ien x = 2 + \/g un maxim.

. ., - (x+17
066 | Considera lafuncié f: R — R definida per: f(x) = Y12
X
Determina'n els intervals de creixement i decreixement, i també els maxims
i els minims.
Domf =R —{-2}
2 x=-3
f'(x):M:O%%-ﬁ-éLx-ﬁ-S:O—)[
(x 427 x=-1

« En(—o0, =3)U (=1, +00) = f(x) > 0 — f(x) Funcio creixent
« En (=3, =2)U (=2, —=1) = f'(x) < 0 — f(x) Funcié decreixent
x ==3->f(=3)=—4 - (=3, —4) Maxim
x=—-1-f(=1)=0 - (=1,0) Minim
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Representacié de funcions

067

068

Dibuixa la grafica d'una funcié que compleixi les propietats seglients:
« Esta definida en tota la recta real.

« Es simetrica respecte de l'origen.

« L'eix X és una asimptota horitzontal.

o Té un minim en el punt (2, —3).

2

Considera la funcié seglient: f(x) = X
. x? —1

Determina’n:

a) Eldomini.

b) Els punts de tall amb els eixos de coordenades.

c) Sila grafica és simétrica respecte de l'origen o respecte de l'eix Y.
d) Lesasimptotes.

e) Elsintervals de creixement i decreixement.

f) Els maxims i els minims.

a >’—1=0->x=*x1>Domf=R—{-1,1}
2

b) Tallsamb l'eix X: f(x) =0 — =0->x*=0—->x=0—-(0,0)

X2 =1
Tallamb l'eix Y:x=0— f(0) =0 — (0, 0)
(—x)? x? L .
Qo f(—x)= = = f(x) — Es simetrica respecte de I'eix Y.

d) lim = oo — Asimptota vertical: x = —1
x—= -1 Xz — ‘|
2
lim = o0 — Asimptota vertical: x =1
x=1 x2 1
2
lim = 1— Asimptota horitzontal: y =1

X =0 XZ*]

No té asimptotes obliqles ni branques paraboliques, perque té asimptota

horitzontal quan x — 4+ i quan x — —oo,

& Fl)=—2 —05x=0
(x> =17
e En(—o0, =) U (=1,0) = f'(x) > 0 — f(x) creixent

« En(0, YU (1, +00) = f'(x) < 0 — f(x) decreixent

f) x=0-—f(0)=0—(0,0) Maxim
No presenta minims.
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SOLUCIONARI

X+1

2

Considera la funcié: f(x) =
X

a) Estudia’n el domini.

b) Troba els punts en els quals la grafica talla els eixos de coordenades.

c) Analitza si la grafica és simétrica respecte de l'origen o respecte de l'eix Y.
d) Calcula les asimptotes.

e) Determina els intervals de creixement i de decreixement.

f) Troba els maxims i els minims.

a) Domf=R — {0}

b) Tallsamb leix X: f(x) =0 — X _‘2— L

Tall amb l'eix Y: no en té.

9 Flex) = —Xx+1 _ —X+1
(_X)z XZ
— No és simetrica perqué f(—x) = f(x) y f(—x) = —f(x).
d) I|mO x+1 = oo — Asimptota vertical: x =0
X = X
lim X R 0 — Asimptota horitzontal: y =0
X = X

No té asimptotes obliqles ni branques parabdliques, perque té asimptota

horitzontal quan x — 4o i quan x — —oo.

e f'(x)= 7)(;2 =0 x=-2
X

e En (=00, —2) U (0, +00) = f'(x) < 0 — f(x) decreixent
« En(=2,0) = f'(x) >0 — f(x) creixent

f) x=-2>5f(-2)= N [2/ 4] Minim
4 4

No presenta maxims.

., 1 L
Donada la funcié f(x) = ———————, calcula, si existeixen:

x? —2x =3
a) Elsintervals de creixement i els de decreixement.

b) Els maxims relatius i els minims relatius.

=1
a) XZ—ZX—3:O%{173 —Domf=R—-{-13}

fog=——2XF2 o ox—25x=1
(x? —2x — 3)?
e En(—o0, =N U(=1,1) = f'(x) > 0 — f(x) creixent

« En(1,3)U (3, +0) = f'(x) < 0 = f(x) decreixent

b) Enx =1 saconsegueix un maxim.
No hi ha minims.

=0->x+1=0->x=-1->(-10)
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071

Determina els intervals de concavitat i convexitat i els punts d'inflexio
de les funcions segients:

a) y=x>—3x*4+2x+6

X —2
b) y=
Y X+ 2
Q y=x"—8x2+7
x? 41
d y=
Y x* —1

a) Dominio =R
y'=3x*—6x+2
y'=6x—6=0—>x=1
« En(—o, 1) > y' < 0 — Funci¢ concava
« En (1, 4+00) = y' > 0 — Funcié convexa
En x =1 presenta un punt d'inflexid.

b) Domini=R — {2}
. 4
(x+2)

”:_78¢Oen[R{f{f2}
(x+2°

No presenta punts d'inflexio.
« En(—o0, —2) — y" > 0 — Funcid convexa
« En (=2, 4+0) = y" < 0 — Funcié concava

c) Domini=R
y'=4x> —16x
Y =12 —16 =0 x=% 10 —x 2
12 J3

— y" >0 — Funci6 convexa

e

— y" < 0 — Funci6 concava

E[ )
'E”[ff

2
Enx = if presenta punts d'inflexio.

d) Domini=R —{-1, 1}
. —4x
B
L 12X+ 4
G
No presenta punts d'inflexid.

=0enR—{-1,1}

« En(—o0, =N U (1, +00) = y" > 0 — Funci6 convexa

« En(=1,1) — y" <0 — Funcié concava



SOLUCIONARI

072 | Troba la concavitat i la convexitat i les punts d'inflexié d'aquestes funcions:
a) y = x’e* b) y:% Q y=x-—sinx d y=vx*—-16
n x
a) Domini=R
y'=e"(2x + x?) y”:e*(2+4x+x2):O—>x:f2i\/5
« En (4»0, —2- \/5) U (72 +4/2, +00) — y" >0 — Funci6 convexa
« En (—2 V2, -2+ \/3) — y" <0 — Funcié concava
En x = —2 = /2 presenta punts d'inflexio.
b) Domini = (0, +) — {1}
,Inx =1
(In x)?
. 2—Inx

y'r=——"=0->nx=2—>x=¢’
x(In x)?

« En (0, DU (€% +00) — y" < 0 — Funci6 concava
« En(1, €?) = y" > 0 — Funcio convexa
En x = e? presenta un punt d'inflexio.

¢) Domini=R
y'=1-—cos x y'=sinx=0—->x=knambkeZ
« En(2k', 2k" + 1) amb k' € Z — y" > 0 — Funcié convexa
« En(2k"+1,2k")amb k' € Z — y" < 0 — Funci6 concava
En els punts x = kw amb k € Z presenta punts d'inflexio.

d) Domini =R — {—4, 4}

P 2x _ X
Wxi—16  Jxi-16

"= —16 < 0en(—o, —4) U (4, +00) — Funcié concava

(x> —16)vx* —16
No presenta punts d'inflexio.

y

073 | Determina els intervals de creixement, de decreixement, de concavitat
i de convexitat de la funcié y = In (x? 4 1); troba’n també els maxims,
els minims i els punts d'inflexio.

Domini =R y'= 2x
X2 41

« En (=00, 0) = y' < 0 — Funcié decreixent

=0->x=0

« En(0, +0) = y' > 0 — Funcio creixent
En x = 0 presenta un minim.
w =2 +2

(x* 4+ 17
« En(—o0, =) U(1, +00) = y" < 0 — Funcid concava

=0—->x==1

« En(=1, 1) — y" > 0 — Funci6 convexa
Enx=—1ienx=1 presenta punts d'inflexio.
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074 | Peralafuncié f: R — R definida de la forma f(x) = 8x> —84x? + 240x, determina’n:
a) La monotoniai els extrems relatius.
b) La curvaturai el punt d'inflexio.

X =
a) f'(x)=24x> —168x +240=0— [x

« En (=00, 2) U (5, +00) — f'(x) > 0 — f(x) creixent
« En(2, 5) = f'(x) < 0 = f(x) decreixent

En x = 2 s'aconsegueix un maxim, i en x =5, un minim.

b) f”(x):48x—W68:O—>x:§
7 p »
« En [oo, 2] — 1"(x) < 0 — f(x) concava
. En [; +oo] — f"(x) >0 — f(x) convexa

7 : P
Enx = by s'aconsegueix un punt d'inflexio.

075 | Calcula els intervals de creixement i decreixement, els extrems relatius,
els intervals de concavitat i convexitat i els punts d'inflexié
delafuncioy = x> —3x*> + x + 1

Domini = R y'=3x—6x+1=0—x =

[ 3-6
« En|—oo, 3

3+46
3

u

o]

& +3\/€ , oo | — y' >0 — Funcié creixent

— y' < 0 — Funcié decreixent

3+V6
3

3

_En[aﬁ 3446
"3

Enx = ? presenta un maxim,ien x = ,un minim.

y'=6x—6=0—x=1
« En(—o0, 1) = y" < 0 — Funci6 concava
« En(1, +00) = y" > 0 — Funcié convexa

En x =1 presenta un punt d'inflexio.

076 | Estudia en quins intervals la funcié f(x) = 3x* + x> —1és creixent o decreixent
i en quins intervals és concava o convexa.

Digues si té cap maxim o minim. Presenta punts d'inflexié? En cas afirmatiu,
determina les coordenades de cadascun dels punts.

504



SOLUCIONARI

Domf=R 5
FX)=9x24+2x=0—>xOx+2)=0—>x=0, x = ——

« En [00, _92] U (0, +00) = f'(x) > 0 — f(x) creixent

. En [_92 o] — f'(x) < 0 = f(x) decreixent

2 -2 —239 -2 =239 ..
X——%f[]—%[, ] Maxim

9 9 243 9 243
x=0—f(0)=—-1— (0, =1) Minim
f”(x):]8x+2:0%x:;2:i

18 9

< En [—oo, 9]] — "(x) < 0 — f(x) concava
. En [91 +oo] — f"(x) > 0 — f(x) convexa
Pl BN f[_]] _ M [‘1, _2‘”] punt dinflexic.

9 9 243 9 243

077 | Dibuixa la grafica d'una funcié que compleixi aquestes caracteristiques:
« Esta definida en tota la recta real.
« Es simétrica respecte de l'eix d'ordenades.
« L'eix X és una asimptota horitzontal.
o Té un punt d'inflexié en (2, 1).
Y

078 | Estudia el creixement i la concavitat de la funcié f: (0, +») — R definida

per f(x) = L—X (L és logaritme neperia.)
X

1
—x—Inx o
F(x) == - T 0 hx=1ox=e¢
x? x°

« En(0, e) = f'(x) > 0 — f(x) creixent

- En (e, +00) = f'(x) < 0 — f(x) decreixent
En x = e presenta un maxim.
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X —1-(0=Inx)2 —=342Inx

x* X3 X3

=0

3
3 =
—Ihx==—>x=e2 5 x=+¢
2

« En (O, \/e—S) — f"(x) < 0 — f(x) concava
- En (\/e—3 +00> — "(x) >0 — f(x) convexa
Enx =+e presenta un punt d'inflexio.

x2—2 six<O0

079 | Considera f(x) = {2X =1 i x >0.
X+ —
2
Calcula els intervals de creixement, de decreixement, la concavitat i la convexitat
de f(x).
f(0)=—-2
lim -2 _J -
x = 0" f -
X+ — — f(x) continuaenx =0
lim x*—2=-2
x>0
2 ix<0
X : o 2x six <0
, 2[X+f]7(2)<71) , 2 :
f(x) = 2 SiX>O—>f(X)_ > six>0

2 1
[x+4] [+3)
2
« En (=0, 0) = f'(x) < 0 — f(x) decreixent
« En(0, 400) = f'(x) > 0 — f(x) creixent
En x = 0 s'aconsegueix un maxim.
2 six <0
4
f'(x)=17——5 six>0
3]
2
« En (=00, 0) = "(x) > 0 — f(x) convexa

« En (0, 400) = f"(x) > 0 = f(x) convexa

080 | Dibuixa la grafica de les funcions polinomiques segiients, després que n'hagis
analitzat les caracteristiques:

a) y=x>—4x>—x+4 o y=x>+3x
b) y=x>—6x*+12x+4 d)y=x*—8x>+7
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Domini =R
— +

== —(=1,0), (1,0, (4, 0)

« Tallsambleix Xty =0 —

- Tallamb leix V: x=0—>y=4—(0,4)

Com que és una funcié polinomica, només té branques paraboliques.

lim (x* —4x> — x +4) = —o0 lim (x> —4x* —x+4) =+
X = —00 X = +oo
4 + /1
Y':3x278x71:0—>x:%
. En [—00,4 19 |y 4+ 19,+oo — y' >0 — Funcié creixent
3 3

— y' < 0 — Funci¢ decreixent

' En[4ﬁ 4419

3 3
4—+19 N 4419 -~
EnX:f presenta un ma><|m,|en><:f,un minim.
4 Y
y”=6><78:0—>x=§=— T
6 3

- En [oo/ 4] — y" < 0 — Funcié concava
3

. En [4, +oo] — y" >0 — Funcié convexa
3

4
Enx = 3 presenta un punt d'inflexi.

Domini =R

« Talls amb I'eix X: no podem resoldre I'equacié per Ruffini; aixi, doncs,
I'analitzarem després.

«Tallambleix V:x=0—-y=4—1(0,4)

Com que és una funcié polinomica, només té branques paraboliques.

im (G —6x24+12x 4+ 4) = —© im (G —6x2 +12x 4+ 4) = 4+

X = —0 X — +0oo
y'=3x2—-12x+12=0—>x=2

« En(—o, 2) > y' > 0 — Funcid creixent

« En(2, +00) > ¥’ > 0 — Funcid creixent

No presenta maxims ni minims.
Y'=6x—12=0—>x=2 Y4
« En (-, 2) > y" < 0 — Funci6 concava
« En(2, +00) = y" > 0 — Funci6 convexa
En x = 2 presenta un punt d'inflexié.
Finalment, com que en (—oo, 2) la funcié

és creixent, la imatge de 0 és positiva
ilim (x° —6x2+12x+ 4) = —oo,

X — —®

hiha un punt de tall en (—o0, 0).

<Y
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Q

Domini =R

« Tallsamb leix X: x> +3x =0 = x(x* +3)=0—> x=0— (0, 0)

« Tallamb leix Y:x=0—-y=0-—(0,0)

Com que és una funcié polinomica, només té branques paraboliques.

lim (x>43x) = —

X = —0 y
lim (x> 4 3x) = 4o

X =+

y' = 3x* 4+ 3 = 0 — Funcio creixent
No presenta maxims ni minims. N

Y ' =6x=0-—x=0 RN
« En (=00, 0) = y" < 0 — Funcié concava 1

« En (0, 400) — y” > 0 — Funcié convexa

En x = 0 presenta un punt d'inflexio.

Domini=R

x ==
-Tallsambl’eix)(:yO%X4—8X2+7O%{

x:iﬁ

«Tallambleix V:x=0—-y=7—(0,7)
Com que és una funcié polinomica, només té branques paraboliques.

lim (x* —8x>4+7) =4 lim (x* —8x?+7) =+

X = - X = 400
x=0

X ==x2

« En(—o0, —2)U(0, 2) = y' < 0 — Funcid decreixent

« En(=2,0)U (2, +0) — y' > 0 — Funcié creixent

Enx= —2ienx =2 presenta dos minims, i en x = 0, un maxim.

y'=12x-16=0—>x == /E _+ |2
12 3
o« En|—oo, — i Q/i,—l—oc
3 3
4 4 " o
« En|— ? ? — y" <0 — Funcio concava
Enx == % presenta punts d'inflexio.

y’_4x3—16x_0—>{

u — y" > 0 — Funcio convexa
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SOLUCIONARI

Donada lafuncié y = x* + x> —5x + 3, determina’n:
a) Eldominiiels punts de tall amb els eixos de coordenades.

b) Els intervals de creixement i decreixement.

Els maxims i els minims locals.

d) Larepresentacio grafica a partir de la informacio

dels apartats anteriors.

a) Domini=R

. Tallsambl’eixX:y—O%xs—o—xz—5X+3—O%{X_
X =
« Tallsamb leixV: x=0—y=3—(0,3)
x =1
b) y'=3x"4+2x-5=0—>1 -5
3

. En [oo, _TS U (1, 40) = y’ > 0 — Funcid creixent

—5
. En [3, 1] — y' < 0 — Funcié decreixent

-5, ) N -
o Enx= T slaconsegueix un maxim, ienx =1, un minim.

d) YA

082 | Calcula els valors dels parametres a i b perque la funcié:

fX)=x3+a®>+bx+c

tingui un extrem relatiu en x = 2, un punt d'inflexié en x = 0 i passi
pel punt (1, —5).

Representa graficament aquesta funcié.

f'(x)=3x>+2ax+b

f"(x) = 6x+ 2a

Té un extrem relatiu en x = 2:
f2Q)=0—-12+4a+b=0

Té un punt d'inflexio en x = 0:
f'0)=0—->2a=0—->a=0->b=-12
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Passa pel punt (1, —5):
fl)=-5->14+a+b+c=-5-1-124c=-5->5c=6
Per tant, la funcié és:
fx)=x>—12x+6
Per aconseguir la representacié grafica, n'analitzem les caracteristiques.
Domf=R
« Talls amb l'eix X:
fX)=0—>x>—12x+6=0
No podem resoldre I'equacié per Ruffini, perqué no té com a arrel cap
dels divisors de 6.
+ Tallamb leix V:
x=0—-f0)=6—(0,06)
Com que fés una funcié polinomica, només té branques paraboliques.

im (x> —=12x+6) = —o

X = —o0

im (G —12x+6) = 4+

x>+
fx)=3x>-12=0>3x>=4—> x=*+2

« En(—00, =2) U (2, +0) = f'(x) > 0 — f(x) creixent
« En(=2,2) = f'(x) < 0 = f(x) decreixent

En x = —2 presenta un maxim, i en x = 2, un minim.
f"x)=6x=0—>x=0

« En(—o0, 0) = "(x) < 0 — f(x) concava

« En(0, +00) — f"(x) > 0 — f(x) convexa

En x = 0 presenta un punt d'inflexié.

Y

083 | En un model de cotxe, el consum de combustible, per a velocitats incloses
entre 20 i 160 km/h, esta determinat per C(x) = 8 — 0,045x + 0,00025x?
i 'expressem en litres consumits cada 100 km, recorreguts a una velocitat constant
de x km/h.

a) Quants litres cada 100 km consumeix el cotxe si el condueixen a una velocitat
de 120 km/h?

b) A quina velocitat consumeix menys? | quant consumeix?
¢) A quines velocitats I'han de conduir perqué consumeixi 10 litres cada 100 km?
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a) C(1200=8—-54+36=562
Si condueixen a una velocitat de 120 km/h, consumira 6,2 litres cada 100 km.

b) C'(x)=—0,045+ 0,0005x =0 — x = 90

C"(x) =0,0005 > 0 — En x =90 s'aconsegueix un minim; aix{ doncs, a 90 km/h
consumeix menys.

A aquesta velocitat consumira: C(90) = 8 — 4,05 + 2,025 = 5,975 litres

x = —36,886
x = 216,89

Aquestes velocitats no es troben entre [0, 160], per tant, no és possible
consumir 10 litres de gasolina si condueixen a les velocitats de definicio
de la funcio.

0 10 = 8 —0,045x 4 0,00025x* — 0,00025x* — 0,045x —2 = 0 — {

084 | Els beneficis mensuals d’'un artesa, expressats en euros, quan fabrica
i ven x objectes, estan determinats per la funcié B(x) = —0,5x* + 50x — 800,
enlaqual 20 < x < 60.

a) Troba el benefici que aconsegueix de fabricar i vendre 20 objectes i el de fabricar
i vendre 60 objectes.

b) Troba el nombre d'objectes que ha de fabricar i vendre per aconseguir el benefici
maxim, i també aquest benefici maxim.

¢) Fesun esbds de la grafica de la funcié B(x).

a) B(20)=—-200+4 1.000 —800=0
Aixi doncs, de fabricar i vendre 20 objectes no hi ha benefici.
B(60) = —1.800 4 3.000 — 800 = 400
Per tant, de fabricar i vendre 60 objectes obté 400 € de beneficis.
b) B(x)=—x+50=0—-x=50
B"(x) = —1 < 0 — En x = 50 s'aconsegueix un maxim.
B(50) = —1.250 + 2.500 — 800 = 450

Aixi doncs, per obtenir el benefici maxim ha de fabricar i vendre 50 objectes,
i aquest benefici maxim és de 450 €.

c) Representem graficament la funcié en l'interval (20, 60).
« En (0, 50) — B'(x) > 0 — B(x) creixent
« En (50, 60) — B'(x) < 0 — B(x) decreixent
Passa per (20, 0) i per (60, 400), i el maxim és (50, 450).

Y

1001
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085

086

Han comprovat que el nombre de passatgers de la terminal internacional
d’un aeroport esta determinat, com a funcié de I'hora del dia, per mitja de l'expressié:
N(t)= =5 —t)P’+B,0<t<24

a) Calcula o i. Justifica la resposta.
b) Representa la funci6é que has obtingut.

a) Passa per (12, 1.200) = N(12) = 1.200 = —5(cc — 12)* + 3 = 1.200
N'()=10(a—1) > N'(12) = 10(a — 12) = 0 = o = 12
Aixi doncs, 3 = 1.200.
b) N(t) = —5(12 —t)* +1.200
N(0) = —720 4 1.200 = 480
N(Q24) = =720 +1.200 = 480
El maxim s'aconsegueix en el punt (12, 1.200).
Es creixent en (0, 12) i decreixent en (12, 24).

Y

6007,

Un estudi indica que, entre les 12.00 i les 19.00 hores d’un dia laborable tipic,

la velocitat, en km/h, del transit en una sortida de l'autopista esta determinada per:
fx)=2x—21x¥*4+60x+20 si0o<x<7

Representa graficament f(x) i estudia: el punt de tall amb I'eix Y, els intervals de
creixement i decreixement, i els intervals de concavitat i convexitat. Calcula les hores
en les quals presenta maxims, minims i punts d'inflexié per a la velocitat del transit.

« Tallamb l'eix Y: x= 0 — f(0) = 20 — (0, 20)
f’(x):6xz42x+60:0a{x_2
X=05

Tal com indica lI'enunciat, només analitzem la funcié en l'interval [0, 7].
« En(0, 2)U(5,7) = f'(x) > 0 — f(x) creixent
« En (2, 5) = f'(x) < 0 — f(x) decreixent
f”(x):12x—42:0—>x:4—2:1

12 2

- En [O, Z] — f"(x) < 0 — f(x) concava

« En [Z 7] — f"(x) > 0 — f(x) convexa



SOLUCIONARI

Al cap de 2 hores la velocitat és maxima i al cap de 5 hores la velocitat és minima.

Al cap de 3 hores i mitja la velocitat aconsegueix un punt d'inflexié.

Y

087 | Undirigent d'un partit politic determinat diu que dimitira si el percentatge
de votants del partit no arriba al 20 %. Estimen que el percentatge de participacioé
en la consulta sera almenys del 40 %, i que el percentatge de votants al partit
dependra del percentatge de participacié segons aquesta funcié (P indica
el percentatge de votants al partit, i x, el de participacio):

P(x) = —0,00025x* + 0,045x> — 2,4x + 50 si 40 < x < 100

a) Indica quant creix el percentatge de votants al partit i quant decreix.
D’acord amb la funcid, és possible que el dirigent no hagi de dimitir?

b) Dibuixa la grafica de la funcié.

2) P(x) = —000075x* +00% — 24 =0 — ¥ =%

x =80
P"(x) = —0,00156x + 0,09
P"(40) = 0,0276 > 0 — En x = 40 presenta un minim.
P"(80) = —0,0348 < 0 — En x = 80 presenta un maxim.

Aixi doncs, en (40, 80) el percentatge de votants al partit creix, i en (80, 100),
decreix, per la qual cosa enx = 100 presenta un altre minim.

El dirigent no haura de dimitir si el valor maxim que agafa la funcié és més gran
oigual que 20.

Com queP(80) = 18 el dirigent si que haura de dimitir.

b) P(40)=10 P(100) =10
Y..
. |
2#0 t t t t t X
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088 | Dibuixa la grafica d’aquestes funcions racionals, després que n’hagis analitzat
les caracteristiques:

a) y=

a)

x- 1 Xx- 2 X X
b) y= o y= d) y=
x? Y x- 3 Y X+ 1 Y X2+ 1

x> =0 —= x =0 — Domini = R — {0}

- Tallsamb leix X: y = 0 — x| =0 x=1-(0)
X
« Tallamb I'eix Y: no en té perqué no esta definida pera x = 0.
lim X ;] = oo — Asimptota vertical: x = 0
X = X
im 2= — 05 Asimptota horitzontal:y = 0

X = oo X
No té asimptotes obligles ni branques parabdliques, perque té una asimptota
horitzontal quan x — 4-co i quan x — —co.

, —X+2
y =

XS

=0->x=2

« En(—o0, 0) U (2, +00) = y' < 0 — Funcié decreixent

« En(0, 2) = y' > 0 — Funcio creixent

En x = 2 presenta un maxim.

Y= 2x—6
X4

« En(—o0, 0)U (0, 3) = y" < 0 — Funcié concava

=0->x=3

« En(3, +00) = y" > 0 — Funcié convexa

En x = 3 presenta un punt d'inflexio.
Y

Xx—3=0— x=3— Domini=R — {3}
X2 0 x=25(20

« Tallsamb leix X:y =0 —
X—=3

-Talambl’eixY:x—O%y—ie[o,i]

L ox—=2 . )
lim = oo — Asimptota vertical: x = 3
X =3 X — 3
) -2 . !
lim = 1— Asimptota horitzontal: y = 1
X = 0 X —

No té asimptotes obligles ni branques parabodliques, perque té una asimptota
horitzontal quan x — +ooi quan x — —oo.



SOLUCIONARI

—1 y , 4
y' = ———— < 0 — Funci6 decreixent '
(x —3)? |
No presenta maxims ni minims. E
2 '
y'=——=0 y=1 27 |

6 3 s s

No presenta punts d'inflexio. 11

« En(—o0, 3) = y" < 0 — Funci6 concava

« En (3, +0) = y" > 0 — Funcié convexa X153
X+1=0—- x=—-1—>Domini=R—{-1}
2
+ Tallsamb leix Xy =0 — =0—->x=0-—(0,0)
X +1
» Tallamb leix Y:x=0—-y=0—(0,0)
2
lim = oo — Asimptota vertical: x = — 1
x =1 X + ‘]
2
lim = —0o0
X = —o0
X t] — No té asimptotes horitzontals.
lim =+
X = 400 X+]
2
lim X 1o>m=1
X =% ‘\ ; .
X(X2+ ) — Asimptota obliqua:

lim —x|=lim —/—=—-15n=-1 y=x-1
X = 0w X+‘| X = X+

No té branques parabodliques, perque té una asimptota obliqua quan x — +oo
iquan x — —oo.

. X4 2x x=0

=—=0->
(x+1° X==2

« En (=00, —2)U(0, +0) — y' > 0 — Funcio creixent
« En (=2, =MU(=1,0) = y’ <0 — Funcié decreixent
En x = —2 presenta un maxim, i en x = 0 un minim.

"

= 2 = 0 — No presenta punts d'inflexio.
(x+1°

« En(—o0, —1) = y" < 0 — Funcié concava

« En (=1, +00) = y" > 0 — Funcié convexa
Y
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d) Domini=R

« Tallsambleix Xty =0 — =0—-x=0—-(0,0)

X241
« Tallamb leix :x=0—-y=0-—(0,0)

lim
Xx—o x? +1

No té asimptotes obligles ni branques parabodliques, perque té una asimptota
horitzontal quan x — 40 i quan x — —oo.

= 0 — Asimptota horitzontal: y = 0

. G L I SR
x>+
« En(—o0, =N U(1, +0) = y' < 0 — Funcié decreixent
« En(=1,1) — y' > 0 — Funcio creixent
En x =1 presenta un maxim, ien x = —1,un minim.
. 2x7 —6x x=0
e+ x =3

. En (—oo, ,\/E) U(O, \/E) — y" < 0 — Funcié concava

—O—>x(2x2—6)—0%{

. En(f\/g, O) u (\/g +oo) — y" >0 — Funci6 convexa

Enx=—V3,x=0ix= J3 presenta punts d'inflexio.
Y
1+
1 y:(:) X
L 3x2 3
089 | Representa aquesta funcié: f(x) = X kxS
X2 +1
Dom f=R
2
« Talls amb l'eix X: no en té perque X +x+3 =0enR.
2
X°+1
« Tallamb leix i'x=0—->y=3—(0, 3)
2
lim X +x+3 = 3 — Asimptota horitzontal: y = 3

X =0 X2 +1
No té asimptotes obliqles ni branques paraboliques, perqué té una asimptota
horitzontal quan x — +oo i quan x — —oo.
2
f’(x):ix hl =0—->x==1
(x> +17
« En(—oo, = U (1, +-00) = f'(x) < 0 = f(x) decreixent

« En(=11) = f'(x) > 0 — f(x) creixent
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Considera la funcié f(x) =

SOLUCIONARI

En x =1 presenta un maxim, i en x = —1, un minim.
i) = 23 —6x R x=0
(X2 4 1) x==*J3
« En (—oo, —\/§> U (O, \E) — f"(x) <0 — f(x) concava

+ En (—\E O) U (\E +OO) — f"(x) >0 — f(x) convexa
Enx=—V3,x=0ix= \/g presenta punts d'inflexio.

X

x—2

a) Calcula les asimptotes i el domini de definicié de la funcio.
b) Determina’n els intervals de creixement i decreixement.
c) Representa graficament la funcio f(x).

a) Domf=R —{2}
« Tallsamb leix X: f(x) =0 —

5 =0—->x=0-(0,0)
X_
- Tallsamb leix : x =0 — f(0) =0 — (0, 0)

lim = oo — Asimptota vertical: x = 2
x—=2 X — 2

lim = 1— Asimptota horitzontal: y = 1
v 2

No té asimptotes obliqles ni branques paraboliques perqué té asimptota

horitzontal quan x — 4oc0 i quan x — —oo.

-2

b) f'(x) = ———— < 0 — f(x) decreixenten R — {2}
(x =2y
No presenta maxims ni minims.
Q) 4
=T T
""" X
;x:z
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091 | Considera la funcid real de variable real f(x) = 2x +1 .
X

a) Determina el domini de la funcid i els intervals en els quals és creixent
o decreixent.

b) Troba'n les asimptotes.
¢) Dibuixa un esboés de la grafica de la funcié.

a) Domf=R — {0}
—1

f'(x) = —< 0 — f(x) decreixent en R — {0} i no té extrems relatius.
X
b) lim 2x+1 = oo — Asimptota vertical: x =0
X =0 X
lim x4 = 2 — Asimptota horitzontal: y = 2
X =0 X

No té asimptotes obliqles ni branques paraboliques perqué té asimptota
horitzontal quan x — +ooi quan x — —oo.

c) o TallsambleixX:f(x) =0 > ——=0—>2x=— >

- Talls amb l'eix Y: no en té.

LI B = .
14
-+ttt
1 X
x=0
092 | Donada la corba d'equacié y = 1.
2x+1)

a) Determina’n els punts de tall amb els eixos de coordenades.
b) Determina'n les asimptotes.
¢) Fes una representacio grafica aproximada de la corba.

a) Domf=R —{-1}

« Tallsamb l'eix X: f(x) =0 — . = 0 — Noenté.
20x+1)

« Tallamb l'eix YV:x =0 — f(0) = % - [O, ;]

518



093

SOLUCIONARI 1 O

b) lim = 0 — Asimptota vertical: x = —1
x> =1 2(X + ‘I)
lim = 0 — Asimptota horitzontal: y = 0
X = 0 Z(X + ])

No té asimptotes obligles ni branques paraboliques perque té asimptota
horitzontal quan x — +o0i quan x — —oo.

, —1

0 y'=——— <0 — Funcid decreixenten R — {—1}
20x +1)?
No presenta maxims ni minims.
Y
Sy
T
N y=0 X

4%+ x+ 3
3+ 4x?

a) Troba els intervals de creixement i decreixement de f(x), i també els possibles
maxims, minims i punts d'inflexié.

Donada la funcié f(x) =

b) Representa la grafica de la funcié y = f(x), i indica de manera detallada quin és
el domini i quines son les asimptotes.

(Activitat de Selectivitat)

A2
B =S g mx[3 a3
(3+4x2) 4 2

.En[_ IRERM RE]
2

u T +oo | = f'(x) < 0 — f(x) decreixent

N

2

.En[_\/? £

, ] — f'(x) > 0 — f(x) creixent

3

o 3 s
En x = —— presenta un minim, i en x = ——, un maxim.
2

32x% — 72 x=0
f”(X):g:O—) 3
(34 4x7)° x=x =2

« En [—oo, _jJ u [O, 2] - f"(x) < 0 = f(x) cOncava

a0

« En [_23 o]u [i +ooJ — f"(x) > 0 — f(x) convexa

Enx=0ix= i% presenta punts d'inflexié.
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094

b) Domf=R

« Talls amb I'eix X: no en té perqué
4x° +3

« Tallambleix V:'x=0—-y=1—(0,1)

No té asimptotes verticals.

452 + x+3

4x* 4+ x+3

=0enR.

lim ——————— =1— Asimptota horitzontal: y =1
Ko A4x? 43
Posicio de la corba respecte de I'asimptota:

4x?
X — +0o0 —> XNExX¥3 g _ X 4

3+ 4x? 3+4x7
— f(x) esta per sobre de I'asimptota.

4x* 4 x+3 X e 7|

X = —o0 —> -1 V=

34+4x° C344x2
— f(x) esta per sota de l'asimptota.

No té asimptotes obligles ni branques
paraboliques perque té asimptota horitzontal
quan x — 40 i quan x — —oo.

3

Donada la funcié f(x) = determina'n:

1—x2'

a) Eldominiiels punts de tall amb els eixos de coordenades.

b) Lequacio de les asimptotes verticals i horitzontals.
c) Elsintervals de creixement i de decreixement.
d) Els maxims i els minims locals.

e) Larepresentacio grafica a partir de la informacié dels apartats anteriors.

a) Domf=R —{-1,1}

3

- Tallsamb l'eix X: f(x) =0 — ] 5
— X
« Tallsamb leix Y:x=0— f(0) =0 — (0,0)

3

b) lim = oo — Asimptota vertical: x = 1
x=1 11— X2
3
lim = o0 — Asimptota vertical: x = —1
x— -1 ]_ X
3
lim = —0

X — +oo ]_X2
3
lim =+

X — —00 W*X

X3

im ———=—-1->m=-1
X = o0 X(‘I*Xz)

X =0 ]7)(2

3
Iim[ X +x]_|im XZ:O%n:O

=0—-x=0—1(0,0)

— No té asimptotes horitzontals.

— Asimptota obliqua: y = —x
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—x* +3x? =
X = i\/?

Q fx)=———"=0-xB-x)=0—>
(1—x%y

« En (—oo, —J3)u (\/g +oo) — f(x) < 0 — f(x) decreixent
. En (f\/— 71) (-1, Hu (1, \/E) — f'(x) > 0 — f(x) creixent
d) Enx = —\/g presenta un minim, i en x = \/g, un maxim.

e) Y

X+1
x+2.

095 | Considera la funcié f(x) =

a) Determina’n el domini, els punts de tall amb els eixos, les asimptotes
i la monotonia.

b) Representa graficament aquesta funcio.

a) Domf=R —{-2}

X—+1
X+ 2

« Tallsamb l'eix X: f(x) =0 =

=0—>x=—-1—>(-10)

» Tallsambleix V:x=0—-y=1—(0,1)

li el oo — Asimptota vertical: x = —2
X = =2 X+2

lim =~ 1 1— Asimptota horitzontal: y =1
X = o X+2

No té asimptotes obligles ni branques parabodliques.

'

(x) = 1 > 0 — f(x) creixent
(x 42y

No presenta maxims ni minims.

f"(x) = ————— = 0 — No presenta punts d'inflexid.
(x+2)

« En(—o0, —=2) = f"(x) > 0 — f(x) convexa

« En(=2, +0) = f"(x) < 0 — f(x) concava
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096

El grau d'estrés (puntuat de 0 a 10) durant les 8 hores de treball d'un agent de borsa
esta determinat per mitja de la funcio:

_ —2t(t —10)
5

f(t) ,0<5t<8

a) En quininstant de la seva jornada laboral el grau d'estrés és maxim?
Justifica la resposta.

b) Representa la funcié anterior.

f(t) = ;Z(rz —10t)
5

f’(r):%(2r4o>:o—>r:5

—4 .
f'(t) = ? < 0 — Ent = 5 s'aconsegueix un maxim.

El grau d'estres és maxim al cap de 5 hores.

. Tallsamb l'eix X: f(t) = 0 — @ =0- {; i ?O

Perat =10 la funcié no esta definida.
« Tallambleix V:x=0—-y=1-—(0,0)

Es tracta d'una funcié polinomica definida en l'interval [0, 8], creixent en (0, 5)
i decreixent en (5, 8).
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097 | Dibuixa la grafica d’aquestes funcions amb radicals, després que n’hagis analitzat
les caracteristiques:

a) y=v2—x b)y=2- /1—21—5x2 Qy=+vx*—9 d y=—/x+3

a) 2—x>0— x <2 — Domini = (—oo, 2]
- Tallsamb leix X2 — x =0 — x =2 — (2,0)
. Tal\sambl/eixY:x:Oﬁy:\/gﬁ(o,\/5)
No té asimptotes verticals.

lim V2 —x =+ — No té asimptotes horitzontals.

im Y2=X _ 0 5Noté asimptotes obliques.

X = —00 X
y = -1
2N2— X

p -1

< 0 — Funcio decreixent

y" = ——— = < 0 — Funci6 concava
22— x)N2—x
Y
1
""""" R
XZ
b) 1—>—>0— x €[5, 5] = Domini =[5, 5]
25

2
« Talls amb l'eix X: /1—;—5 —025—x>=0— x = *5—(=5,0), (5,0)

« Tallamb leix 'x=0—-y=2-(0,2)

No té asimptotes.

0 4

y=—— 0 x=
10425 — x?

« En(=5,0) = y' > 0 — Funcid creixent
« En (0, 5) = ¥’ < 0 — Funcioé decreixent

En x=0presenta un maxim. [ N >
—100
y' = <0
10025 — x2)\25 — x?
— Funcié concava
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Q x2=9>0— x €(—00, =3]UI[3, +0) = Domini = (—oo, —3]U[3, +0o0)

. Tallsamb leix X:vVx?> =9 =0 — x = *3 = (=3,0), (3,0)
- Tallamb I'eix Y: no en té perque f(x) no esta definida per a x = 0.
lIm Vx?—9 =+

X =+

— No té asimptotes horitzontals.
Iim Vx?—9 =+

_Ax?=9
im ————=1->m=1
X = +oo X
2_Q__ 2 _
lim (\/x2—9—x): lim u: lim 79:0—”1:0
X =400 X =+ X2_9 +X X = +00 X2_9 +X

— Asimptota obliqua: y = x

Vx?=9

im ————=1->m=—1
X — —o0 X
2_Qg_ 2 _
lim ( x> =9 +x>: lim X9 lim 79:O%n:0

X = —00 X — —00 /X2—9—X X — —00 X2—9 + x

— Asimptota obliqua: y = —x

y'= 2 = X =0->x=0
Wx—9  Jx -9 y
« En (—OO, —3)%y'<0 ‘\\y:—x T y=x .
— Funcio decreixent N 1 2
« En(3, +90) = y' > 0 — Funcio creixent WA %)

St
I
. -9 0

Yy =—F— T T
(x> =9)Vx* =9 3 X

— Funcié concava

No presenta punts d'inflexid.

d) x+3>0— x>—-3— Domini = [-3, +x)
« Talls amb leix X: —/x +3 =0 — x = =3 = (=3,0)
. TaIIambI’eixY:x:O—>y:f\/§—>(0,f\/§)
No té asimptotes verticals.

lim —+/x + 3 = —co0 — No té asimptotes horitzontals.
X = +o0
—Xx+3

X
— No té asimptotes obligUes.

lim

X =+

=0 Y

—1
y' = ——— < 0 — Funcié decreixent T

2 x+3 AEEENESEEREEEN >

1
M= >0
Y 4(x +3x+3

— Funci¢ convexa

No presenta punts d'inflexio.
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098 | Escriu la funcié a la qual correspon cadascuna de les grafiques seglients:

GRAFICA 1 Y4
s 5 X
GRAFICA 2 Y
- 3
X
3
GRAFICA 3 Y
'|..
1 X
GRAFICA 4 Y
- 2 X

Grafica 1: f(x) =~ 25— x?

XZ
Grafica2: g(x) = —3,[1——

25
Grafica3: h(x) =V x —1

Graficad: j(x)=+Vx’—4

525



526

Representacié de funcions

099 | Dibuixa la grafica d'aquestes funcions, després que n'hagis analitzat les caracteristiques:

2_

a) y= xe* d)y=X21
eX

—x+ X +-|2

b) y = e e o) y= (x+ 1)
2 e*
Q) y=3x%~ f) y=e"*

a) Domini=R

« Tallsamb l'eix X: xe* =0 — x =0 — (0, 0)
« Tallambleix :x=0—-y=0-—(0,0)
No té asimptotes verticals.
lim xe* = +o00 — No té asimptota horitzontal.

X = +oo
. . oo L'Hopital 1 .
lim xe* - ©-0— lim — im = lim
X — —w x> X o0 x> - _pX X— —x
. — Asimptota horitzontal: y =0
. xe . o o
lim = lim e* =+ — No té asimptotes obliques.
X =400y X = o

y'=e "+ xe* =e (14 x)

y'=0->x=-1

« En(—o0, —1) = y' < 0 — Funcié decreixent
« En (=1, +00) = y' > 0 — Funcio creixent

Enx = —1 presenta un minim. 16
y'=e"(+x)+ e
y'=0->1+x+1=0
- X==2 N
+ En(—o, —2) — y" < 0 — Funci¢ concava ] Y:.O
« En (=2, 4+0) = y" > 0 — Funcié convexa
En x = —2 presenta un punt d'inflexié.
b) Domini=R
e X 1
« Tallsamb l'eix X: no en té perqu¢ ———— =0 —> — +¢e* = 0.
e)(
141
. Tallambl’eixY:x:O%y:%:1—>(O, 1
No té asimptotes verticals.
Hm g = 4o
o 2 — No té asimptotes horitzontals.
) e +e”
lim ——— =+
X = —® 2
otm e 2x — No té asimptotes obligies.
e
im ——— =4
X = —00 2X




SOLUCIONARI

Té branques paraboliques.

) e + ef . e + ef
lim 7—’_:4—00 lim %:—Q—oo

X = 400 2 X = —o0

y’zie ;e =0oef=e "> x=-x—>22x=0—>x=0
« En(—o0,0) > y' <0

— Funcié decreixent

Y

« En (0, +0) = y' > 0 — Funcié creixent

En x = 0 presenta un minim.

. e te
y =—

No presenta punts d'inflexio.

> 0 — Funcid convexa B N

Domini = R

. Tallsamb l'eix X:3x%¢™* =0 — x =0 — (0, 0)
» Tallamb leix :x=0—-y=0-—(0,0)

No té asimptotes verticals.

2

lim = 0 — Asimptota horitzontal: y =0
X =+ eX

lim 3x%* = 400 — No té asimptota horitzontal quan x — —co.
X = —00

o 3x%e ) i L )

lim = lim 3xe™ = —oo — No té asimptota obliqua.

X = —0 X X = —0

Té una branca parabolica: /im 3x*¢™ =+
X — —0

, L , x=20
y'=e6x—-3x)=0->x(6—-3x)=0—> I
« En (=, 0)U (2, +%0) = y' < 0 — Funcié decreixent
« En(0, 2) = y' > 0 — Funcié creixent
En x = 0 presenta un minim, i en x = 2, un maxim.

Y =e " B3x —12x+6)=0—> x =2++2
« En(=0,2 =2 )U(2+ 2, +0) = y" > 0 — Funcio convexa
- En (2—\/?,2+\/?)—>y”<0—>FunciécOncava

Enx=2%+2 presenta dos punts d'inflexié.
Y
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Representacié de funcions

d) Domini=R

x> —1

« Talls amb l'eix X: =0->x=*1—(-10),1,0)

e
« Tallambleix V' x=0—-y=—-1—-(0,—1)

No té asimptotes verticals.

2 _
lim X L 0 — Asimptota horitzontal: y = 0

h—o ex

No té asimptotes obliqles ni branques paraboliques.

—(x? — — O3 x=0
L 2x—(x*=12x 4x ZZX 0 = x( 2x%) = 0
X ==2\2

2

e* e
. En (—oo, ,\/E) U (O, \/3) — y' > 0 — Funcid creixent
. En (—\/5 O) u (\/5 +oo) — y' < 0 — Funci6 decreixent

X

Enx = i\/? presenta dos maxims, i en x = 0, un minim.
. At —14x2 44 X = *0,56
=2 — T T _0-
e* x = 3,17
« En(—o0; —3,17) U (=0,56; 0,56) U (3,17; +0) — y" > 0 — Funci6 convexa
« En(=3,17; —=0,56) U (0,56; 3,17) — y" < 0 — Funci6 concava
En x = —0,56; x = 0,56 i x = 3,17 presenta punts d'inflexié.

Y

e) Domini=R

=0->x=-1>(-10)

2
« TallsambleixX:y =0 — u

e
« Tallambleix Vi'x=0—-y=1—-(0,1)

No té asimptotes verticals.

) X+ . )

im YE o Asimptota horitzontal:y = 0
X = oo ex

e s o ,

lim = 400 — No té asimptota horitzontal quan x — —oe.
X = —00 eX

. x+ 1) L ,

lim 47 = —oo — No té asimptota obliqua.
X = —o0 XEX

2
Té una branca parabolica: lim (x+1) = 4o
X = —o0 €X
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= =0->x==1
e e
« En(—oo, =N U (1, +-00) = y' < 0 — Funci6 decreixent

y,_2x+2f(x+1)2 —x? 41

«En(=11) >y >0— y' >0 — Funcio creixent
En x = —1 presenta un minim, ien x =1 un maxim.

— 2_
y”:M=O—>x:1i\/E
e)(

« En (,OO, 1— \/?) U (1 +2, +oo) — y" >0 — Funci6 convexa
« En (17\/5, 1+\/E) — y" < 0 = Funci6 concava
Enx=1=x \/5 presenta punts d'inflexio.

Y

Domini =R

« Tallsamb l'eix X: no en té.

« Tallamb leix ' x=0—->y=e—(0,¢)

No té asimptotes verticals.

lim €'~ = 0 — Asimptota horitzontal:y = 0

X =

No té asimptotes obliqles ni branques paraboliques.

Y =(=2x)¢ " =05 x=0

« En(—o, 0) > y' > 0 — Funcio creixent

« En(0, %) = y' <0 — y' < 0 — Funci6 decreixent
En x = 0 presenta un maxim.

y'=—2""" —2x(=2x)e' " =05 4x’ —2=0->x=7= L

2
« En | —o00, — i /i,+oo
2 2

— Funcié convexa

« En|— i, 1 - y"<0 T
V2'\ 2 i

— Funcié concava

<

U ->y">0

Enx == 1 presenta punts d'inflexio.
2
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Representacié de funcions

100

101

Considera la funcié f(x) = 2x%*. Calcula'n les asimptotes, els intervals de creixement
i decreixement, els maxims, els minims i els punts d'inflexié.
Representa-la graficament.

Dom =R

- Talls amb l'eix X: 2x%¢* =0 — x =0 — (0, 0)

« Tallsambleix V:x =0— y =0—(0,0)

No té asimptotes verticals.

lim 2x’e* = +o0 — No té asimptota horitzontal.

X =+

lim 2x’e* = 0 — Asimptota horitzontal: y = 0

X = —o0
o 2x%” , . . .
lim ——— = lim 2xe* = 4o — No té asimptota obliqua.
X = 400 X X =+

Té una branca parabolica: lim 2x%* = 4+

X = 400

, « ; x=0

fi(x)=2"Q2x+x)=0—=2x2+x)=0— 5
X = —

« En (=00, =2) U (0, +0) = f'(x) > 0 = f(x) creixent
« En (=2, 0) = f'(x) < 0 — f(x) decreixent
En x = —2 presenta un minim, i en x = 0, un maxim.
Fx)=2e"(x* +4x+2) =0 > x=—-2*+2
e En (oo, —2=-V2 ) U242, +%) - v

— f"(x) > 0 — f(x) convexa
cEn(—2-v2,—2+2) >

— f"(x) < 0 = f(x) concava

En x = —2 * /2 presenta punts d'inflexio.

Analitza, primer, les caracteristiques d’aquestes funcions i dibuixa'n, després, la grafica:

a) y= xInx b) y = log, (x*+ 1) gy=mnEte d y= "
2 In x
a) Domini = (0, +)
« Tallsamb l'eix X: x In x = 0 — x = 0, com que no es troba al domini,
no té talls amb aquest eix.

« Tall amb I'eix Y- no en té perqué no esta definida per a x = 0.

) ) Inx oo L'Hopital . .
im xInx= Im — > — —— |Im — = Ilim (—x)=0
x — 0" x—o0t ] o0 x—>0t — x— 0"
X x°
- Iim+ x In x = 0 — No té asimptotes verticals.
x—0



. 2X
Y 20 0
« En(—o0, 0) = '
« En(0, 40) = y’

=0->x=0

< 0 — Funcié decreixent

> 0 — Funcid creixent

En x = 0 presenta un minim.

. 2=2X

N 2(x? 417

« En (=00, = U (1, +00) = y" < 0 — Funcio concava
(=11

« En

Y

=0—->x==1

1, 1) = y" >0 - Funci6 convexa
En x = %1 presenta dos punts d'inflexio.

SOLUCIONARI

1 X
Domini=R
« Talls amb l'eix X:
el 4+ e e’ 4 e
In%:O—);:eO:1—>ex+e’x =2

« Tallamb l'eix Y: x

S 2" +1=02e"=12x=In1=0-(0,0)

=0—->y=In T+

No té asimptotes verticals.

ef 4 e

:+oo

=In1=0—-1(0,0)

— No té asimptotes horitzontals.

= 400

— =15 m=1

—XJ——O,69%n——O,69

— = m=—]

lim In
X = +0oo 2
) el 4+ e
lim In ———
X — —0
ne te’
) 2
lim
X =+ X
el 4+ e
lim |In ————
X = +0oo
e ter
) 2
[im
X = —0 X
X +e X
lim |In
X = - 2

+ X] =—-069 - n=-069

— Asimptota obliqua:

y=x—069

— Asimptota obliqua:
y=-—x—069
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Representacié de funcions

1
2[(6*—6”)] :
J/':—z =0—oe ——=0=2e¥=12e"=1-5x=In1=0
ef+e* e’
« En(—00,0) > y'<0
— Funcio¢ decreixent

« En(0, 40) > y'>0
— Funcié creixent

En x = 0 presenta un minim.

v 4e "e"
e—Zx +2e—xex +€2X
— Funcioé convexa

>0

<

No presenta punts d'inflexid.

d) Domini = (0, 4+o0) — {1}

« Tallsamb I’eixX:L =0—->x=0-—(0,0)
In x
« Tallamb I'eix Y: no en té perqué no esta definida pera x = 0.

. X . .
lim —— = o0 — Asimptota vertical: x =1
x=>1 10 x

! X (L .
lim —— =0 — No té asimptota vertical.
x>0 |n x

. X (o .
lim —— = 4o — No té asimptotes horitzontals.
X+ |ﬂX

) X . 1 - -
lim = lim —— =0 — No té asimptotes obliques.
x4 x|nx x4 nx

) N ) X
Té una branca parabolica: lIm —— =+
X — 400 |ﬂ X

,Inx—1
(In x)?

=0->Ihx=1-sx=e

« En(0, U1, e) > y' < 0 — Funcid decreixent

« En(e, +o0) — y' > 0 — Funcié creixent

En x = e presenta un minim. Y4 )
. 2—Inx |
Y= =0>Inx=2— x=¢ |

x(n x)° !

« En(0, DU (€% +0) = y" <0 T

— Funcié concava

« En(1,€*) = y" > 0 — Funci6 convexa

En x = e? presenta un punt d'inflexio.



SOLUCIONARI

102 | Consideraf(x) =1+ Inizx amb x € (0, +).
X

Calcula'n els intervals de creixement i decreixement, els extrems relatius
i les asimptotes. Dibuixa'n la grafica.

Dom f= (0, +o0)

. In x , )
lim [1 —+ ] = —oo — Asimptota vertical: x = 0
x — 0t XZ

In . .
lim [1 + X] = 1— Asimptotes horitzontals: y = 1
X = 400 X2

No té asimptotes obliqles ni branques paraboliques.

_1=2Inx

X3

« En (O, \/;> — '(x) >0 — f(x) creixent

f'(x) —0—o1=2Inx—x=+e

. En (\/; +oo) — f'(x) < 0 = f(x) decreixent

En x = Ve presenta un maxim.

f”(x)zimmi_5 =0 x="%e¢°

X
« En (O, Q/eT) — "(x) < 0 — f(x) concava
. En (9/675 +00) — f"(x) > 0 — f(x) convexa
Enx = 9/675 presenta un punt d'inflexio.
+ Tallsamb l'eix X:

In x

f(x):OﬁH——Z:O—w(Z—HnX:O
X

f(01) <0
f(1)>0 M Hi ha una arrel en aquest interval.
f(x) continua [0,1; 1]

Aquesta arrel és Unica perqué f(x) és creixent en (O, J?) i decreixent
en (\/; +oo>, i t€ una asimptota horitzontal eny = 1.

« Tallamb I'eix Y: no en té perqué no esta definida pera x = 0.

Y
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Representacié de funcions

103

104

Considera la funcié seglient: f(x) = {

X2 —6x+4+8 six>1
Domf=R
lim (x> —6x+8)=3

x =17

lim (x+4)=5

x =1

— Discontinuitat de salt finiten x =1

+ En (—o0, 1] = Recta que passa per (—4, 0) i (1, 5)
« En (1, 400) — Parabola de vertex (3, —1)

Talls amb l'eix X:x2—6x+8_Oe{X:
X =
Enx=1—f(1)=3

Y

2x +2 si x <0
x?—=3x+2 six>0

Dibuixa'n la grafica.

Domf=R
f(0) =2
) ) B
X'L”} (X =3x+2)=2{_, f(x) continuaen x = 0
lim 2x+2)=2
x—0"

+ En (—oo, 0] — Recta que passa per (0, 2) i per (—1, 0).

« En (0, 4+-00) — Parabola de vertex [; 41] Y4

xX=2

Tallsambl’eixX:xz3x+2:0—>{ 1
X =

Estudia les caracteristiques d’aquesta funcié definida a trossos i dibuixa'n la grafica:
f(x):ix+4 si x <1




SOLUCIONARI

X+2 six<2
105 | Donada aquesta funcid: f(x) = {x + 3 si x > 2 representa-la graficament.
3 six=2
Domf=R
f2)=3
XIer; (x+3)=5 — Discontinuitat inevitable de salt finiten x = 2
lim (x+2)=4
X =2
+ En (=, 2) = Recta que passa per (0, 2) i per (—2, Q).
« En (2, +00) — Recta que passa per (3, 6) i per (4, 7).
Y
A
""" T T X
x*4+3x+2 six<0
106 | Donada la funcié segient: f(x) = {2 si 0 < x <1representaf
graficament. X2 —4x+5 six>1
Dom =R
f(0)=2
B 2 —
lef X +3x+2)=2 — Continuaenx =0
lim 2=2
x =0t
f()=2
. 5 .
X'TL (X*=ax+5) =21 _, continuaenx =1
lim 2=2
x—=1

-3 -1
« En (—o0, 0] — Parabola de vértex [2, ]

4 £

1 2 X = —2 ::

Tallsamb l'eix X:x* +3x +2=0 — ] 1

X =— 1

fl0)=2 T

« En (0, 1] = Funcié constant igual a 2. 2--

« En (1, +00) — Parabola de vertex (2, 1). Al
Tallsambleix X:noenté. 1T IEREREEN

f(1)y=2 T
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Representacié de funcions

107 | Un article de consum ha estat a la venda durant 8 anys, i el preu P(t),
en milers d'euros, ha variat amb el temps t, en anys, que ha estat al mercat d'acord
amb la funcié seglent:

4t + 4 sio<t<2

P(t) =
®) —§t+25 si2<t<8

Representa la funcié graficament.

Dom P =10, 8]
Y

P(2) = 20 I

lim (4t +4) =20

t=2 — Continuaent =2

lim [_5r + 25] =20

t—2" 2

+ En [0, 2] — Parabola de vertex (0, 4) que passa T y
per (2, 20), no talla l'eix X. 21

» En (2, 8] — Recta que uneix els punts ANRREEREEE
(2,20)i (8,5).

108 | Dibuixa la grafica de la funcié seglient:

f(x)z{\/ZS—x2 si—5<x<4

x? —2x—5 six>4

o En (—o0, —5) la funcié no esta definida.
f(4)=16-8—-5=3
i 2 _ — = — — =
le‘(x 2X=5)=16-8-5=3 — f(x) continuaenx = 4

lim V25— x> =vJ25-16 =3
X =4

En[-5, 4) = f(x) = V25— x7:

x=-5->y=0->(-50)

x=4->y=3->(473)
No té asimptotes en l'interval en el qual esta definida.

, —x
y =
V25— x?

En[-5,0) = y' > 0 — Funcio creixent

=0->x=0

En (0, 4) — y' < 0 — Funcio decreixent

En x = 0 presenta un maxim.

) —25 o
Yy = —— < 0 — Funcié concava

V25— x?



109

SOLUCIONARI

« Enl4, 400) - f(x) = x> =2x =5
Parabola de vertex (1, —6).

No té talls amb els eixos en l'interval
en el qual esta definida.

x=4->y=3->(473)

lim (x> =2x —5)= 4o +1

X =+

El benefici que espera obtenir una empresa, en milions d’euros, durant els 8 anys
vinents esta determinat per la funcié B, definida per:

—t24+7t sio<t<5
10 si5<t<8

en que tindica el temps transcorregut en anys.

B(t) = {

a) Representa graficament la funcié B i explica com és I'evolucié del benefici
que esperen durant aquests 8 anys.

b) Calcula quan el benefici que esperen és d’11,25 milions d'euros.

a) B(5) =10
. ) B
I"_Er; (=" +70 =10 — Continuaent =5
lim 10 =10
t— 5t
« En [0, 5):

7 Y
B'(t)272t+720—>t=§ 1
B'(t)=—-2<0—Ent= % saconsegueix
un maxim i, per tant, en [O, 7] és creixent 1
ien 1 5| decreixent. 1

2 1 !
1 !
B(0) = 0 3[7]—49 N IR
2 4

« En[5,8]:B(t) =10

El benefici que esperen augmenta durant els tres anys i mig primers fins
a aconseguir un valor de 12,25 milions d'euros. Després disminueix fins
al cinque any, quan arriba als 10 milions d'euros, i a partir d'aqui queda
constant fins al vuite any.

X=25
X =45

El benefici que esperen és d'11,25 milions al cap de dos anys i mig i al cap
de quatre anys i mig.

b) B(t):11,25%t2+7t=11/25ﬂt27t+11,25=0—>{
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Representacié de funcions

110 | Un article determinat el venen a un preu o a un altre segons la quantitat
que en compren, d'acord amb aquestes dades:

A10€/kgsi 0<x<5
A 9€/kgsi 5<x<10
A 7€/kgsi10<x<20
A 5€/kgsi20<x

en qué x és el pes en kg de la quantitat que en compren.

a) Escriu la funcié que representa el preu de l'article.
b) Fes-ne la representacio grafica.

10 sio<x<5

i5<
3 P(x) = S.IS_X<1O
7 S0 < x <20
5 si20 < x
b) Y?
I
5 | X
111 | Estudia i representa de manera grafica la funcié segiient: g(x) = \—xz —+ 4x\

La funcio y = —x? + 4x té com a grafica una parabola de vertex (2, 4)
que talla l'eix Yen el punt (0, 0), i I'eix X en els punts (0, 0) i (4, 0).

La funcié pren valors negatius en (—oo, 0) U (4, +00); aixi, doncs, si fem una simetria
respecte de I'eix X, obtenim la grafica que ens demanen.

Y

—x2+4 six<—

! dibuixan la grafica.
‘x —2‘ si x >—1

112 | Donada la funcié: f(x) = {



SOLUCIONARI

f=7) =3

X'erjﬁ ‘sz‘zg — f(x) continuaen x = —1

lim —x*+4=3
X —

-
o En(—oo, —1]: f(x) = —2x > 0 — f(x) creixent

im —x’+4=—ow

X = —0

Y
f(—1) = 3itallaleix Xen el punt (—2,0). T
« En (=1, 400):y = x — 2 és la recta que passa
per (3, 1)iper (=1, =3). I
Tall amb Ieix X f(x)=0— x =2 —(2,0) LT
Tallamb leix V' x =0 — y = =2 — (0, —2) NG RRRRREN
Com que es tracta d'una funcié amb valor
absolut, en l'interval (—1, 2) fem una simetria
de la recta respecte de l'eix X.
113 | Estudia i representa les funcions segiients:
a) y=—x*+6x*—5 d) y =8x*—x*
4x? +1 1
b) y=—""-— e y=—-
2x Y (x —2)?
Q y=+16 —x? f) y=+vx’—4x
a) Domini=R
) X ==1
. Tallsamb leix X f(x) =0 > —x* +6x* =5=0 >
X =*+5

» Tallambleix V:x=0—-y=—-5—(0, —=5)

Com que és una funcié polinomica, només té branques paraboliques.
lim (—x* +6x> —5) = —© lim (=x* 4+ 6x> —5) = —©

X = —o0 X = oo

x=0

X =43

« En (—OO, —\/g) U (0, \/g) — f'(x) >0 — f(x) creixent

- En <—\/§ 0) U <\/§ +°O> — f'(x) < 0 = f(x) decreixent

fl(x) = —4x3 +12x—0—>{

Enx=-V3ix=+3 presenta dos maxims, Y4
ienx=0,un mimnim.

f'(x)=—12x>4+12=0—> x = =1

e En(—o0, =N U (1, +0) = f"(x) < 0 —
— f(x) cOncava
« En(=1,1) = f"(x) >0 — f(x) convexa

Enx= —1ix=1 presenta punts d'inflexié.

539



Representacié de funcions

b) Domini=R — {0}

2
« Talls amb l'eix X: yzO—)M:Oa4x2+1¢O

2x — No té punts de tall amb aquest eix.
« Tall amb I'eix Y- no en té perqué no esta definida pera x = 0.

2
lim X+ _ — Asimptota vertical: x = 0
x—=0 2X
4x% 41
im X e
o 2x — No té asimptotes horitzontals.
AT+
lim ———=—o
X = —00 2X
2
lim L;H =2-5m=2
2>§ — Asimptota obliqua: y = 2x
) 4x° 41 ) 1
im|———=2x|=Ilm —=0->n=0
X = 2x Xx—0o 9x
2 2
y=3 2 T g =t /i x—
4x? 2x° 4 2
1 1 , S
. En —oo,—E U by +oo| — y' > 0 — Funcio creixent
1 1
. En [—2, 0|u|o, 2] — y' < 0 — Funci¢ decreixent
1 N 1 -
Enx = - presenta un maxim, ien x = by un minim.
Soox Y
S E AT s
« En(—o0, 0) = y" < 0 — Funcié concava T A y=0x
« En(0, +%0) = y" > 0 — Funcié convexa A
No hi ha punts d'inflexio. ,/: i X

Q 16—x>>0—=(4—x)4+x)>0— x €[—4, 4] — Domini = [—4, 4]
« Tallsamb leix X V16 — x> =0 =16 —x>=0— x = *4
» Tallambleix V:x=0—-y=4—(0,4)

No té asimptotes.

y':;zx:O—)x:O
2416 — x?

« En(—4,0) = y' > 0 — Funcio creixent
- En(0, 4) —» y' < 0 — Funcio decreixent
En x = 0 presenta un maxim.

" 16 16 o
y' = = < 0 — Funci¢ concava

16— x’W16— x> (x> —16116 — X
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No presenta punts d'inflexio.
Y

Domini =R
. Tallsamb l'eix X: 8x? —x* =0 = x*(8 = x*) =0 — {

x=+8
« Tallamb l'eix Y:x=0— f(0) =0— (0, 0)
Només té branques parabodliques:

lim (8x? —x*)=—o0

X = 400

lim (8x?—x*)=—o0

X = —0

y'_16><—4x3—0—>X(16—4X2)—O—>{X_O

x==x2

« En (=00, —=2)U(0, 2) = y' > 0 — Funcio creixent

« En(=2,0)U(2, +00) = y' < 0 — Funcio decreixent

En x = —21ix=2 presenta dos maxims, i en x =0, un minim.

y”:16—12x2:0—>>(2:£:§ﬁx:i il

12 6 6

« En|—oo, — g §,+oo
6 6 1
+ En —Ié, /E —->y">0 s]
6 6

— Funcié concava
— Funcié convexa

U - y"<0 14

[Eren?
Enx=—|— y x=,|— presenta dos 1
6 6 punts dinflexio. T

Domini= R — {2}
- Talls amb l'eix X: no en té.

. TaHambl’eixY:x:Oﬁy:ia[O, i]
4 4

lim
X =2 (sz)

=0 Asimptota vertical: x = 2

lim
X =00 (X _ 2)2
No té asimptotes obligles ni branques parabodliques.

= 0 — Asimptota horitzontal: y =0
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= =2 =0
(x=2)
« En (=00, 2) = y' > 0 — Funcio creixent
« En(2, +00) =y’ <0
— Funcio decreixent

(x—3)

" 6 U s s e ot >
y"=-——->0-Funci6 convexa y=0 i 1 X
No presenta punts d'inflexid.

f) X>—4x>0-5 x(x—=2)(x+2)>0—> x €[—2,0]U[2, +0)

— Domini =[—-2, 0]JU[2, +x)
« Tallsamb leix X: Vx> —4x =0—-x=0, x ==*2
+ Tallamb leix ' x=0—-y=0—(0,0)

No té asimptotes verticals.

lim ~x®—4x =400 — No té asimptotes horitzontals.

X = +oo
) x> —4x . -
lim ——— =400 — No té asimptotes obligies.
X = +oo X
, 3x* —4 4
Y= =0 x=t|—
20X —4x 3

U(2, +90) = y' >0 — Funci6 creixent

« En| -2 — i
3
4 . g .
« En|— E/O — y' <0 — Funcié decreixent v
| 4 -
EnXx=— ? presenta un maxim.

. 3x4 —24x%*—16
y = <0
4(x> — 4)()\/)(3 —4x

— Funcié concava

No presenta punts d'inflexié.

3
114 | Donada la funcio f(x) =

a) Eldomini.
b) Els punts de tall amb els eixos.

¢) Els punts de discontinuitat, els tipus de discontinuitat i les asimptotes verticals
(calcula’n els limits laterals).

d) Les asimptotes horitzontals i les obliques.

e) Elsintervals de creixement i de decreixement i els extrems relatius.
f) Elsintervals de concavitat i de convexitat i els punts d'inflexio.

g) Larepresentacio grafica a partir dels resultats dels apartats anteriors.

determina’n:

1+ x2'
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a) Domf=R
2x3

T+ x°
. Tallsamb leix Y:x =0 — f(0) = 0 — (0, 0)

b) - Tallsamb l'eix X: f(x) =0 —

=0->x=0-1(0,0)

c) Lafuncié és continua en R i no té asimptotes verticals.

2 3
d) lim —X = 4w

X = +oo ‘|+X2 N 3 , hori |
Y — No te asimptotes noritzontals.

lim = —0o0

I XZ
2 3

lim 7)( =2->o>m=2

X =0 2
(14 x7) — Asimptota obliqua: y = 2x

3 —
lim 2x —2x|= lim 2x =0->n=0
X > o0 ‘|<|,)(2 X‘>°°‘|+X2

, 2x* + 6x?
fllx) = ——"—

1+ x°)

e En(—o0, 0) U (0, +o0) = f'(x) > 0 — f(x) creixent
No presenta maxims ni minims.

=05 X22x*+6)=0>x=0

=43 412 x=0
(1+ ) x==3

* En (*Oor *\/g) U (O, \/g) — "(x) > 0 = f(x) convexa
« En (—\/E 0) U (\/5 +<>O) — f"(x) < 0 = f(x) concava

f) f"(x) —O—>x(—4x2+W2)—O—>{

Enx=0ix = *+3 saconsegueixen punts d'inflexio.
9 4

115 | En la construccié d'un tunel, el percentatge de roca fragmentada o de mala qualitat
esta determinat pel model matematic seglient:

3
R(x):x?—4,5x2 +18x+15 0<x<7

R(x) representa aquest percentatge quan la distancia a la boca del tunel és x, en
quilometres.

Si en algun tram de la perforacié el percentatge supera el 40 %, hauran de reforgar
les mesures de sosteniment i de seguretat de l'estructura. Dibuixa la grafica

de la funcié. Caldra que reforcin les mesures esmentades?
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116

Es tracta d'una funcioé polindmica definida en [0, 7].
R(0) =15 R(7) = 34,83

R'(x):x29x+18:o—>{xz
X =

R"(x)=2x—9

R"(3) = —3 < 0 — En x = 3 s'aconsegueix
un maxim.

R"(6) = 3 > 0 — En x = 6 s'aconsegueix
un minim.

« En(0,3) U (6, 7) lafuncio és creixent.
« En (3,6) la funci¢ és decreixent.

R(3) =9 — 40,54 54 +15 =375 104
Com que no supera el 40%,

no caldra reforcar les mesures 1
esmentades.

Estudia i representa aquestes funcions:
8 1
a) y= Q y=x+—
x?—4 X

b) y= e(x2+17x‘) d) y = In (16 —x? —X4)

a) Domini=R —{-2,2}
« Talls amb l'eix X: no en té.

- Tallambleix V:x =0 — f(0) = % =-2-1(0,-2)

lim = o0 — Asimptota vertical: x = 2
X=2 x2 _ 4

lim = o0 — Asimptota vertical: x = —2
X—>-2 x2 _ 4

lim = 0 — Asimptota horitzontal: y = 0
X = XZ —4
No té asimptotes obliqlies ni branques paraboliques

, —16x

=—=0->x=0
(x* —4)

« En(—o0, —=2)U (=2, 0) = y' > 0 — Funcio creixent
<« En(0, 2)U (2, +0) — y' < 0 — Funcio decreixent

En x = 0 presenta un maxim.

. 48x’ + 64
P-4y
« En(—o0, =2)U (2, ) = y" >0
— Funcié convexa
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« En(—2,2) - y" < 0 — Funci6 concava
No presenta punts d'inflexid.
Y

b) Domini=R
« Talls amb l'eix X: no en té.
- Tallamb leix V'x=0—y=¢e"=1-(0, 1)

No té asimptotes verticals.

. 2 4
|Im ex +17x :+OO

g r i 241700 — No té asimptotes horitzontals.
im et = 4o
X = —o
e)<z+17x4
lim — =+
Xt X P -
217 — No té asimptotes obligUes.
) e*
im ———— =400
X = —o X

Té branques paraboliques:

. 2 4
lim e = +oo

X =+

. 2 4
||m ex +17x = 4o

V' =(2x+68x)e " =0 = 2x+68x> =0 — x(2+68x*) =0 — x =0
« En(—o0, 0) = y' < 0 — Funcio decreixent
« En (0, 4%0) = y' > 0 — Funcid creixent
En x =0 presenta un minim.
y" = e 7 (2 4 204x7 4+ (2x + 68x°)) > 0 — Funcié convexa
No presenta punts d'inflexio.
Y

545



Representacié de funcions

¢) Domini =R — {0}
« Talls amb l'eix X:

2
f(X):O%X_,_i:XiH
X X

« Tall amb I'eix Y: no en té perque no esta definida pera x = 0.

= 0 — No té punts de tall amb aquest eix.

. 1 . .
lim | x +—|= o0 — Asimptota vertical: x = 0
x—0 X

lim [X—i-]]——i-oo
X = +o0

— No té asimptotes horitzontals.

X = —w

X
im |[x+—|=—o0
X

) 1

[im [1+2]—1—>m_1
X — Asimptota obliqua: y = x

) 1 ) 1

im |[x+——=x|= lim —=0—n=0

X =+ X X = fo

2 _
y’:1—i2: — LI
X X
« En(—o0, =N U (1, +0) = y' > 0 — Funcio creixent

« En(=1,00U(0, 1) > y' < 0 — Funcié decreixent
En x = —1 presenta un maxim, ien x =1, un minim.

« En (=00, 0) = y' < 0 — Funci6 concava

« En (0, 4+00) — y' > 0 — Funcié convexa

Y

] X
=353

d 16x2><4:0—>{x2 ey X =35 =18
x? = —4,

16—x>—x*>0—> x€(—188;1,288) — Domini = (—1,88; 1,88)
« Talls amb l'eix X:
N16—x>—x=0-216—x>—x*=1-x"4+x*—15=0
2 _
= s [341 o x =185
x? = 3,41
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« Tallamb leix V:x=0—-y=In106 =277

lim In(16 — x* — x*) = o0 = Asimptota vertical: x = —1,88

x — —1,88

Iirrww88 In (16 — x* — x*) = 00 = Asimptota vertical: x = 1,88
x =1,

No té asimptotes horitzontals ni obliques.

y’:ﬂ:O%—Zx—élxs:O%X(—2—4X2):O—>x:0
16 — x* — x*

« En(—1,88,0) = y' > 0 — Funcio creixent

« En(0;1,88) = y' < 0 — Funcié decreixent

En x = 0 presenta un maxim.

L —4x®—2x* —194x* — 32 N
= < 0 — Funcié concava
(16 — x? — x*)?

No presenta punts d'inflexid.

<

L 1 .
En una comarca, un riu té la forma de la corba y = Zx3 —x?+ xilatalla

un cami segons l'eix X. Fes un esquema de la posicié del riu i del cami,
i calcula per a la corba el tall amb els eixos de coordenades, els extrems
relatius i els intervals de creixement.

Domini=R

;. X3 P X =
« Tallamb leix X: — —x*+x =0 —
4 X =

« Tallamb leix 'x=0—y=0-—(0,0)
Es una funcié polindmica i, per tant, només té branques paraboliques.

X3
im |——x>4+x|=—o

X = —o0 4
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. En [oo/ 2y (2, +0) = y' > 0 — Funcié creixent
3

. En [i 2] — y' < 0 — Funci6 decreixent

2 N L
En x = = presenta un maxim, i en x = 2, un minim.
3

Y

x—7

2x +1
de creixement i decreixement, els de concavitat i convexitat, i també els maxims,
els minims i els punts d'inflexié. Amb la informacié que has aconseguit,
dibuixa'n la grafica.

Domf:[R{iq}
2

118 | Donada la funcio f(x) = , determina’n el domini, les asimptotes, els intervals

- Tallamb l'eix X: f(x) = 0 — X7 =0—>x=7—=(7,0)
2x 41

« Tallamb leix Yix=0—-f(0)= -7 — (0, —7)

) xX—=7 . ) -1

lim = o0 — Asimptota vertical: x = —
xo =L 2x+1 2

jim X=2 1 Asimptota horitzontal: y = 1
X2 Ix 41 2 2
No té asimptotes obligles ni branques Y

paraboliques perque té asimptota horitzontal
quan x — 400 i quan x — —oo.

f! X):L>O—>f(x) creixent rt
x+n - T _pamympepabepemeeeept R

No presenta maxims ni minims.

x3 4+ 2x
X241
a) Troba'n el dominiiles asimptotes.

119 | Considera la funcio f(x) =

b) Determina’n la monotonia i la curvatura, i també els maxims, els minims
i els punts d'inflexio.

¢) Representa graficament la funcié.
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a) Domf=R

x>+ 2x
x2 41

« Tallamb leix ' x=0—y=0—(0,0)

« Tall amb I'eix X:

No té asimptotes verticals.

3
lim LZ)(:+OO
x> +1
) X3+ 2x
lim — =—
X2+ 1

— No hi ha asimptotes horitzo

f(x) ) x3 4+ 2x
= lim ———
X — o0 X(XZ +1)

=1=0->m=1

3
lim (f(x)—mx) = lim L2X—>< = lim =
X = 00 X = 0 X2+W X = o0 X2+‘|
= lim =0—>n=0
X0 x? +1
— Asimptota obliqua:y = mx +n— y = x
4 2
b) f'(x)= X+x+2 > 0 — f(x) és creixent i no té extrems relatius.
(x* 41y
3 p—

fr) = 2= g ox—g)=0— X0

x>+ x==3
£ = —6x* +36x° —6 Y4

x>+

Comquef"(0)=0i f(i\/g) =0,
en aquests punts saconsegueixen

X4 2x— x> —x

SOLUCIONARI

=05 X 4+2x=0-x(x*>4+2)=0—->x=0

ntals.

punts d'inflexié.

La funcié y = f(x) té les propietats seglents:
« Té com a domini la recta real tret dels punts —11i 1.
« Es continua en tot el domini i talla I'eix X en el punt (2, 0).

« Té una asimptota horitzontal en y =0, amb f(x) < 0six>2
ifx)=0six<2,xZ1,x#—1.

-----------

« Té una asimptota verticalen x =1, amb lim f(x) = +o0i lim f(x)= + co.

x—>1

x—=>T

» Té una asimptota verticalenx=—1,amb |im f(x)= +owi lim f(x)= + .

x—- 1

e Té un minim en (4, —2) i en (0, 3). No té maxims.

Representa graficament aquesta funcié.

xX—-T
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--------------

PREPARA LA SELECTIVITAT

1 | Considera la funcié f(x) = (x* + a) - e™en qué a és un parametre real.
a) Justifica a qué ésigual el domini de f(x).
b) Determina el valor de a perque la grafica de f(x) passi pel punt (0, —4).

c) Peraa= —2,determina els intervals de creixement i de decreixement de f(x).
Hi ha maxims i minims relatius de f(x)? En cas afirmatiu, digues on s'assoleixen
i quin valor tenen.

a) Dom f=R perqué es tracta del producte d'una funcié polindbmica
i una d'exponencial.

b) f(0)=—-4—>ae®=a=—4
0 f(x)=(x*—=2e*

Flx)=2xe > +(x2—2)(—2)e > =0 = 2x—2x>+4=0— {X - ;1
X =

e En (=00, =) U (2, +00) = f'(x) < 0 = f(x) decreixent
« En(=1,2) = f'(x) > 0 — f(x) creixent

En x = —1 saconsegueix un minim que té com a valor f(—1) = —e’ienx =2
s'aconsegueix un maxim que té com a valor f(2) = 2e™.

2

2 | Estudia i representa la funcio segiient: f(x) = X
(x =2y
Domini =R — {2}
2
. Tallsamb l'eix X: f(x) = 0 — X _ 0—-x=0—(0,0)
(x =2y

« Tallamb leix ' x=0—-y=0-—(0,0)

, x? . .
lim =% Asimptota vertical: x = 2

X =2 (X _ 2)

2
lim = 1— Asimptota horitzontal: y =1
X = 0 (X _ 2)2
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No té asimptotes obliqles ni branques paraboliques.

= 0 x=0
(x =2

'

« En(—o0, 0) U (2, +00) = y' < 0 — Funcio decreixent
« En(0,2) > y'> 0 — Funcio creixent

, ) . 14
En x = 0 s'aconsegueix un minim. Fr
8x+8 T 0
o SXES g k= T
(x —3)* T
« En(—c0, 0) = y" < 0 — Funcié concava I
« En(0,2) U (2, +20) = y" > 0 — Funcié convexa e 5]
En x = —1 s'aconsegueix un punt d'inflexio. e S >
[ k=2
o 2 —t41 o
La funcio f(t) = T representa la concentracié d'oxigen en un estany
t°+
contaminat per residus organics en un temps t (mesurat en setmanes).
a) Troba els intervals de creixement i decreixement de f(t) perat > 0itambé
els instants en els quals la concentracié d'oxigen és maxima i minima.
b) De manera justificada i d'acord amb les dades anteriors, representa graficament
la funcié perat > 0, i estudia’n amb detall les asimptotes.
a) Estudiem la funcié perat>0.
7 =1 t=1
y'= =0- .
41 t = —1(no valida)
« En (1, +00) = f(t) > 0 — f(t) creixent
« En(0, 1) = f'(t) < 0 — f(t) decreixent
En t =1 saconsegueix un minim.
La concentracio d'oxigen és maxima quan t=0ival 1,iés minimasit =1
) 1
ival —.
2
b) Asimptotes verticals: no en té.
R
im ——— =1
X > o0 fz +1 Y__
— Asimptota horitzontal: y =1
Posicié de la corba respecte de I'asimptota:
P —t+1 —t
t =+ — 1 1= L N g e = = =SS B S
21 2 +1
— f(t) esta per sota de I'asimptota. HEEEEREEEREEY
No té asimptotes obliqUes ni branques
paraboliques quan x — 4o,
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4 | Unafunci6é f(t),0 <t <10, enlaqual el temps t esta expressat en anys,
representa els beneficis d'una empresa (en centenars de milers d'euros)
entre els anys 1990 (t = 0) i 2000 (t = 10):

t41 si0<t<2

) .
foy— | —8t+15 si2<r<6

3 (t410) si6<t<10
4

a) Representa graficament f(t), i estudia’n els punts de tall i els intervals
de creixement i de decreixement.

b) En quins anys I'empresa va tenir el benefici maxim? De quant és aquest benefici?
Durant quant de temps va tenir péerdues?

a) Dom f=10,10]

limt+1=3

t—2

lim t? —8t4+15= 3} — Continuaent = 2
-2t

f(2)=3

f(6)=3

lim t? —8t+15=36—-484+15=3 ’
t>6 — Continuaent =6

lim (=t +10) = %(—6+10) _3

t—6" 4
Aixi doncs, f(t) és continua en [0, 10].
1 sio<t<?2

F(L) = 2t—8 si2<t<6

= si6<t<10
4

0,2) = f'(t) > 0 = f(r) creixent

0, 1) presenta un minim, i en (2, 3), un maxim.
2,6:f(t)y=0—>t=14

2,4) — f'(t) < 0 — f(t) decreixent

En (4, 6) — f'(t) > 0 — f(t) creixent

En els punts (2, 3) i (6, 3) presenta dos maxims, i en (4, —1), un minim.
Talls amb l'eix X: Y

r2—8r+15—0—>{r_3
t=5

. En(6,10)—>f’(t):_73<0

En(
En (
En(
En (

1
— f(t) decreixent RS

En el punt (6, 3) presenta un maxim,
ien (10,0), un minim.

S

El benefici maxim el va obtenir perat=2it=6, és adir, els anys 1992 i 1996,
amb un valor de 3.000 €.

Va tenir perdues entre I'any 1993 i I'any 1995.
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El rendiment (expressat en percentatge) d’'un motor determinat durant 60 minuts
de funcionament segueix aquesta funcio:

fit) = At? +Bt+C si0<t <20
100 si 20 <t <60

Si saps que a l'inici el rendiment és del 0%, que quan fa 10 minuts que funciona
és del 75% i que el 100% de rendiment I'aconsegueix als 20 minuts:

a) Determina les constants A, Bi C. Justifica la resposta.

b) Representa la funcié.

a) f0)=0—>C=0
f(10) =75 —>100A+10B+ C =75 —> 100A 4+ 10B = 75
f(20) = 400A + 208 = 100

100A+10B = 75 } A:i
%

_ 4
40044208 =100] |, _ -
-1, ,
— 410t si0<t<20
b) f)=1 4 == Y
100 §i 20 <t < 60
- En[0,20]:

f(t) = ?t +10 >0 — f(t) creixent

fO=0 f10)=75  f(20)=100
« En[20, 60] es tracta d'una funcié constant.

Si saps que la derivada de la funcio f(x) esta determinada
per f'(x) =3x* — 12x + 9.

a) Calcula els intervals de creixement i decreixement de la funcio original f(x).
Digues on aconsegueix la funcié f(x) els maxims i els minims locals.

b) Troba la recta tangent a f(x) en el punt x = 2 si saps que f(2) = 5.

a) f’(x):3x212x+9:O—>{X_]

x=3
f"(x)=6x—12
f"(1) = —6 < 0 — En x = 1s'aconsegueix un maxir
f"(3) = 6 > 0 — En x = 3 s'aconsegueix un minir
« En (—oo, 1) U (3, +00) la funcio és creixent.
« En (1, 3) lafuncid és decreixent.

b) f(2)=12—-24+9=-3
Equacié de la recta tangent
y=5=-3x—-2)>y==-3x+6+5—-y=-3x+11
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